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1. Bevezets

A tanulasrol és a memoriarol rengeteg régebbi és Ujabb elmélet 1étezik. Ezek tobbsége
megegyezik abban, hogy a memoria f6 funkcioi a kodolas, a tarolas €s az el6hivas. Kodolas
alatt a memoriaban val6 rogzités folyamatat értjiik, a tarolds pedig a rdgzitettek ,,fejben tartasa”,
vagyis ezek megmaraddsa a memoridban valamilyen formaban. Az el6hivas az a folyamat,
amikor a taroltakat felidézziik és valamilyen forméban felhasznaljuk.

Iskolai kornyezetben a kodolas, tarolas és eléhivas folyamatai a tanitads-tanulas folyamatanak
keretei kozott zajlanak. A még ma is altalanosan elfogadott elképzelés a tanulasrél az, hogy a
tanulési folyamat az informécio bevitele a memoridba. Az el6hivas szerepe ebben a felfogasban
kizarolag a tanulds eredményességének ellendrzése. El6hivasra a tanulasi folyamat végén/utan

keriil sor, felelés vagy dolgozat formajaban.

A tesztelési hatas témaban az egyik legismertebb Roediger és Karpicke (Roediger; Karpicke,
2006) kisérlete. A tesztelés és az ismétléses tanulas hatasat hasonlitottak 6ssze egy kétszazotven
szavas szOveg tanuldsanal. A kisérlet alanyai egyetemistdk voltak, akiket két csoportra
bontottak. Mindkét csoport elolvasta a tananyagot, majd ezt kdvetden a kontroll csoport még
haromszor Gjra elolvasta (ismétlés) a szoveget. A kisérleti csoport csak egyszer olvashatta el a
szoveget és azt kovetden az ismétlés helyett harom alkalommal vissza kellett emlékezniiik a
tanultakra — tesztelték Oket a tanultakbol. A két csoport tanulasi eredményességét
megvizsgaltak 6t perccel az utolsé tanulasi fazis utan és az utols6 tanulasi fazist kovetden egy
héttel késdbb is. Az azonnali tesztelésnél nem meglepd modon az elsé csoport (akik a
legtobbszor olvashattdk el a szoveget) jobban teljesitett, mint a masodik csoport (akiket
ujraolvasas helyett teszteltek). Az eredmény egy héttel az utolsé tanuldsi fazist kdvetden

megfordult: a kisérleti csoport tobb mindenre emlékezett, mint az Gjraolvasé csoport.

Négyszer olvas 1-szer olvas, 3-szor tesztelik
5 perc milva 82% 70%
1 hét milva 40% 63%

1. tablazat: Roediger és Karpicke kisérletének eredménye

Felmertilt az a kérdés is, hogy a tanuléds sikere fiigg-e a tesztelés modjatol. Erre Smith és

Karpicke (Smith; Karpicke, 2014) a kovetkezé kisérletet dolgozta ki. Ot csoporttal tanultattak

egy Otszaz szobol allo szdszedetet. Az 6t csoportbdl az egyik kontrollcsoport volt, a masik

négyet négy kiillonbozd mddon tesztelték. Egyet feleletvalasztos teszttel, egyet kifejtds teszttel,

egyet felidézéses teszttel, a negyediket pedig vegyesen. A kontrollcsoport hagyoméanyosan
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ujraolvasva tanult. A vegyes teszteléses csoport kérdései kozott ,,rovid kérdésekre valasz” €s
»feleletvalasztos™” tipusu kérdések is szerepeltek. A négy teszteléses csoportndl nem volt
Ujratanulas. Egy hét elteltével mind az 6t csoportot Ujratesztelték. Két teszt volt, mindkét
tesztben rovid kifejtds kérdések voltak. Az egyik teszt a tanult anyagban szerepld ismeretekre
kérdezett rd, a masik teszt a frissen tanult anyag ismerete mellett igényelte a korabban tanultak
alkalmazasat is. Mindkét teszt soran az Gjraolvasé csoport teljesitménye volt a leggyengéhbb,
mig a tobbi négy csoport jol teljesitett, a négy teszteléses csoport eredménye nem kiilonbozott.
Ezek alapjan megallapithatjuk, hogy a teszteléses tanulas barmely formdaja hatdsosabb az
ujraolvasasos tanuldsnal. A hangstly tehat a mar tanulési szakaszban torténd aktiv eléhivason
van — és nem fligg a tesztelés modjatol. Smith és Karpicke azt is kimutatta, hogy az eldhivasos

tanulds nem csak az anyag felidézését, hanem annak alkalmazasat is hatékonyabba teszi.

Az elmult évtizedben az el6hivasi (tesztelési) hatdst a hagyomanyos ujraolvasdssal és egyéb
tanulasi mddszerekkel szemben tobb szaz tanulmany vizsgalta (Rowland, 2014, Adesope,
Trevisan & Sundararajan, 2017). Az ezzel kapcsolatos kisérletek legnagyobb részét
laboratoriumban végezték (Butler; Karpicke; Roediger, 2007). Ezen kisérletek tobbsége azt
vizsgalja, hogy egy adott szovegre melyik tanulasi modszerrel emlékeznek legjobban a didkok.

Sokan egyéb helyzetekben is elvégezték a kisérletet €s a tesztelési (el6hivasi) hatast kimutattak

e szovegtanulasi helyzetben szavakndl (Zaromb ¢és Roediger, 2010),

e kulcsszavak segitségével valo tanulasnal (Pyc és Rawson, 2010),

e tankonyvi szovegeknél (Roediger és Karpicke, 2006b, Butler, 2010),

o térképen valo tajékozodasnal (Carpenter és Pashler, 2007),

e orvostan hallgatokndl az uwjraélesztés technikdinak tanulasanal és gyakorldsanal

(Kromann, Jensen, Ringsted, 2009).

A tesztelési hatast mar tobb korosztalyban is vizsgaltak (Dunlosky et al, 2013):

e oOvodas és iskolaeldkészitds gyerekeknél (Fritz, Morris, Nolan, Singleton, 2007
Kratochwill 1977),

e altalanos iskola also tagozatan (Atkinson, Paulson, 1972; Bouwmeester, Verkoeijen,
2011; Fishman, Keller, Atkinson, 1968; Gates, 1917, Metcalfe & Kornell, 2007,
Metcalfe, Kornell, & Finn, 2009; Myers, 1914; Rea &Modigliani, 1985; Rohrer, Taylor,
& Sholar, 2010; Spitzer, 1939),



e altalanos iskola fels6 tagozatan (Carpenter et al., 2009; Fritz, Morris; Nolan, Singleton
2007; Glover, 1989; McDaniel, Agarwal, Huelser, McDermott, & Roediger, 2011;
Metcalfe, Kornell, & Son, 2007; Sones & Stroud, 1940)

e gimnaziumban (Carpenter et al., 2009; Fritz, Morris, Nolan, Singleton 2007; Glover,
1989; McDaniel, Agarwal, Huelser, McDermott, & Roediger, 2011; Metcalfe, Kornell,
& Son, 2007; Sones & Stroud, 1940; Duchastel, 1981; Duchastel & Nungester, 1982;
Marsh et al., 2009; Nungester & Duchastel, 1982, Dirkx; Kester; Kirsner, 2014),

e cgyetemistak korében (Kromann et al., 2009; Schmidmaier et al., 2011, Butler, 2010,
Carpenter et al. 2015, Little, Storm and Bjork, 2011),

e kozépkoruak ¢és annal iddsebbek korében (Balota, Duchek, Sergent-Marshall, &
Roediger, 2006; Bishara & Jacoby, 2008; Logan; Balota, 2008; Maddox, Balota, Coane,
Duchek, 2011; Sumowski, Chiaravalloti, DelLuca, 2010; Tse, Balota, Roediger, 2010).

Természetesen vetddik fel a kérdés: fligg-e a tesztelés hatdsa attol, hogy a tesztalanyok kaptak-
e visszajelzést a tanuldsi szakaszban arrol, hogy a valaszaik helyesek voltak-e. Kang,
McDermott és Roediger (Kang, McDermott, Roediger, 2007) erre talaltak ki egy kisérletet. A
felidézési teljesitményt rovid kifejtds kérdésekkel, illetve feleletvalasztos teszttel mérték a
tanulds utan harom nappal, és megvizsgaltak van-e kiilonbség attdl fiiggden, hogy a tanulasi
fazisban a tesztelés kifejtos kérdésekkel vagy feleletvalasztos tesztekkel tortént. Kideriilt, hogy
amikor van visszajelzés, akkor, ha csekély mértékben is, de a rovid kifejtds kérdésekre
vélaszolas eldnyosebb, ha nincs visszajelzés, akkor a feleletvalasztos teszt hatékonyabb.
Szinte az Osszes elOhivasi hatdst vizsgald kisérletet laboratoriumban, laboratéoriumi
koriilmények kozott vagy laboratériumban szimulalt iskolai helyzetben végezték. Nagyon
kevés olyan cikk sziiletett, amely valodi iskoldban, valddi tananyagon és hosszabb tavon
vizsgalja az el6hivasi hatast. (McDaniel, Roediger and McDermott, 2007, Rawson, K. A.,
Vaughn, K. E., Walsh, M., & Dunlosky, J. 2018).

A teszteléses tanuldst még senki nem vizsgalta a matematika teriiletén, ahol nem csak lexikalis
tudds visszaadasara van sziikség, hanem megértésre is. A matematikaban sziikség van a
megértésre feladatmegoldasoknal, bizonyitasoknal, s6t néha definiciok, fogalmak esetében is.
Kisérletiinkben a tesztelési hatast vizsgéltuk egy szakkozépiskolaban, matematika 6ran. A
kisérlet sok szempontbdl kiilonbdzik a korabbi, témajaban hasonl6 kisérletektdl. Az eddigi

tesztelési hatast vizsgald kisérleteket fOleg laboratoriumban végezték. A laboratoriumi
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kutatasok foként a tanulds soran végbemend agyi folyamatok megismerésére iranyultak. Az
agyi folyamatok részletes hattere még nem ismert, igy nem nyilvanvald, hogy a
laboratoriumban vizsgalt tanulasi folyamatok a laboratoriumon kiviil is ugyanigy mennek-e
végbe. Feltételezésiink az, hogy a teszteléses tanulas osszefliggésben van a kiilonb6zo tanulési
¢s agyi folyamatokkal és nem laboratoriumi koriilmények kozott is kimutathatd a hatdsa. A
kisérlet kitervezésénél €s elemzésénél természetesen figyelembe kell venni a valds és a

laboratoriumi koriilmények kozti kiilonbségeket.

Egy masik kiilonbség az eddigi kisérletekhez képest, hogy eddig, deduktiv kovetkeztetéseket
igényld feladatokrol nagyon kevés kisérlet szolt, és az idevago az eredmények nem mutatnak
egységes képet. Tran és tarsai (Tran, Rohrer, Pashler 2015). kiilonb6z6 eseménysorozatok
leirasat tartalmazé mondatokat tanultattak meg a kisérleti személyek ,Ujraolvasés” és
»tesztelds” csoportjaval tgy, hogy a mondatok kiilon-kiilon, egymas utan jelentek meg. A végso
tesztben az egyes mondatok felidézésében kimutathatd volt a tesztelési hatds, de amikor a
mondatok alapjan kovetkeztetéseket kellett levonni, nem volt kiillonbség a két csoport
teljesitménye kozt. Ez alapjan arra kovetkeztettek, hogy az olyan komplexitast feladatokban,
ahol deduktiv kovetkeztetésekre van sziikség, a tesztelési hatds eltlinik. Eglington és Kang
ugyanezt a kisérletet ugy hajtottak végre, hogy egyben vetitették le a szoveget, nem pedig
mondatonként. Igy a kovetkeztetés levonasat igénylé feladatokban érvényesiilt a tesztelési

hatés. (Eglington és Kang 2016).

Ezen eredmények utdn tobbszordsen is kérdéses, hogy érvényesiil-e az el6hivasi hatas
matematika tanuldsnal. Ugyanis a matematika teriiletén folyton deduktiv kovetkeztetéseket
hajtunk végre. Az axiomak, az axidmarendszer a matematika alapja. Miutan az axidémarendszer
felépiil, meghatarozunk, definidlunk fogalmakat, amikkel dolgozni szeretnénk. A fogalommal
kapcsolatosan kivancsiak vagyunk bizonyos problémak megoldasara, feloldasara, igy jon 1étre
a problémafelvetésen-problémamegoldason keresztiil a tételek kimondasa. A kozépiskoldban
nagyvonalakban ez ugy néz ki, hogy definiciok és alaptételek utdn a tandr altal megadott
allitdsokkal foglalkozunk. T6bb szinten foglalkozhatunk veliik. Lehet olyan, hogy csak egy erds
sejtéslink van az allitds helyeségérdl, pl. mert lerajzoltuk az 4brat és latjuk, hogy igaz vagy
hamis az allitas. (P1.: téglalap szemkozti oldalai egyenld hosszuak.) Jobb esetben részben vagy
teljesen be is bizonyithatjuk az allitast. Minden esetben, amikor egy allitison gondolkodunk,

akkor végiggondoljuk a tanult fogalmakat, az addig tanult allitdsokat és azok segitségével
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hozunk dontést arrél, vajon igaz-e az allitas vagy sem. A gyakorlatban a matematika 6ra nagyon
sokszor feladatmegoldasbol all. A feladatmegoldas is éppen azt jelenti, hogy a tudasunk
segitségével megoldunk egy addig nem latott feladatot. Ez aldl talan kivételt képez, amikor
nagyon specialis algoritmusokat nagyon begyakoroljuk és mar rutinb6l alkalmazzuk. Ilyen pl.
a hatvanyozas. Jelen esetben egészen biztos, hogy nem lesz szd nagy begyakorlasrol, hiszen
ezek a didkok csak matematika 6rdkon foglalkoznak a matematikéval, mint ahogy azt majd a
késdbbiekben részletesen leirjuk.
Egy matematika dolgozatban sosem sz6 szerint ugyanazt a feladatot kérdezziik, mint amit
egylitt megoldottunk. A matematika feladatok 0sszetettségét sokféleképpen mérik, ezek alapjan
elmondhaté, hogy a kovetkez6 megoldasi utak mind a deduktiv képességiinket hasznaljak fol:

e ismerjiik, hogy milyen modszert kell alkalmazni a megoldashoz, de sziikség van egy

Otletre,

e sokféle modszer koziil ki kell valasztani a nekiink megfelel6t,

e sokféle modszer koziil kell valasztani és utdna még sziikség van egy otletre,

o Otletek sorozatat kellene alkalmazni tigy, hogy eldre nem latjuk at a feladat megoldasat.
Az 6rak sordn, a tesztelés sordn €s a dolgozat alatt is az eldbb felsorolt megoldasi utakon

keresztiil kellett eljutniuk a feladatok megoldasahoz.



2. Elsé kisérlet

Egy szakgimnazium (Teleki Blanka Ko6zgazdasagi Szakgimnéazium) és egy elit gimnazium
(Varosmajori Gimnazium) 9-es didkjai vettek részt a kisérletben. A szakgimnaziumban a
diakok a 9. évfolyamon a matematikat csoportbontasban tanuljak. Az iskolaban a matematika
felvételi pontszdm alapjan soroljak csoportba a gyerekeket. A kisérleti csoport a
szakgimnazium egyik kilencedikes osztalydnak az a csoportja volt, akik a kdzépiskolai felvételi
pontszamok alapjan a leggyengébb teljesitményt nyujtottak. A kisérleti csoport matematikai
eredménye volt a leggyengébb, a tobbieké jobb volt. Az egyik kontroll csoport a 9.a osztalynak
az a csoportja volt, amelynek a matematikai teljesitménye egész évben hasonlitott a kisérleti
csoportéhoz. Egy masik csoport, akiknek az eredményét Osszevetettiik a kisérleti csoport
eredményével a kisérleti csoport tanarndjének korabbi kilencedikes csoportjai voltak. Osszesen
36 didk. Ok is ugyanazt a témat tanultak, mint a kisérleti csoport, csak egy évvel kordbban. A
masik kontroll csoportot az elit gimnazium két osztalynyi 9-es diakjai alkottdk — a 9.c osztaly

16, mig a 9.e osztaly 18 fOvel.

A Teleki Blanka Szakgimndzium és a Varosmajori Gimndzium didkjainak szocidlis hattere
nagyon eltérd. A Varosmajori Gimnazium egy rangos iskola, Budapest XII. keriiletében, az
elmult években a kdzépiskolak rangsoraban altalaban a 6. helyen szerepelt. Ezzel szemben a
Teleki Blanka Szakgimnédzium a 2016-os kompetenciamérés alapjan hatranyos helyzetlinek
mondhato. Ezen tények mellett alaposabban is megvizsgaltuk a kisérleti alanyok szocidlis
hatterét. Mind a kisérleti csoport, mind a varosmajori csoportok tanarnéi beszdmoltak

részletesen a didkjaik szocialis hatterérdl. Errdl a fliggeléekben olvashatunk.

Mindkét iskolaban mindegyik csoport a kerettantervnek megfeleld geometria tananyagot
tanulta. A két iskolatipus kerettantervét Osszehasonlitva a geometria témakornek a kisérletben
szerepld egysége mind a gimnaziumokban, mind a szakgimnaziumokban teljes egyezést mutat. A
kerettanterv ehhez az anyagrészhez sorolja a kdvetkezdket: koriv hossza, egyenes aranyossag a
kozépponti szog €s a hozza tartozo6 koriv hossza kozott, korcikk teriilete, egyenes aranyossag a
koézépponti sz0g és a hozza tartozd korcikk teriilete kozott, a szog ivmértéke, tengelyes és
koézéppontos tiikrozés, az eltolds, a pont koriili elforgatds, a transzforméciok tulajdonsagai,
geometriai vektorfogalom, szimmetrikus négyszogek, szabalyos sokszogek, vektorok dsszege,
két vektor kiilonbsége, vektor szorzésa valds szammal, vektorok felbontisa OsszetevOkre.
(kerettanterv). A megtanitandé ismeretek alapja tehat ugyanaz volt, a didkoknak ugyanazokkal az

alapfogalmakkal kell tisztaban lenniiik. A szakgimndziumban négy hétig tartott a kisérlet, ami
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alatt a didkoknak 11 matematika 6rajuk volt (heti 3 matematika 6raval). Az elit gimnaziumban
hat hétig tartott a kisérlet, 6sszesen 24 oraban (heti 4 matematika 6raval). Az 6rdk menete a
szokasos hazi feladat ellenérzés, uj anyag, feladat gyakorlas volt minden csoportnal. A
tananyag végén minden csoport megirta ugyanazt a témazaré dolgozatot. A varosmajori
kontrollcsoport alaposabban vette 4t az egyes témakoroket. Ok féleg tobb szamolasos példat
vettek az 6rakon.

A kisérleti csoport el6hivasos tanuldssal tanult az egész kisérlet alatt, mig a kontrollcsoport a
szokasos modon tanult. Az el6hivéasos tanulas kivitelezése abbol allt, hogy a kisérleti csoport
minden matematika ora végén egy révid dolgozatot irt 5 percben az oran tanult anyagbol. Ezt
az Ora végi dolgozatot emlékeztetOnek szantuk, mindegyikiik két feladatbol allt, egy elméletbdl
és egy feladatmegoldasbol. Ezekre a rovid tesztekre nem kaptak kiilon-kiilon jegyeket a didkok.
A dolgozatokra 2, 1 vagy O pontot lehetett kapni, a valasz helyessége és precizsége
fliggvényében. A diakok kijavitva visszakaptak a dolgozatot. A kisérlet végén a pontokat
Osszegezve kaptak a didkok egy jegyet a tesztekre. A geometria téma végén témazardt irt
minden csoport, amelyben egy elméleti feladatsor ¢és négy feladatmegoldas szerepelt a tanult
témabol — a témazaro dolgozat a fiiggelékben megtalalhat6. A modszer hatdsossagat haromféle
mérce alapjan vizsgaltuk. A kisérlet végén a kisérleti csoport eredményeit 6sszevetettiik a masik
harom csoport eredményeivel. A kisérlet ideje alatt is folyamatosan konzultaltunk a
tanarndkkel, felligyeltiik a kisérlet menetét. A fliggelékben csatolunk par levélvaltast, amibdl

kiérzddhet, hogyan zajlott a munkafolyamat.

A fiiggelékben lathatjuk a kozds témazard dolgozatot, amit a kisérleti csoportot tanitd
tanarnével €s a Varosmajori Gimnaziumbeli kontrollcsoport tanarndjével allitottunk 6ssze a
kisérlet megkezdésekor. A dolgozat a gimnaziumok tuddsanyagat kérte szamon. Az
alabbiakban részletezziik a feladatok tipusat és a kisérleti csoport teljesitményét.

Az elsé feladatban a diakok elméleti tudasat teszteltiik. Ebben a feladatban nem volt elég a
megértés szintjéig elsajatitott tananyag. Azaz nem csak tudni, hanem alkalmazni is kellett a
tanultakat. A valaszokbol érzédott, hogy nem sokszor kértek tdliikk ilyen tipusu feladatot.
Altalanos iskolaban az igaz/hamis feladatoknal nem vartak el az indoklast. A 9. évfolyamos
kerettantervek pedig kiilon kitérnek arra, hogy ezt a képességet fejlessziik. A ,,bizonyitas
igénye”, a ,,matematikai uton valé indoklas™ és a ,,matematikai szakkifejezések hasznalata”
kulcskifejezések kiilon sorokat kapnak a tantervben. Az elsé feladatot 70%-0s teljesitménnyel

oldottdk meg a kisérleti csoport diakjai.



A masodik és harmadik feladatokon is érzddik az, hogy a kisérlet miatt nehezebb feladatokat is
tettiink a dolgozatba. Ezeket a feladatokat 81%-ra teljesitették.

A negyedik feladatban a vektorokat koordinata rendszerbe tettiik és itt sem az alaptudasra
voltunk kivancsiak. A feladat megoldasahoz nem csupén a koordinata-rendszer €és a vektorok
egyenl6ségét is. A masodik feladatot 69%-ra teljesitették a kisérleti csoport dakjai. Minden diak
el tudott indulni, mindenki t6bb, mint 0 pontot szerzett ebben a feladatban. Egy didk jol
lerajzolta, de a valaszadasnal a koordinata-rendszerrél rosszul olvasta le a vektor
kezdépontjanak masodik koordinatajat. Hairom diak volt, aki teljesen hibatlanul megoldotta a
feladatot, de a végén elfelejtette leolvasni a kezddpont koordinatait (figyelmetlenségbol
szarmazo hibak).

Az 6todik feladatban lettek a legeredményesebbek a kisérleti csoport didkjai. Sokan kezdtek a
dolgozat irasat ezzel a kérdéssel és 96%-ra teljesitették a feladatot. Erdekesség, hogy bizonyos
szempontbol a negyedik feladat konnyebbnek mondhatd, mert ott konkrét adatok voltak
megadva, amikkel szdmolni kellett. Az 6tddik feladat mar a vektorok altalanos hasznalatat
igényli.

A hatodik és hetedik feladat hatterére altalaban mér nem szokott idé maradni a 9. évfolyamban,
ezért ezeket 10-ben szokta tanitani a kisérleti csoport tanadrndje. Most viszont a kisérlet
feszessége miatt ez is belefért. Ezek a feladatok is Osszetett tudast igényeltek. A hatodik
feladatban tudni kellett, hogy mi a korszelet, alkalmazni kellett a Pitagorasz-tételt, tisztaban
kellett lenni a kertilet és teriilet fogalmaval, kiszamitasi modjukkal. Ez az egyik legrosszabbul
sikeriilt feladat, am ezt is 63%-ra teljesitette az osztaly. Az utolsé feladat mar olyan szinten
Osszetett, hogy ezt mar a 10. évfolyamosoknak sem merné kiadni a kisérleti csoport tanarndje.

Kozépponti szoget kellett fokba valtani, illetve egy ehhez a k6zépponti sz6ghoz tartozé korcikk

keriilete és teriilete is kérdés volt. Oran felirtdk az ﬁ = képletet, azonban a dolgozat

360°
rm
180°

irdsakor a didkok nem kozvetleniil az i = -« képletet hasznaltak, hanem kiszdmoltak

el6szor, hogy a Z—Z (rad) szog az 105°-nak felel meg, majd megnézték, hogy ez hanyszor van

meg az egész 360°-ban. Ezek utan aranyossaggal szamoltak ki a korcikk keriiletét, tertiletét.
Volt, aki mar az atvaltasnal elakadt, igy hagyta is az egész feladatot. Két didk neki sem allt a
feladatnak. Két diaknal viszont egy ponton mult a maximum pontszam elérése. Mindketten azt
rontottak el, hogy a korcikk teriileténél a koriv hosszéhoz elfelejtették hozzdadni a sugar
kétszeresét. Ez csakis a figyelmetlenségiiknek tulajdonithat6é be, hiszen az elézé feladatbol
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kideriil, hogy tudjak a keriilet fogalmat, az abrajuk pedig azt mutatja, hogy a korcikk

crer

teljesitették a kisérleti csoport diakjai.
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3. Eredmények

A kisérlet egyik elsd 1épéseként ellendriztiik, hogy a teszteléses modszerrel tanitott gyerekek
eltéré tudassal, eltér6 matematikai képességekkel rendelkeznek-e a tobbi csoporthoz képest.
Ehhez Osszegyljtottiik a szakgimnazium 9. évfolyam mind a 8 csoportjanak eredményeit
azokbol a témakorokbol, amit abban az évben minden csoportban tanultak. Ezek a témakorok
a halmazok, algebra, egyenletek és a fiiggvények. A csoportok atlagos eredményeit az egyes
témakorokbdl az 1., 2., 3. és 4. dbrak mutatjak. (A diagramok az egyes csoportok dolgozatainak
atlagat mutatjak az adott témakoron beliil.) A kisérleti csoport a 9/b2 — piros oszlopok. Az

utolso6 oszlop a nyolc csoport atlagat mutatja — narancssarga oszlopok.

Halmaz
5
45
4
35 —
3
2,5
2
15
1
0,5
0
9/a 9/a 9/b 9/b 9/c 9/c 9/d 9/d  Atlag
1. dbra
Algebra
5
45
a
35
3
2,5
2
15
1
05
0
9/a 9/a 9/b 9/b 9/c 9/c 9/d 9/d Atlag
2. abra
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Flggvények
5
45
1
35

3
2]
1,
0’ I
0
9/a 9/a 9/b 9/b 9/c 9/c 9/d 9/d

3. abra

[ N

Atlag

Egyenlet, egyenlétlenség, egyenletrendszer

45

3,5

2,
1,
0,
0
9/a 9/a 9/b 9/b 9/c 9/c 9/d a/d

4. abra

U o W

Atlag

Mind a négy diagramrol leolvashatjuk, hogy a kisérleti csoport matematika dolgozatokon
mutatott teljesitménye mindig az évfolyam atlagos eredménye koriil ingadozott a kisérlet

évében. Az ingadozas mértéke mindig kisebb volt fél jegynél.

Az 1.-4. abrak diagramjaibol az is latszik, hogy a 9/a két csoportjanak az atlagos teljesitménye
kozel van a vizsgélt csoport teljesitményéhez. Igy megvizsgaltuk, hogy a 9.a osztaly hogyan
teljesit abbol a témakorbodl, melyet a kisérleti csoport el6hivassal tanult. A 9.a-s csoportok
tanarndje a geometriai transzformaciok megtanitasara 6t hetet szant. Mivel a kisérleti csoport
az elit gimnazium tananyagat tanulta és a végén ugyanazt a témazarét irta meg, mint a
varosmajori kontrollcsoportok, ezért a kisérleti csoport Iényegesen nehezebb dolgozatot irt,

mint ami egy atlagos szakgimnaziumi osztalynak feladhatd. A folyamatos konzultacidknak
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koszonhetden a szaktanar a kisérleti csoport témazard dolgozatahoz nagyon hasonl6 dolgozatot
iratott, igy az Osszehasonlitast 6t témakor alapjan el lehetett végezni. Az ,,a” osztaly dolgozata
a fliggelékben megtalalhatdo. A két dolgozatban eldkeriild témakorok eredményeinek

Osszehasonlitasat az 5. abra mutatja:

Osszehasonlitas iskolan beliil

100%
90%
80%
70%
60%

50% m9/a

40% m9/b
30%
20%
10%
0%

Elmélet Fok-»radian Radian->fok Vektor Korcikk  Osszesités
teriilete
5. abra

A csoportok eredményeit szazalékban adtuk meg, melyet a fliggdleges tengelyrdl olvashatjuk
le. A vizszintes tengelyre az adott feladathoz tartozé kulcsfogalmat irtuk. A dolgozatok
feladatait megvizsgalva észrevehetjiik, hogy a teszteléses modszert kiprobald csoport mélyebb
tudasra kérdezd tipusfeladatokat oldott meg. A toliik kérdezett korcikkes feladatnal nem
nevezetes hdnyada volt a 360°-os kornek a korcikk, tovabba a vektoros feladatnal nem rajzoltuk
be nekik a koordinata-rendszert. Emiatt volt, aki a teszteléses csoportban is pontot vesztett.
Annak ellenére, hogy nehezebb dolgozatot irtak, mind elméleti, mind gyakorlati
feladattipusokon beliil Iényegesen jobban teljesitett a kisérleti csoport.

Azt is megvizsgaltuk, hogy a korabbi években a kisérleti csoport tanarndje altal iratott
dolgozatokhoz képest milyen teljesitményt mutat a teszteléses csoport. A kisérlet elott egy
évvel a tanarnd altal Osszeallitott dolgozat megtaldlhaté a fliggelékben. Ez a geometria
dolgozatot sokkal felszinesebb tudéassal is jol megirhaté volt. Az elmélet nem igényelt
indokléasokat, a vektorokkal valdo miiveleteknél egyszerli szerkesztést vart csak el és a szogek

atvaltasakor csak egész fokokat, 1m(rad) egész szamu tObbszordseit, illetve nevezetes

14



hanyadait kérdezte. Ezek alapjan a dolgozatokat harom fogalom-, illetve feladatkor alapjan
lehetett 6sszehasonlitani. elmélet, szogek mértékének atvaltasa, illetve vektorok és vektorokkal

val6 miveletek. Az eredményeket a 6. d&bra mutatja:

Osszehasonlitds ugyanabban az iskoldban,
korabbi tanévben

100%
90%
80%
70%

60%
50% M Korabbiak
40% m9/b
30%
20%
10%
0%

Elmélet fok<->rad Vektor

6. abra

A kisérleti csoport tobb mint fél jeggyel jobban a szerepelt a korabbi évhez képest. Mert mig a
korabbi csoport atlagos eredménye 63% volt, addig a kisérleti csoport atlagos eredménye 75%

lett.

Végiil 6sszehasonlitottuk a Varosmajori Gimnazium kilencedikes évfolyamanak eredményeit
a szakgimndziumi kisérleti csoport eredményeivel. A gimndzium tanuldi hagyoméanyos
moddon tanultak és a témakor végén ugyanazt a dolgozatot irtdk, mint a kisérleti csoport
tanul6i. A 7. abran foglaltuk 6ssze az eredményeket.

A vizszintes tengely az altalunk Osszeallitott, az elobbiekben részletezett témazarod dolgozat
feladatainak kulcsfogalmait mutatja, mig a fligg6leges tengely ezeknek a feladatok
megoldottsagat abrazolja szazalékban megadva. A kisérleti csoport eredményeit jeloltiik most
is piros oszlopokkal. Az elsd hét oszlopcsoport jeloli az egyes feladatokat, mig az utolso a teljes
dolgozat atlagos eredményét. Lathatd, hogy a szakgimnazium diakjainak eredményei minden
teriileten Osszemérheté a gimnaziumi eredményekkel. Az 5. feladatnal (vektormiiveletek)

96,25%-o0s teljesitményt értek el a szakgimndziumi tanuldk, ami feliilmilja mind a két
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gimndziumi csoport eredményét. Az utolsé oszlop megmutatja, hogy Osszesitve a két

gimndziumi csoport teljesitménye kdzott szerepelnek a teszteléssel tanuld didkok.

Szazalék

100

90

80

70

60

50

40

30

20

10

Osszehasonlitas a Varosmajori Gimnaziummal

Elmélet

Fok -> Radian Radian ->fok Helyvektor Vektormiiv.

Dolgozat feladatai

1. abra

16

Korszelet

Korcikk

Atlag

Varosmajor 9.c
m9/b

M Virosmajor 9.e



4. Masodik kisérlet

Az eldz0 kisérletiink meggy6z6 volt, mert a kisérleti csoportunk véarakozason feliil teljesitett
tobbféle tanuldi csoporthoz képest. Az el6hivasi hatds tisztan kimutathatosdga miatt
kiterveztiink egy ujabb kisérletet, melyben f6 célunk az volt, hogy minimalizaljuk az el6hivasi
hatas mellett fellépd hatasokat. llyen lehetséges hatasok a tanari hatas vagy az iskola hatasa
vagy az ¢vfolyam hatdsa. Ezért a masodik kisérletiinkben olyan két csoportot vizsgaltunk, akik
ugyanolyam matematikai hattérrel rendelkeznek, eddigi ismereteik megegyeznek
matematikabol, €s ugyanaz a tandrnd tanitja 6ket. A két csoport ugyanannak a 12. osztalynak a
németes és angolos csoportja voltak, gy hogy kilencediktél mindig ugyanaz a matematikatanar
tanitotta Oket, ugyanarra a tananyagra, ugyanannyi oraban. Az iskola tovabbra is a Teleki
Blanka Szakgimnazium volt. A tanarn6 pedig az e16z0 kisérletben a kisérleti csoport tanarndje.
A kisérlet 2017. szeptember-oktoberében zajlott, az évi masodik témakdr, a térgeometria
témakdorében. A csoportbontas az iskoldban 9-ben a matematikai tudas alapjan torténik, és utdna
osztjak be a csoportokat eszerint a nyelvi csoportokba is. A kisérleti csoport kivalasztasa elott
megvizsgaltuk a két csoport elézetes matematikai teljesitményét. A 8. szamu abra mutatja a két
csoport 9., 10., és a 11. év végi jegyeinek atlagat, az utols6 oszlop a 3 éves atlaga a két

csoportnak.

Elézetes tudas

45

4
3,5

3
2,5 = Kontroll

2 B Kisérleti
1,5

1
0,5

0

2014-15, S.0. 2015-16 2016-17 atlag
8. abra

Lathat6, hogy az angolos csoport (piros oszlopok) gyengébben teljesitett a kisérlet el6tti

években, ez a kiilonbség a T-préba alapjan szignifikans. Ezek alapjdn az angolos csoportot
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valasztottuk kisérleti csoportnak, ¢és a németes erdsebb csoportot kontrollcsoportnak. A

csoportokban rendre 12 és 13 didk volt.

A kisérlet modja teljesen hasonlo az elso kisérletiinkhoz, azaz a kisérleti csoportot minden 6ra
végén tesztelték az 6ra anyagabol, mig a kontrollcsoport tanul6i hagyomanyos modon tanultak.
A térgeometria témakorét a két csoport hat hétig tanulta, ezalatt két dolgozatot irtak. A 9. és a
10. abrak azt mutatjak, hogy az egyes csoportok milyen atlagos eredményt értek el a kiilonb6z6o

feladatokbol:

Térgeometria 1. dolgozat

100%
90%
80%

70%
60%
50% H Kontroll
40% m Kisérleti
30%
20%
10%

0%

1 2 3 4 5

Atlag

10. dbra

Térgeometria 2. dolgozat

100%

80%

90%
70%
60%
50% W Kisérleti
40% u Kontroll
30%
20%
10%

0%

1 2 3 4 5

Atlag
9. abra

A diagramokbol leolvashato, hogy a kisérlet végére a kisérleti és a kontrollcsoport teljesitménye
megkiilonboztethetetlen lett. Ebben a kisérletben a két csoport kozott csak az volt a kiilonbség,
hogy a kisérleti csoportunk el6hivassal tanult. Megallapithato tehat, hogy a teszteléses tanulés

hatékonyabb a hagyomanyos munkaformaknal.
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5. Osszefoglalas

A dolgozatban azt vizsgaltuk, hogy miikddik a tesztelési hatds nem laboratériumi koriillmények
kozott matematikabol. A kisérlet tobb szempontbdl is 0jszerli, mivel az eddigi kisérletek a
tesztelési hatds vizsgalatara féleg laboratoriumi kornyezetben zajlottak, illetve a
memorizalandd részek elsajatitasat vizsgaltak, foleg szavak tanuldsanal. Ezt a kisérletet
kozépiskoldban, kozépiskolds didkokkal, matematika ordkon végeztik. A kisérletiink
résztvevéi egy hatranyos helyzetinek mondhaté szakkozépiskola 9. osztalya volt.
Kontrollcsoportnak egyrészt a kisérleti csoport szakgimnaziumabol valasztottunk csoportokat,
masrészt két parhuzamos évfolyamon, ugyanezt az anyagot tanul6 elit gimndziumi osztalyt
valasztottunk. Mindegyik csoport ugyanazt az anyagrészt sajatitotta el, a témazardk hasonlok
voltak. A szakgimnaziumi kisérleti csoport és a gimnaziumi csoportok témazardja teljesen
megegyezett. A témazarok eredményeit dsszevetettiik a kisérleti csoport iskoldjadban tanuld
tobbi osztaly eredményeivel. Megallapitottuk, hogy a teszteléses évfolyam kiemelked6en
szerepelt a sajat iskoldjaban és folzarkozott az elit iskola osztilyaihoz. Ugyanis a kisérleti
csoport eredménye nem kiilonbozik az elit gimnéziumi csoportok teljesitményétdl, és a kontroll
szakkozepes csoport szignifikdnsan gyengébben teljesitett, mint a kisérleti- és a gimnazista

kontroll csoport. A kiilonbségek feladatonként is kimutathatok.

Masodik kisérletiinket szintén a Teleki Blanka Szakgimnaziumban végeztiik. A kisérlet célja
az volt, hogy az el6hivasi hatast 6nmagaban tudjuk vizsgalni. Ezért a masodik kisérletiinkben
olyan két 12-es csoportot vizsgaltunk, akik ugyanolyan matematikai hattérrel rendelkeznek,
eddigi ismereteik megegyeznek matematikabol, és ugyanaz a tanarnd tanitja dket. A kordbban
szignifikdnsan gyengébben szerepld csoport lett a kisérleti csoport, a jobb matematikai
teljesitményli csoport lett a kontrollcsoport. A csoportok a térgeometria témakdrét tanultak hat
héten keresztiil. A kontrollcsoport hagyomanyos modon, a kisérleti csoport meg végig
el6hivéssal tanult. A kisérlet végére a két csoport eredménye megkiilonboztethetetlen lett

térgeometriabol.

A fent leirt eredmények aldtdmasztjak a tesztelési hatds eredményességét. Elmondhatjuk, hogy
a teszteléses tanulas segit a didkoknak a gyakorlati feladatok konnyebb megértésében, a logikus

gondolkodésban és a rendszerezettségben is.
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5. 1. A szerz6k részveétele a kutatasban

A kutatast teljes egészében mi talaltuk ki és mi terveztiik ki. A tanarok személyei automatikusan
adodtak, mert Ok is tagjai a kutatdcsoportnak. A tananyagot és a dolgozatokat egyiitt allitottuk

Ossze. Az eredményeket mi elemeztiik és értékeltiik ki.

Dolgozatunk témajar6l tobb eldadéast tartottunk itthon ¢és kiilfoldon egyetemeken,

konferenciakon és kozépiskolas tanaroknak. Eldadasaink utdn szamos visszajelzést kaptunk. A

visszajelzések alapjan tudjuk, hogy modszeriinket bevezették matematikabol a BME két karan,

a BGE KVIK két szakjan, az ELTE TTK Geofizikai és Urkutatasi Tanszék egyik nagyeléadasan

¢€s tobb kozépiskolai tanar is €l az eszkozzel. Ezen eredményeink alapjan egy 540 {6t érintd

kisérletet dolgoztunk ki a SZTE IK Diszkrét Matematika kurzusara.

Az elmult évben a témaban az alabbi eléadasokat tartottuk:

e 2018. januar: Matematika ¢és Informatika Didaktikai Kutatasok Konferencia,
Hajdszoboszlo (januar 26-28.)

e 2018. aprilis 17. : Elohivasos tanulasi kisérletek kozépiskoldban és egyetemen —
Modszertani Mesék c. tudomanyos didkkor, ELTE

e 2018. majus 31. Ismétlés-Tesztelés a tudas anyja, avagy Hogyan tanitsuk meg a didkot, akar
akarja, akar nem — ELTE Geofizikai és Urkutatasi Tanszék szeminariuma

e 2018. junius 2. Teszteléses tanulds hatékonysaganak vizsgéalata matematikatanar szakos
hallgatok korében. Magyar Pszichologiai Tarsasag XXVII: Orszdgos Tudomanyos
Nagygytilése

e 2018. julius: Testing is themother of knowledge— Umea, Svédorszag, PME 42 konferencia
(julius 3-8.)

e 2018. szeptember 26. Tesztelés a tudas anyja? —meghivott eléadoként a PAB III.
Matematikai €s Informatikai Tudomanyok Szakbizottsaga és a PTE TTK Matematikai és
Informatikai Intézete tudomanyos iilésén

e 2018. oktober 10.— El6hivva tisztul a kép —SZTE TTIK Algebra Tanszék szemindriuma

e 2018. november 8.— beszamolo a PME 42-r6l a Modszertani Meséken

e 2018. december 17. Az eldhivasi hatas eredményessége a deduktiv kovetkeztetést igényld
feladatok esetén, ELTE TTK Modszertani Kari TDK

e 2019. januar 24. BGE —KVIK
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7. Fuggelék

JA” A témazdro dolgozat

Egybevigosam transzformaciok témazard — 9. osztaly Néw:

Elért pontszam: /30 pont Erdemijegy:

1. Az alabbi allitisokrol dontsd el, hogy igaz, vagy hamis! Valaszodat indokeld!
a} Ha egy haromszémek van két egyenld oldala, akkor tengelyesen szimmetrikus.
Indoklas:

b) A szabalyos sckszbg bammely szmmetnatengelye tartalmazza a sokszég legalibb egy
cslicsat.
Indoklas:

¢} Haegy négyszdg atlol felezik egymast, akkor kizéppontosan szimmefrikus.
Indoklas:

d} Nincs olyan trapéz, amely kozéppontosan szimmetrikus.
Indoklas:

e} Van olyan konkév négyszdg, amely forgasszimmetrikus.
Indoklas:

f) Ha egy sokszdg forgasszimmetnkus, akkor minden szdge egyenld.

Indoklas:

12 pomt

2. Add meg a kiwvetkezd, fokokban megadott szézek mértékét radianban!
a) 60°=
b) 210°=
c) 22730 = /3 pont

3. Add meg a kivetkezd radianban megadott szégek meértekét fokban!
ay 1=

b) T =

c) — % = /3 pont

4. A derékszgii koordinata-rendszerben a az A (-2; 5) pont helyvektora. Add meg azon d-ral egyenld

vektor kezdopontjinak koordinatiit, amelynek végpontja (-3;3)!

/4 pont
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wn

. Az ABCDEF szabilyos hatszégben AB = &, BC = b. A hatszog kézéppontja O. frd fel az alibbi

—_— — —

vektorokat az & és b vektorok segitségevel: FD,FC, AD,OE,FB

/10 pont

Hatarozd meg a 15 cm sugari kér 90°-os kizépponti szdgéhez tartozd korszelet keriiletét s teriiletet!

/9 pont

7. Szamitsd ki egy 8 cm sugan kér l—f (rad) nagysdagni kozépponti szigehez tartozd korcikk keriiletét és

teriiletét! Add meg fokban a kézéppont szGgét!

/9 pont
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,B” Osszehasonlitds iskoldn beliil — a 9.a osztdly témazdré dolgozata

Egvbevagosagi transzformaciok temazard — 9. osztaly Név:
Eleért pontszam: /19 pont Erdemjegy:

1. Az alabbi allitasokrol dontsd el, hogy igaz, vagy hamis! Vilaszodat indokold!
a) Haegy haromszognek nincs két egyenld oldala, akkor is lehet tengelyesen szimmetrikus.
Indoklds:
b) A szabdlyos nyolcszog barmmely szimmetriatengelye tartalmazza a sokszog legalabb egy csicsat

Indoklas:

c) Haegynégyszog dtloi felezik egymadst, akkor kozéppontosan szimmetrikus.
Indoklas:

d) Nincs olyan trapéz, amely kézéppontosan szimmetrikus.
Indoklds:

e) Van olvan konkdv négyszdg, amely forgdsszimmetrikus.
Indoklas: /10 pont

[

Addmeg a kovetkezd, fokokban megadott szogek mértékét radianban!

a) 60°=

b) 210°=

c) 2290 = /3 pont
3. Addmeg a kovetkezo radidnban megadott szogek meérteket fokban!

a) 2=

27

b) T=

c) ?ﬂ = /3 pont

4. A derékszégl koordindta-rendszerben 7az A (-2; 5) pont helyvektora. Add meg azon P-ral egvenld vektor
kezddpontjanak koordinatdit amelynek végpontja (-3;3)!

¥

x

/4 pont

5. Szamitsd ki egy 8 cm sugam l-c:'jr?—;I (rad) nagvsdgl kozépponti szdgéhez tartozd korcikk keriiletet és
teriiletét! Add meg fokkban a kozépponti szogéet! /9 pont
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,C” Osszehasonlitds ugyanabban az iskoldban, kordbbi tanévben

Témazard dolgozat — Geometriai transzformdciok  név: ...

1. Szerkeszd meg az aldbbi alakzat t tengelyre vonatkozo takarképét! 5p/
E t

2. Ird lea hiromszogek eoybevigdsiginak 4 alapesetét! 4p/

3. Vizsgald a kovetkezo alakzatokat tengelyes &s kozéppontos szimmetria szempontjabol! 6p/

A

4. T&ltsd ki a halmazdbrit! A névtelen halmazoknak adj nevet majd minden halmazba rajzolj egy
megfelel konvex néoyszoget! 10p/

Konvex négyszigek

Trapéz

5. Igaz, vagy hamis? 3p/

Allitas Igaz'hamis

Minden trapéz rombusz.

Minden négyzet téglalap.

Minden parallelogramma trapéz
6. Rajzold be az aldbbi hdromszdgbe a magassagvonalakat! 3p/
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»,D” A Vdrosmajori Gimndziumi kontrollcsoportok szocidlis hatterérél

Els6ként a Varosmajori Gimnazium 9. évfolyamos kontrollcsoportjainak szocialis helyzetérdl
olvashatjuk a matematika tanarndjiik altal irtakat:

Altalaban az iskolarél: Didkjaink jellemzden értelmiségi, rendezett csaladbol keriilnek ki,
szinte kivétel nélkiil tovabbtanulasra és legalabb egy targybol emeltszintii érettségire késziilnek.
A tanulok a tanorakon kiviil rengeteg kiilonéran vesznek részt, sokan érnek el komoly sport- és

zenei eredményeket is.
9.c osztaly: 16 6 (4 fia + 12 lany)

4 osztalyos képzésben vesznek részt, ének és human tagozaton. A csoportbontas névsor alapjan
jott létre. Nagyon kiilonb6zo altalanos iskolakbol, eltérd felkésziiltségi szinttel érkeztek. Ezt a
kiilonbséget probaljuk folyamatosan csokkenteni, azonban tovabbra is nagy a szakadék, van
néhany (4-5) kiemelked6 és tobb gyengébb képességli didk (jellemzben az énekesek). Az
énekeseknek rengeteg fellépésiik és probajuk van, tobbszor tanitasi idében is, igy nagyon nehéz
néha egyiitt haladnia a csoportnak. Egy felmentett lany is van a csoportunkban, 6 diszkalkuliés.
A matematika o6rakon aktivan részt vesz, nagyon becsiiletesen és szorgalmasan késziil az 6rakra,
¢s minden dolgozatot megir, mindig probalja a lehetd legtobbet kihozni magabol. A munkait

mindig jegy nélkiil, szovegesen, személyre szabottan érté¢kelem.
9.e osztaly: 18 16 (6 fit + 12 lany)

5 osztalyos képzésben vesznek részt, egy nulladik, nyelvi el6készitds évvel. A csoportbontas
az elsd idegennyelv alapjan torténik, hozzdm a németiil tanulok jarnak. Az elsé gimnaziumi
éviikben heti 1,5 6ra matematika volt, amelynek célja az altalanos iskolai tananyag atismétlése,
szinten tartdsa, valamint az esetleges hianyok potlasa. Ennek kdszonhetden a hagyomanyos 9.
¢vfolyamot nagyon erds és stabil alapokkal kezdték, amikre konnyen lehet épitkezni. 2-3

gyengébb képességli didk van a csoportunkban.

A budapesti szakgimnaziumban tanit6 tandrnd a kovetkezdket irta az iskolardl és a

kisérleti csoportrol.

Ebben az iskoldban a matematikat a 9. és a 12. évfolyamon a tanuldk csoportbontasban
tanulhatjadk, mig a 10. és 11. évfolyamon az egész osztaly részt vesz a matematika o6rdkon. A
csoportbontéds elsdésorban a tanult nyelv fajtajanak és szintjének megfelelden torténik, ezért

altalaban matematikdbol vegyes csoportok alakulnak ki.
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A kutatast a szakgimnazium 9. évfolyamanak egyik csoportjdban végeztilk. A felvételi
pontszamok alapjan ennek az osztalynak a teljesitménye volt a leggyengébb. Az év soran is ez
az osztaly teljesitett a leggyengébben, mind évfolyam szinten, mind iskola szinten. Az év végi
osztalyatlaguk 2,96 volt, mig a legjobb 9. osztaly 4,02-ra teljesitette a szakgimnazium elsé évét.
A vizsgalt csoport osztalylétszama 25 f6, mely nyelv alapjan egy 16 s €és egy 9 f6s csoportra
lett bontva. A tovabbiakban ez utobbi, 9 f0s csoportot nevezziik a kisérleti csoportnak.) A 16

f6s csoport angol nyelvet tanul els6 idegen nyelvként, a 9 fos csoport pedig németet.

~E” A kisérleti csoport szocidlis hatterérdl

A kisérleti csoport tanarndjével rengeteg hangfelvételt tudtunk késziteni, téle az alabbiakat

tudtuk meg.

,»A csoport 1étszama kilenc f6. A gyerekeknek iskolan kiviili problémaik vannak, ezért az
osztalyfonokkel rengeteget kell konzultalni, hogy megfelelébben tudjam kezelni az esetlegesen
megszokottol eltérd viselkedésiiket. A kilenc tanuld koziil harom ¢l teljes csalddban, édes
sziilokkel, ahol mindkét fél dolgozik. A hat elvalt sziilés csalad koziil harom anyukanak mar
van élettarsa, amit az osztalyféndk elmondasa szerint a didkok rosszul viselnek. Harom csalad
esetén a diak nem is beszél az egyik sziildjével. Van kozottiik egy olyan fiu, akit az anyukaja
hagyott egyediil az apukaval, ami eléggé kiilonleges szituaci6. Az egyik fiu patchwork
csaladban ¢l. Az édesanyja lednyanyaként sziilte, 6 a legiddsebb gyerek, a legfiatalabb még
totyog6 koru. Vele egyiitt hatan vannak testvérek. Az édesanya fogadd 6ran megkért minket,
szaktanarokat, hogy amennyiben lehetdségiink van, segitsiink a didk nevelésében, mert otthon
a kisebbek tobb iddt igényelnek, igy rd nem jut megfeleld mértéki figyelem. Tobb csaladnal is
eléfordul, hogy a gyamsagot élvezd sziild nem nézi j6 szemmel azt, ha a masik sziildvel jo
kapcsolatot apol a gyermek, amit hangoztat is. Ez sokuknak hatalmas teher, ami tanulményi

eredményeiken is latszik.”
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,F” Ondllé munka — feladatok felosztdsa

Date: Tue, 9 May 2017 07:52:06 +0200
From: Eva Kiss <evica9207@gmail.com>
To: Csaba Szabo <csaba@cs. elte hu=
Subject: Gtemtery

Kedves Tanar Url
Vera még nem kildte a tanmenetet, de mivel ugyanebbél a kényvbél tanit,
ennek a leckéit osztottam be az év hatralévd részére. (12 lecke, 9 ordra.)

Csatolok Onnek egy tervezetet. Kérem jelezze, ha valamit nem jol gondolok,
vagy rosszul értettem.

Koszanettel: Eva

Date: Thu, 11 May 2017 16:16:56 +0200 (CEST)
From: Csaba Szabo <csaba@cs.elte hu=

To: Eva Kiss <evica9207@gmail. com>

Cc: vera kovacs21{@gmail.com

Subject: Re: Gtemterv

Kedves Evi:

Atnéztiik az temtervedet Jankaval és a Tandr drral. Veraé 13+3 dra, a Tied 9+2.
Veranak heti 4 drdja van, igy hetekben szamolva szinte ugyanannyi. Még egy dra
dsszefoglalas vagy gyakorlds nem artana. Elég feszitettnek tlinik a tempd végig

a téma soran, nem egészen vilagos, hogy tényleg megértik-e ilyen kevés
feladattal. Kicsit felmerilt bennink a kérdés, hogy ez az anyag ennyi idd alatt
tanithatd-e. Van-e dtleted, hogy mit lehetne elhagyni (amire kevésbé van

szlkség késdbb) hogy igy a tobbit jobban megértsék, vagy mindenre szlkség van
és igy csak alapszinten, de mindet kell érinteni.

Udv.:
Zamba Csilla

Date: Thu, 11 May 2017 16:35:56 +0200

From: Eva Kiss <evica9207 @gmail. com>

To: Csaba Szabo <csaba@cs.elte hu>

Cc: Kovacs Veronika <vera.kovacs21(@gmail.com>
Subject: Re: Gtemterv

Kedves Mindenkil

Igen, tényleg nagyon sok ez igy. Az elsd orabdl szerintem elhagyhato a
parhuzamos s a kdzéppontos vetités, a 6. orardl a kdzépponti szdg, a
radian, az iv, a teriilet (ezzel sokat foglalkozunk a kézéppontifkerdlet
szdgeknél 10-ben), a 8. drardl pedig a vektormiveletek, hiszen 10-ben ez is
részletesen eldkeril. gy kb 1-1,5 érat nyernénk, amit akar egy témakozi
ismetld orava lehetne alakitani.

Barmilyen otletet/észrevételtijavaslatot szivesen fogadok.

Koszoném mindenkinek a sok munkajat!

Udvozlettel: Eva
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Zambo Csilla <csillag5@gmail.com= 2017. maj. 11.18:07 ¥ 4= :
cimzett: Csaba; én; anna

Egy dolog &tlatt fel bennem ezekkel a kihagydsokkal kapcsolatban. Hogy engem pont hogy nagyon motivalt altalaban, sér, szerintem advance organizerként szolgalt
(bar akkor még ez nyilvan nem tudatosult), mikor egy-egy dologrél meséltek egy picit, aztdn mondtak, hogy persze errdl késébb részletesebben is lesz szd. Jo volt,
mert amikor meséltek, még nem kellett szamolnom, feladatokat megoldanom vele, csak érdekesség volt - aztan meg mikor mar komolyan vettiik eld, ismerds volt és
nem féltem téle, igy kdnnyebben ment. Most ha kivessziik azokat, amiket Evi irt, akkor pont ezektdl a kvazi-advance organizerektdl fosztjuk meg dket, persze az
aktudlis térzsanyag kedvéért, ami szintén fontos. Nagyon nehéz kérdés. (Kivéve a vetitéseket, azokat talan tényleg el lehet hagyni gond nélkald

Csaba Szabo <csaba@cs elte hu= 2017. maj. 11.18:31 ¥y 4 :
cimzett: vera kovacs21; evica9207; Zambd; én; anna ~

Szerintem ezt a bizniszt levelezziik ebben a kérben. A lényeg: Evike 1-2
mondattal utalhatna ra, hogy itt ez-az kimarad, (cinkosan esetleg, hogy
pedig anyag lenne), és olyat is, hogy ....&s majd ennek kapcsan jonnek a
vektorok, amivel ...

Mit gondolnak?

Szabd Csaba

Zambo Csilla <csillad5@ogmail.com= 2017.m4j. 11, Cs 18:35 Y7 4 :
cimzett: Csaba; én; anna; Kovacs; evicad207 -

Ez nekem szimpatikus arany kézéput lenne. 2)

Eva Kiss <evicad207@agmail.com= 2017.méj. 11, Cs 18:37 Y7 4 :
cimzett: Zambd; Csaba; én; anna; Kovacs -

Nekem is nagyon tetszik. Készonom az otletet.
Mar csak attdl félek, hogy Vera mit fog iratni. Elvégre a témazardjanak is meg kell felelntnk.

Csaba Szabo <csaba@cs elte hu= 2017.méj. 11, Cs 18:41 ¢ 4 :
cimzett: Eva; Zambé; én; anna; Kovdcs -

Kicsit médosul a helyzet az éraszamkildnbség miatt, de az kéne, hogy
IDOBEN egyeztetni ezen a listan keresztil a dolgozatfeladatokat. Attél,
hogy kevesebb az éraszam, még ha jol értem a tanterv ugyanaz. vagya nem?

Janka Szeibert <jakacsa@gmail.com= 2017.m&. 11.20:52 Yy = H
cimzett: Csaba; anna; Eva; Kovacs; Zambé

Pont hogy kimaradnak Evinél anyagrészek. .
Pl ha Vera tesz bele vektoros feladatot az nem buli. Vagy:
Jal el kell kilgniteni azokat a fekadatokat és azokat nem beleszamitani. De akkor mar valtoznak eléggé a kordlmények. ..

Csaba Szabo <csaba@cs.elte.hu= 2017.m&j. 11.21:54 Y7
cimzett: én; anna; Eva; Kovdcs; Zambo -

Ezt jél végig kell gondolni.
Mi szamit eredménynek itt és mi nem.

Valdszinlleg 2 vélasztasunk van:
1. Vera betesz eqy olyan feladatot is, ami Evikénél nincs

2. Vera nem kér szamon minden egyes részlstet, és egyformat iratnak.
Egyaltalan nem kell mindent szamon kérni, sét.
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anna muzsnay <annamuzsnay@gmail.com= 2017. méj. 11, Cs 23:51 1} -
cimzett: Csaba; én; Eva; Zambo; Kovacs «

En most Ggy latom, hogy a 2. szimpatikusabb, de még gytijtom az érveket, ellenérvekst.

Janka Szeibert <jakacsa@gmail.com> 2017.maj. 12, P 821 ¥y = H
cimzett: anna; Eva; Kovécs; Csilla; Csaba ~

Jé reggelt mindenkinek!!

Szerintem is a masodik verzié a jobb. Csak.. Veranak nem szabad tudnia mit nem fog szamonkémi. Mert akkor a tobb idejében rafokuszélhat azokra, amik a
dolgozatban lesznek
Lehet hogy az a jobb, ha a dolgozatot a legeslegvégén allitjiak ossze.

Itt a joidal! -)

Eva Kiss <evica9207@gmail.com= 2017.maj. 12.8:34 Yy =
cimzett: én; anna; Kovécs; Csilla; Csaba ~

Ja reggelt! )

Nekem is a Tanar Ur masodik dtlete tetszik. Nagyon készanam az otleteket.

Ugy gondolom, hogy a fent aftalam irt kimaradé részek nem is kdzvetlen ehhez a témahoz kapesolédnak. Ezek nélkil nyertink legaldbb egy érat. Ma is atnéztem a
naptan, és ha minden kétél szakad, 06. 09-én (az utolsé matematika oran az évben), amikor a kiosztast terveztem, akkor még ott van egy matematika 6ra. a dolgozat
kiosztdsa meg a rakovetkezd héten, valakivel orat cserélve (ott mar dgysem tanulnak) megoldhatd. Ezzel asszesen két orat is nyemenk, amivel mar szerintem
teljesithetd a redukalt tanmenet. Ezeknek az anyagoknak a nagy részét mar tanultak 7. osztalyban, tehat jorészt ismétlés lesz a geometrianak ezen része. T-esként
végigszerkesztették vellk az dsszes transzformaciot is. Az is elképzelhetd, hogy mi itt mar egyaltalan nem szerkesziink, csak elmélsti szinten. Ezzel még tobb idé
marad a feladatokra. Az drak elején kb. 10-15 percben elmondom a definiciékat, és marad legalabb 20 perciink gyakorolni, ami nem két feladat, hanem inkabb 3-4.
Elégnek kell lennis.

Szép napot Mindenkinek!
Udv.: Eva
Zambé Csilla <csillad5@gmail.com> 2017. mdj. 14,V 1047 Yy :

cimzett: Eva; én; anna; Kovdcs; Csaba v

Kedves mindenkil

Enisa 2. verziéra szavazok. Az j6, ha mar nem Uj a gyerek k, bar az letben szerkesztés meg eggyel feljebbi abszirakcids szinten van az én
fejermben, de talan gyorsabbnak gyorsabb. Lefaradni viszont le fognak téle, és az meg az dra tovabbi részének hatdsfokat csokkenti. Vagy ez hilyeség?

Az a baj, hogy nehéz dgy gondolkozni, hogy fogalmam sincs azokrdl a gyerskekrdl.

Mindenesetre az j6, hogy tudunk érat nyerni, csak Ggyesen kell kihasznalni
Ugv.:
Csilla

Kovacs Veronika <vera kovacs21@gmail.com= 2017. mdj. 17, S5z 22:22 Yr :
cimzett: Csilla; Csaba; én; anna; Eva

Sziasztok!

Kaszanjuk a sok segitséget!
Lassan nekem is kezd dsszedlini az egész, tik jd lenne Evivel bsszeiilni, megbeszélni 1) majd kereslek klan!
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Motivation
In a recant review of studes on the
intrinsic effect of testing, Roediger

Question; what is the effect of retrieval leraning in
mathematics classes in highschool compared 1o

and Kamicke provided evidence 3x read L P LUl @) pupils with the same skis and
that testing students on studied b) elite highschool students of high abilities.
material  results In  Improved
retorion of thal materal compared > ™ 1% i o Now:
wth  spending an  equivalent * Laboratory * Real life
amount of time rostudying
the material. In their experiment, 2 days laler 55% 70% « Psychology students - Grade 9 pupils
students studied prose passages (highschool)
and ook three immediate free-
recall tests, without feedback, of S ek aber 0% 55% * Textforeign words * Mathematics lessons
restudied the materal the same memorizing
number of times as the students
who tests, thea | effect already has its benafits at grade 9 students who study in a retdeval-enhanced way wil
took @ final retention test 5 min, 2 podombeﬂorn par with px results of th ives and other 9th graders of the same school and will
days, or 1 week later, perfarm similarly to of an elite y Schoot , who leaen on the standacd way.
Topics - Elementary geometry: Test at the end of each lesson: "*i In the original plan we wanted the pupis 1o submit the
. solution of a geometry problem lo the teacher by
k f circles, arclength
mmmwzmm; 2 . meemaunulmlmesamem emad on the weekends, before Sunday evening. Most
Symmetric quadrangles 41 4 @ . 2 1 th ) pupils cid It on the first week. From the second week
Regutar polygons N . Groqu 'Ipomleachquesuon almost nobody did it. Several offorts of the teacher
Vectors + The score counts in the final grade faied 1o have them to do the extra homework,
Control group form the same school Control groyp from an elte school
" Fnctions Experimental group Control groups
K = One group from 9 b, = 9cand 9.e ciasses (same teacher)
!:II II l l‘ + 9 students « 16, 18 students
I - . I * 3 lessons/week, 3-4 weeks * 4 lessons/woek, 4-5 weeks
- ........_:_-.... * Total: 11 lessons « Total: 19, 16 lessons
The two diagrams show the performance of the grade 9 study groups * Vocational school * Grammar school
on two lopics before the experiment. Our experimental group scored + Socially handicapped students (2016  + Elite school
mtg/umasthewmuwscw and very similary to the | Survay of Comps ) (Yop 10 in national ranking in 2017)
group Ya,
Group 9/b and the elite school the same test of the level of the elite class.
Group Ya wrote an easier test of their on level of the same topic.
Same school different class Comparing the results with the elit highschool
25 -
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§- i-
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7095“ Topics
The percentage of the score of study groups 9fa and the The percentage of the score of study groups of the ele highschool and the
exparimental study group 9. The red colomns dencle the expenmental study group 9. The middle colomns dencte the scores of the
scores of the expedmental group. Group 9% had one less expenmental group. The three groups wrote the same test of the level of the elte
problem in the test. Their test was simpler, adjusled 10 the level of class. The pupils of the experimental group and of the elite highschool achseved
the vocational school. the same result.
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Absztrakt

A Van Hiele-elmélet és a rd alapulé mérés nemzetkozi szakirodalomban széles korben
ismert és elismert. Az elmélet 6t egymasra épiilé geometriai fejlettségi szintet kiilonboztet
meg, melyek geometriai tudasuk, szemléletiik alapjan soroljak diszjunkt osztalyokba a
diakokat. Dolgozatunkban megvizsgaltuk az elmélet és a teszt érvémyességet felsobb,
egyetemi szinten. A kisérlet alanyai az ELTE matematika alapszakos elsééves, illetve
matematikatanar szakos elsoéves didkjai. Megallapitottuk, hogy az elmélet lényegében
nem vezetett ellentmondasra az egyetemi kisérletiink alapjan, viszont ami nem bizonyitott,
az az, hogy ez a fajta szintezés teljes és kizarolagos. Annak megvizsgaldasa érdekeben,
hogy egyaltalan milyen felépitések képzelhetoek el, eloszor megprobaltuk feltérképezni, és
megtudni azt, hogy manapsag mit értiink geometria alatt, és ezen szempontok,

ismeretrendszer, geometriai kultura alapjan megkezdtiik egy ujabb teszt kidolgozdsat.

2. Bevezetés

Dolgozatunkban a magyarorszagi matematika- ¢és matematikatanar szakos hallgatok
geometriai megértési szintjét vizsgaljuk. Vizsgalatunk elméleti alapja az 1950-es években
megalkotott, és azdta tovabbfejlesztett Van Hiele szintek elmélete (Grigoriadou 2012). A
szintek mérésére létezik egy nemzetkdzileg elismert teszt (Usiskin 1982). Kutatdsunk elsd
Iépéseként mi is ennek a tesztnek a segitségével mértiik fel a hallgatok geometriai megértési
szintjét fél éves geometria kurzusuk elején, illetve vizsgdjukat kovetden. A tesztek
kiértékelése utan teszteltilk a tesztet: interjukat folytattunk a didkokkal, ellendriztiik, hogy
valoban a teszteredményeknek megfeleld szinten allnak-e. Az interjuk alapjan kimutattuk,
hogy a teszt az 5. Van Hiele szintet nem méri jol, 0 tesztkérdésekre van sziikség. Az 0j teszt
l1étrehozasdhoz az elsd 1épéseket megtettiik és a dolgozatban javaslatot tesziink Uj

tesztkérdésekre is.

A Van Hiele-elmélet és a ra alapulé mérés nemzetkozi szakirodalomban széles korben
ismert és elismert. A szintek a geometriai tudasuk, szemléletiik alapjan soroljak diszjunkt
osztalyokba a didkokat. Magyarorszagon egyértelmiien meghatarozhat6d, hogy a Nemzeti
Alaptanterv (3) ¢és a kerettanterv (1; 2) alapjan melyik korosztaly melyik szinten kellene, hogy
legyen.



Dina van Hiele-Geldof és Pierre van Hiele az 50-es években dolgoztak ki a geometria
megértésének szintjeit (Dehaene 1992). Vigotszkij, Piaget és Bruner (Bruner 1966, 1986,
1990; N. Kollar-Szab6 2004, Vigotszkij 1967) elmélete szerint minden ¢letszakaszban
megvannak a megértés fejlédési szintjei. Ezek a szintek egymast kovetik, egy didk nem juthat
el egy felsébb szintre az Osszes korabbi szint elsajatitdsa nélkiil. A tanulds folyamata
leegyszeriisitve ezen szintek egymast kovetd elérésébdl all. Emellett a matematika (és minden
tudomany) kiilonbozd teriileteinek vannak megértési szintjei, amelyek szigortian egymadsra
épiilnek. A tanitasi folyamat célja nem mas, mint hogy a didkok minél magasabb szintre
jussanak el a megértés egymast kovetd szintjei koziil. A van Hiele hazaspar a matematikan
beliill a geometria megértésének szintjeit dolgozta ki részletesebben. Elméletiiknek, mint
ahogy a fent emlitett elméleteknek is, van egy kommunikaciot érintd vetiilete. Eszerint a
kiilonb6z6 szinten 1évé emberek ,,kiillonbozd nyelvet beszélnek”, és nem meglepd mddon a
kiilonb6z6 nyelvet beszél6k nem értik meg egymast. Ezalatt a matematika, illetve azon beliil a
geometria esetén azt értik, hogy az egyik szinten lévék nem fogadjék el a masik szinten
érveldk indoklasait. Egy alsobb szinten 1évé didk foloslegesnek gondolhatja a f6lsobb szinten
1év6 indoklasat, mert nem érzi sziikségesnek, hogy allitasait kiilon aldtdmassza, szamdara azok
teljesek. Ezzel szemben a f6ls6bb szinten 1évd nem tekinti teljes értékii indoklasnak az alsobb
szintli altal adott magyarazatot. Erre a jelenségre egy részletesen kidolgozott példa talalhatd

korabbi dolgozatunkban (Bursics—Fehér—Muzsnay 2016).

A van Hiele hazaspar elmélete nemzetkozileg ismertté és elfogadotta valt, és ennek
koszonhetden sokan kezdték el vizsgdlni a geometriai fejlédés szintjeit. A magyar
kozoktatasban egyértelmiien elkiiloniilnek ezek a szintek. Az elsé szint a 4. osztilyos, a
masodik szint a 6. osztalyos, a harmadik szint a 8. osztalyos, a negyedik szint pedig a 12.
osztalyos kovetelményrendszernek felel meg, ezt a késdbbiekben részletesebben is kifejtjiik.
A 80-as években sziiletett meg a legismertebb teszt, amely ezeket a szinteket hivatott mérni
(Usiskin 1982). Vilagszerte végeztek méréseket a felhasznalasaval, tobbek kozott az Egyesiilt
Kiralysagban (Zachos 1994), az Amerikai Egyesiilt Allamokban (Wang 2011), Malajziaban
(Chew 2009), Hollandiaban (Grigoriadou 2012), a Dél-afrikai Koztarsasagban (Selkirk 2011).
A tobb mint negyven orszag koziil, ahol alkalmaztdk a tesztet és elemzéseket tettek kozzé

eredményeirdl, mi most csak néhdnyat emeliink ki.

Malajzidban tobb tanulmény is foglalkozik a didkok fejlettségi szintjével. Itt 13 éves
korban kezddédik a kozépiskola, a matematikaoktatds az orszagban nem egységes. A

tanulmanyok koziil Tay-¢ (Tay 2003) az els6 osztalyosokra fokuszal, Chong (2001) a masodik



osztalyosok szintjét mérte fel, Rafidah pedig egészen a 4. osztalyig terjesztette ki a
vizsgalatokat (Rafidah 2003). Eredményeik alapjan a malajziai kdzépiskolas didkok els6 vagy
masodik szinten vannak, és csak irdnyitott Van Hiele-tipusu oktatassal jutnak el a masodik

szintre.

Az Egyesiilt Kirdlysagban (Jones 2002) erdsen fiigg az oktatasi modszertdl, hogy milyen
szintre jutnak a didkok. A kozponti szabalyozéas szerinti elvart szint alacsonyabb, mint
Magyarorszagon. Még igy is az als6éves kozépiskolasok 40 %-a ez alatt a szint alatt teljesit,
legtobben az els6 vagy a masodik szinten vannak. Ez egy ellentmondasos helyzetet
eredményez, amelyben a didkok megértési szintjét meghaladd szintli tananyagot kell(ene)
tanitaniuk a tanaroknak, ez pedig az elmélet kommunikacidés megfontoldsai alapjan nem lehet
hatékony. Ez rendkiviil megneheziti a tanitasi-tanuldsi célok elérését, a késdbbiekben

kisérletet is tesziink ennek alatdmasztasara.

Gorogorszagban sem jobb a helyzet (Kospentaris — Spyrou 2008), itt az oktatds még
kevésbé egységes, a kovetelményrendszerrdl pedig a cikkbdl nem kapunk informaciot. A
szerzok megallapitjak, hogy a 15-23 évesek koziil csak azok jutottak el masodik szintre, akik
elvégeztek egy geometriakurzust is. (Kordbban mar megjegyeztiik, hogy ez Magyarorszdgon
kortilbeliill az A4ltalanos iskola negyedik-6todik osztalydban elvart szint.) A méréseket

mindenhol a Van Hiele-tesztek alapjan folytattak (Usiskin 1982).

Ha megnézziik ezen 40 orszag szakirodalmat, azt figyelhetjiik meg, hogy mindeniitt 1-2.
szint kortil mozognak a didkok. Ezek a nemzetkozi eredmények azt sugalljak, hogy a magyar
NAT kovetelményei meghaladjdk mas orszagok didkjainak és tandrainak teljesitményét.
Onmagaban is természetes a kérdés, hogy hogyan alakulnak a szintek a magyarorszagi didkok
korében, elérik-e a tantervben szerepld elvarasok szintjeit. A lényeges kiilonbség a malajziai
és brit didkok helyzetével szemben, hogy Magyarorszagon az oktatds erdsebben
kézpontositott - a NAT lazdbban, a kerettanterv szorosabban meghatarozza a geometria
oktatas tartalmat. Elvarhato tehat, hogy Magyarorszagon a geometriai megértés térképe
egysegesebb legyen, €s a fejlddési szintek korabbi életszakaszokra legyenek tehetdk, mint a
fenti orszdgokban. Az eddigi viszonylag friss vizsgalatok altalanos iskoldkban és
kozépiskoldkban vizsgaltdk a Van Hiele szinteket mérd tesztek eredményeit (Bursics—Fehér—
Muzsnay 2016; Gydry; Herendiné Konya 2003; Wang 2011) és megallapitottak, hogy a
magyar atlagos kozépiskolasok évfolyamtol fiiggetleniil a kettes szinten vannak. Tehat
elmondhatd, hogy a magyar didkok is joval a hazai kdvetelményrendszer alatt teljesitenek,

valamint ami szintén meglepd lehet, hogy a gimnazium évei alatt nem tapasztalhato fejlodés.



(Azonban az valdban igaz, hogy a didkok megértési szintje egységesebb, valamint ilyen
viszonyitdsban magasabb is, hiszen a masodik szintet csak nagyon kevesen nem érték el.) A
kozépiskolai kovetelmények alulmulasanak okardl el6zé dolgozatunkban (Bursics—Fehér—

Muzsnay 2016) és a késobbiekben is részletesebben irunk.

Minket ezen kutatasunk alkalmaval a Van Hiele modell magasabb szintjei érdekeltek,
hogy milyen szinten allhatnak az egyetemi hallgatok, azon belill is a matematika szakos
hallgatok. A fentiek alapjan lathaté, hogy nagyobb matematikatudasu didkok szintjeinek
megallapitasara és a Van Hiele elmélet helyességének tesztelésére magasabb szinteken is
kevés példa volt mindmaig a nemzetkdzi szakirodalomban is. Magyarorszagon eddig
altalanos iskolasokat és kozépiskolasokat vizsgaltak (Bursics—Fehér—Muzsnay 2016; Gydry),
illetve tanitojeloltek szintjérél késziiltek felmérések (Herendiné Konya 2003). Itthon a
kozépiskolaba belépd elvart szint a NAT alapjan a 3., a kilép6 pedig a 4. Természetes, hogy a
matematika szakra felvett egyetemi hallgatoktol az atlagnal magasabb geometriai megértési
szintet varunk el, igy megfeleld kozegnek tlint az elsééves matematika alap-és tanarszakos
hallgatok kozott megallapitani a szinteket, vizsgalni a modell helyességét. Azonban a
kozépiskolai eredmények figyelembevételével elképzelhetdnek tartottuk azt is, hogy a

hallgatok esetleg a varakozasainkon alul teljesitenek.

3. Kommunikacio

Az Usiskin-féle teszt eredeti szandéka szerint a Van Hiele-elmélet altal felallitott 6t szintet
méri, de eredményeink — a szakirodalom korabbi feltevéseivel egybehangzdan - azt mutatjak,

az elmélet torekvéseit valojaban csak az elsd négy szint tiikkrdzi.

,Ha fejleszteni akarjuk a gyerek képességeit és gyorsitani fejlodését, akkor arrdl a szintrdl
kell kiindulnunk, ahol a gyerek éppen tart, vagyis az elvarasoknak a gyerek képességeihez és
sziikségleteihez kell igazodniuk.” Ez Vigotszkij legkozelebbi fejlddési zona elméletének a
mottoja. A legkdzelebbi fejlddési zona kifejezés (Vigotszkij 1967) arra utal, hogy a gyereket
koriilvevo kornyezet akkor a legtdmogatobb, ha egy 1€épéssel éppen az aktudlis fejlettségi szint
elott jar (N. Kollar — Szabd 2004). Az elmélet szerint akkor van esély a gyerek fejlodésre, ha a
sajat nyelvén szolunk hozza. Vigotszkij munkai posztumusz jelentek meg, néhany koziiliik
csak évtizedekkel halala utan. Sokat hangoztatott alapelve, a legkdzelebbi fejlodési zona elve

a mai magyar tehetséggondozasban Pdsa-mddszer néven valt szélesebb korben ismertté. A



kommunikécid, mint ahogy életiink szamos szinterén hatalmas jelentdséget kapott a
torténelem soran és manapsag is, magatol értetédden az oktatas terén is fokozott figyelmet
kapott mindig is. Tanuldsban és tanitdsban betoltott szerepérdl az évtizedek soran szamosan
értekeztek, a legjelentdsebbek tdn Piaget, van Hiele és Bruner; azonban ezen elméletek kdzos
magjat mind Vigotszkij legkozelebbi fejlodési zona elmélete adta. Ez az elmélet
hatvanyozottan jelenik meg Brunernél (Bruner 1966) -ben, majd késébbi narrativa
elméletében (Bruner 1986), ahol kifejti, hogy a kulturdlis és személyiségfejlodést erdsen
meghatarozza a csaladban végbemené kommunikacié. Bruner azt mondja, hogy az oktatonak
meg kell probalnia arra 0Osztondznie a tanulokat, hogy maguk is felfedezzék az
Osszefiiggéseket. Kiemelkedd szerepet tulajdonit az oktatdé és hallgatd kozotti
kommunikacionak, a szokratikus tanulasnak. Eppen ezért nagyon fontosnak tartja a kelléen
gyakori szilé és a gyerek kozti beszélgetést is. Az oktatd feladatanak tekinti azt, hogy a
tanulni kivant informaciokat a tanulo jelenlegi értelmi allapotanak megfelelé forméaba ontse.
Itt szeretnénk megjegyezni, hogy bar Vigotszkij 1896-1934-ig élt, munkai és elméletei maig
érvényesek, mig kovetdinek (Piaget, Bruner) munkéi folyamatos feliilvizsgalaton ¢és
atalakitason mentek keresztiil az id6k soran (Bruner példdul sajat maga feliilvizsgalta korabbi
téziseit évtizedekkel késébb). A van Hiele hazaspar ugyanezt a jelenséget — azaz azt, hogy
minden gyermekhez a sajat nyelvén kell beszélni, hogy fejlodést tapasztaljunk — a matematika
teriiletén fogalmazta meg. A Van Hiele elmélet tulajdonképpen a legkozelebbi fejlodési zona
elméletének geometriara valo leképezése. A Van Hiele elmélet szerint, emellett, a matematika
minden teriiletén léteznek olyan fejlédési szintek, amelyek linedrisan egymasra épiilnek, és
egy adott szintrdl csak a tobbi alsobb szinten keresztiil lehet eljutni. Azaz egy f6ls6bb szinten

a megértés elképzelhetetlen az dsszes alsobb szint megértése nélkiil.

Az iskolai kommunikécio alatt a tanorai eldadasokat, magyarazatokat, beszélgetéseket
értjiik. A tanitd tanar, oktatd mindig egy altala a didkokrol feltételezett szinten szolitja meg a
hallgatosagot. Az oktato altal feltételezett szint nagyon gyakran nem egyezik meg a diakokrol
feltételezhetd szinttel. Es a didkokrol feltételezheté szint ritkan egyezik meg a diakok
szintjével. A legtobb egyetemi oktatd ugyanazt a szintet feltételezi a didkokrol, amilyennel 6
keriilt be az egyetemre, vagy amilyen szintet az 6 évfolyamtarsai {itdttek meg annak idején.
Feltételezhetd szintnek tekintjiikk a NAT altal megfogalmazott kompetencidkat, tananyag- és
tudasanyagot, mig a valodi szint pedig az, amit a diak éppen az adott pillanatban képvisel. igy
az egyetemi oktatd gyakran nem veszi figyelembe, hogy ma mar nem csak a legkivalobb

jelentkezdket veszik fel az egyetemre, hanem annal sokkal tobbet. Ugyanakkor a kdzépiskolai



tananyag folyamatosan atalakul és a diak sem éri el altalaban a feltételezhetd szintet. Szdmos
tanulmany mutatta ki, hogy a didkok nem rendelkeznek a sziikséges kompetencidkkal, mert az
iskoldban nem az életre és nem a NAT kompetencidira, hanem az érettségire készitik fel dket
(Csanyi—Pozsonyi—Szab6 2014; Kovacs—Palotay 2012). A feltételezett és a valds szint k6zotti
eltérések pedig komoly problémat sziilhetnek a tovabbiakban. A korabbi elméletek azt
sugalljak, hogy akkor van esély a tanitasi folyamat sikerességére (most sikeresség alatt a
gondolkodési- és problémamegoldo készség fejlesztését értjlik), ha az oktatd felméri a didkok
szintjét €s annak megfelelden alakitja kommunikécigjat. E nélkiil ,,legjobb” esetben is csak a

tananyag memorizalasa kovetkezhet be, annak megértésre elképzelhetetlen.

4. A szintek

4.1 A Van Hiele szintek és a teszt

Ahogyan azt mar korabbi TDK dolgozatunkban is megfogalmaztuk (Bursics—Fehér—

Muzsnay 2016), az 6t Van Hiele szint a kovetkez0:

1. szint, a raismerés, vizualizacié szintje: Rajzrol, abrardl felismernek alakzatokat:
kor, téglalap, négyzet, ...stb. Meg tudjdk nevezni ezeket, az alakzatokat egy egységként
latjak, a format figyelve tekintenek. Az alakzatok részeit és tulajdonsdgait még nem ismerik
fel. Elkiilonitik, kategorizaljak a kiilonbozd alakzatokat, de nem latnak kapcsolatot a
kiilonboz6 kategoridk kozott. Egy négyzetre példaul nem mondjék ré, hogy téglalap, vagy egy
téglalapra, hogy paralelogramma. Nem nevezik meg az alakzat részeit, mint példaul cstcs,

oldal, szog.

2. szint, a vizualis vizsgalddas, elemzés, leiras szintje: A tanulo felismeri az alakzatok
egyes részeit és az egyes részek viszonyat. Azonositani tudjak az alakzatok tulajdonsagait, de
ezeket még nem tudjak Osszekotni és nem latjak a kiilonboz6 alakzatok tulajdonsagai kozotti
Osszefiiggéseket. Példaul egy négy derckszoggel rendelkezd alakzatrdl meg tudjak allapitani,
hogy téglalap (akkor is, ha nincs szépen lerajzolva). Egy rombuszrol tudjak, hogy szemben
1évd oldalai parhuzamosak vagy egyenlé hosszuak, de ezeket a tulajdonsagokat még nem
kotik ossze. Egy egyenld oldali négyszogrdl tudjak, hogy rombusz. Egy négyzetre még most
sem mondjak ra, hogy téglalap, vagy egy téglalapra, hogy paralelogramma.



3. szint, a fogalmak rendszerezésének, absztrakcionak szintje: A tanuld az egyes
tulajdonsagokat, fogalmakat mar rendszerben latja. A tulajdonsagok rendszerezése alapjan
kovetkeztetéseket tud levonni, és ebben a rendszerben fontos szerepe van az ok-
okozatisagnak: példaul egy haromszégben két oldal egyenldségébdl kovetkezik két szog
egyenlésége. Képesek definiciokat alkotni és megindokolni az allitasaikat, kovetkeztetéseket
levonni, de még nem teljes matematikai rendszerben gondolkoznak, nem értik a
bizonyitasokat. Tudjdk ¢és értik, hogy minden négyzet téglalap, minden téglalap
paralelogramma. Latjak, hogy ha egy négyszog egyben téglalap és rombusz is, akkor az
négyzet. A szakirodalomban tipikusan emlegetett példa a valtoszogek felismerése, és az azzal
valo érvelés. Mas tipusi matematikai érvelésekre viszont még nem képesek. A geometriat

még nem latjak teljes ok-okozati 6sszefiiggésben.

4. szint, a formalis kovetkeztetések szintje: Ez a szint egy altalanosabb matematikai
érettségi szint elérése a geometrian beliil. Az altaldnos matematikai szint alatt azt értjiik, hogy
mar megkiilonbozteti a definiciokat, tételeket, bizonyitasokat, axiomakat, kovetkezményeket,
elméleteket. Az allitasoknal felmeriil a bizonyitéds iranti igény, ezeket a bizonyitasokat értik és
maguk is el tudnak végezni egyszeriibb bizonyitdsokat. Megértik a szilikséges és elégséges
feltételeket. A geometridn beliil a tanulé megérti az alapfogalmak és az axiomak meglétét, az
utobbiakat el tudja kiiloniteni a tételektdl. Példaul be tudja bizonyitani, hogy egy
haromszognek van beirt kore. Teljes axiomatikus bizonyitasra nem feltétleniil képesek.
Példaul egy négy derékszoggel rendelkezd négyszogre ramondja, hogy a szemben 1évo

oldalak egyenldk, de nem érzi, hogy ezt még be kéne bizonyitani.

5. szint, a fegyelem, a formalis logika szintje. Megértik, hogyan épiilnek fel a kiilonb6z6
matematikai rendszerek. Képesek absztrakt kovetkeztetések levondsara, specialis geometriai
interpretaciok hasznélata nélkiil. Fel tudjak mérni egy adott axidma hozzdadasanak vagy
kivételének hatasat a rendszerbdl. Ez a szint mar megkdveteli a kiilonbozd geometriai

axiomarendszerekben valo gondolkodas és az azokban valo6 bizonyitas képességét.

A Van Hiele modell alapjan a didkok geometriai megértését ezen Gt szint segitségeével
diszjunkt csoportokba lehet rendezni. A szintek taldn legmeghatarozobb tulajdonsdga, hogy
rogzitett sorrendiiek és egymadsra épiilok. Tehat a szintek elsajatitdsanak sorrendje nem
felcserélhetd, és ahhoz, hogy egy tanuld egy magasabb szintre jusson, minden korabbi szintet
el kell érnie. Az elmélet alapjan a szintek elérhetdk, tehat valos tanulasi-tanitasi cél lehet az
egymas utani egyre magasabb Van Hiele szintek elérése. Az elmélet kommunikacios

megfontolasai alapjan azonban a kiilonb6zd szinteken allok ,,mas nyelven beszélnek”, igy



nehezen értik meg ¢és fogadjak el egymas érveléseit és gondolatmenetét. Ezaltal a tanitasi

folyamat akkor lehet sikeres, ha a tanitds soran a didkok valds szintjéhez igazitjuk a

kommunikécionk, ,,az 6 nyelviikon probalunk szo6lni”.

A hallgatok ilyesfajta geometriai megértésének vizsgalatara 1étezik egy nemzetkozileg

elismert teszt, az Usiskin-féle teszt (Usiskin 1982). Ez a teszt a Van Hiele szintek mérésére

szolgal

. Mind az 6t szint mérésére 5-5 kérdés, tehat 6sszesen 25 kérdés talalhatd a tesztben. A

teszt jogkoteles, az engedélyeket a szerzotdl megszereztiik, és hozzdjarulasat kovetden

kutatocsoportunk tagjai Gydry Akos vezetésével magyar nyelvre forditottak. Mutatunk

néhany példat a feladatokra.

Az els6 szintet mérd feladatok kozott szerepel az kovetkezo:

Melyik négyzet?

a. Egyik sem.

b. Csak G. )

C. CsakFés G. D

d. CsakGés I F G - I
e. Mind az.
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Az alabbi feladat pedig a negyedik szint mérésére szolgal:

Tekintsiik a kévetkezo sikban megfogalmazott allitasokat:

i. Két, ugyanarra az egyenesre merdleges egyenes parhuzamos.

ii. Egy egyenes, amelyik merdleges két parhuzamos egyenes egyikére, meroleges
a masikadra is.

iii. Ha egy egyenes minden pontja egyenld tavolsagra van egy masik egyenestol,

akkor a két egyenes parhuzamos.

Az alabbi abran az m és a p egyenesek merdlegesek egymdsra, az n és a p egyenesek is

merolegesek egymadsra.



S
1l

v
X

N
]

A fenti allitasok koziil melyikbol kovetkezhet, hogy m és n parhuzamosak?

a. Csaki-bdl.
b. Csak ii-b4l.
c. Csakiii-bdl.

d. i-bdl vagy ii-bil.
e. 1i-bél vagy iii-bal.

Az alabbi feladattal pedig a teszt szerint az 5-0s szint meglétét lehet mérni:

Egy F-geometriaban (ami kiilonbozik attol, amihez hozza vagy szokva) pontosan négy

pont van és hat egyenes. Minden egyenesnek pontosan két pontja van. Ha a pontok P, Q, R, S,
akkor az egyenesek {P; Q}, {P; R}, {P; S}, {Q; R}, {Q; S}, {R, S}.

Ebben a geometriaban a metszi és a parhuzamos a kovetkezot jelenti: példaul {P; Q}
és {P; R}! metszik egymast, hiszen P kozos pontjuk, mig példaul {P; Q} és {R; S}

pdarhuzamosak, mivel nincs kozos pontjuk.
Az alabbiak kéziil melyik helyes?

a) {P; R} és {Q; S} metszik egymadst.

b) {P; R} és {Q; S} parhuzamosak.

C) {O; R} és {R; S} parhuzamosak.

d) {P; S} és {Q,; R} metszik egymast.

e) Az a)-d) dllitasok koziil egyik sem igaz.

(A keétségek a teszt helyességére az 5-0s szintet illetden mar akar a kérdés elolvasasa
utan is tamadhatnak benniink, azonban mi ezeket a mar korabban is felmeriild kétségeket
(Wilson 1990). a szakirodalomban els6ként kisérlettel igyekeztiink cafolni vagy

alatdmasztani, amelyrdl a dolgozat késdbbi részében bdvebben is irunk.)
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A tesztet a kovetkezoképpen kell kiértékelni: egy kitoltd elérte az adott tesztszintet, ha
az adott szinthez tartozo 6t kérdés koziil legalabb négyre tudta a helyes valaszt, és az elotte
1év0 szintek mindegyikénél legalabb négy helyes valaszt adott a szintet mérd 6t kérdésre. Az
elért szintek kozill a legmagasabb a kitoltd teszten elért szintje. Tehat egy tesztet kitoltd
személy az 1. szinten all, ha az elsé 6t kérdésbol legalabb négyre helyesen valaszolt, viszont a
masodik 6t kérdés koziil mar csak legfeljebb haromra tudta a vélaszt. Egy kitolt6 a masodik
szinten all, ha az els6 6t, illetve a masodik 6t kérdésbol legalabb négyet-négyet helyesen
valaszolt meg, viszont a harmadik szintet méré 6t kérdésbdl mar csak legfeljebb haromra
tudott jol valaszolni, és igy tovabb. (Egyes esetekben megkiilonboztetnek erds és gyenge Van
Hiele szinteket, erds szint esetén a fent emlitett szabaly alapjan minden elért szint kérdései
koziil legalabb négyre kell jo vélaszt adni, mig gyenge szint esetén egy szintet elért a tanulod
akkor, ha legalabb hdrom kérdésre tudta a helyes vélaszt, és a tanuld szintje az a szint, ami
utan a kovetkezd szinten legfeljebb két jo megoldast adott. A tovabbiakban mi egy didk Van
Hiele szintje alatt az erés Van Hiele szintet értjiikk.) A Van Hiele elmélet szerint a szintek
egymasra ¢€piilnek, igy nem fordulhat el6 olyan, hogy egy bizonyos szinten all6 tanulo egy a
sajat szintjénél magasabb szinten legalabb 4 kérdésre helyesen valaszol, hiszen ezaltal lenne a
sajat szintjénél magasabb elért szint, vagyis lenne olyan szint, amelyet elért, viszont az dsszes
annal alacsonyabbat nem. Ezzel csak az 5. szint mérésekor iitkdzhetiink problémakba, ezt

fogjuk a késobbiek soran kifejteni.

5. Felsooktatas és a szintek

5.1 Korabbi eredményeink

Korabbi kutatasaink soran felmértiik a magyar kozépiskolas didkok Van Hiele szintjét,
¢s azt Osszehasonlitottuk a NAT altal el6irt adott korosztalyra vonatkozo szintekkel (Bursics—
Fehér—Muzsnay). Megfigyelhetd, hogy a NAT egymasra épiilé elemekbdl felépithetd
fejlédési folyamatot ir el (3), és ezek az elemek Iényegében egyértelmiien megfeleltethetdk a
Van Hiele szinteknek. Mint ahogyan a bevezetdben irtuk, egy altalanos iskolds tanulonak 6.
osztalyra a masodik, 8. osztdlyra a harmadik szintre kell eljutnia, mig a kozépiskola 12.
osztalyara a negyedik Van Hiele szintet kell elérnie a NAT eldirasai szerint. Ehhez képest
azonban a kozépszintli érettségi (a didkok 95%-a kozépszinten érettségizik matematikabol)

geometria feladatai legfeljebb a harmadik szintet kovetelik meg. Ez azért probléma, mert
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sokszor mind a tanarok, mind a didkok kizarolagos célja az érettségi vizsgan vald jo teljesités
(Csanyi—Pozsonyi—Szabd 2014; Kovacs—Palotay 2012), amihez pedig nincs sziikség a
bizonyitas iranti igény megjelenésére, azaz a negyedik szint elérésére. Mindezek ismeretében
is megddbbentd az eredmény, miszerint az 570 magyar kdzépiskolas koru didk (a kivalogatott
diakok lényegében lefedik magyar kdzépiskolasok teljes spektrumat) Usiskin-féle teszten elért
eredményének atlaga 2,09 és 2,46 kozott mozog, és a gimnaziumi évek alatt a geometriai

megértési szintek atlaga nem fejlédik (Bursics—Fehér—Muzsnay 2016; Gyory).

5.2 Tesztelés az egyetemen

Annak érdekében, hogy megvizsgdljuk az elmélet és a teszt érvényességét felsébb,
egyetemi szinten, kitoltettiik az Usiskin-féle tesztet az ELTE matematika alapszakos els6éves

didkjaival, illetve a matematikatanar szakos els6éves didkjaival.

Mindkét csoporttal az egyetemi tanulmanyaik masodik félévében végeztiik el a kisérletet,
ennek egyik oka az volt, hogy igy mar egy féléven keresztiil egyetemi tananyagot is
tanulhattak matematikabol, masrészt az elsd egyetemi geometriakurzus mindkét szakon a
IL.félévre esik, igy a hallgatokkal megirattuk a tesztet a kurzus elvégése el6tt, majd fél évvel
kés6bb ugyanazon hallgatokkal a geometriavizsga utan IS.
A felmérést el6szor a matematika BSc-s hallgatok korében végeztiik, 65 hallgatd bevonasaval
2016 tavaszi félévében. Hasonlo kisérleti beallitast alkalmaztunk 2018 tavaszi félévében az 51

tanarszakos hallgato részvételével.

A tesztek kitoltése elott kiillonbozo eldfeltevéseink voltak, igy példaul valdszintsitettiik, hogy
a matematika iranyban tovabbtanuld hallgatok a két legmagasabb, tehat a 4. és 5. szinten,
vagyis a NAT alapjan legalabb 12. osztalyos szinten fognak allni geometriabdl. Ezen kiviil
pedig azoktdl, akik a 4. szinten allnak, a geometriakurzus elvégzése soran szintemelkedést
vartunk. Ennek ellenére a kozépiskolai eredmények tanulsdgai alapjan elképzelhetonek
tartottuk azt is, hogy lehet akdr par olyan hallgato, aki csak 3. szinten all, az 6 esetlikben
viszont a Van Hiele elmélet értelmében a megértési szintjik a kurzus elvégzésével sem
emelkedhetett, részben a szintek egymasra épiilése részben pedig az elmélet kommunikacios
vetiilete miatt, hiszen egy egyetemi geometriadran az oktat6 minden bizonnyal magasabb

szinten targyalja a tananyagot, mint amilyenen eredetileg 6k voltak. Azonban az az eshetdség,
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miszerint valaki fél éven keresztiil tanulhat az egyetemen geometriat és levizsgazhat bel6le

anélkiil, hogy a NAT szerinti 12.-es szintet elérhetné, elsére valdszertitlennek tiint.

A kisérlet eredményeit az alabbi tablazat mutatja:

Matematika BSc Matematika tanarszak

1. kitoltés (db) | 2. kitoltés (db) | 1. kitoltés (db) | 2. kitdltés (db)

3. tesztszint 27 11 24 24
5. tesztszint 38 16 18 22
3.—5. ugras 0 7
5.—3. visszaesés 0 6

A BSc-s didkoknal és a tanarszakosokndl is minden hallgato, aki értékelhetd
teljesitményt nyujtott, vagy az 5. vagy a 3. szinten all(t). A negyedik szinten senki.
Szembetlind, hogy a teszt eredményei szerint a didkok nagy része valoban, 3., azaz 8.
osztalyos tanul6tol elvart szinten all. Megfigyelhetd az is, hogy az alapszakos hallgatoknal
nem volt szintugras, mig a tanarszakosoknal volt 3. szintrdl 5.-re vald ugras és 5.-r6l 3. szintre
valo visszaesés is a fél év eltelte soran, ami egyrészt a Van Hiele elmélet kommunikacios
vetiiletének mond ellent, masrészt annak, hogy az elmélet alapjan nincs visszafejloédés, egy
mar megszerzett szintet nem lehet elvesziteni. Azonban mi magyarazza a kiilonboz6 képzési
modon tanuld hallgatok eredményének ilyen kiilonbségét? A jelenség oka az lehet, hogy
2016-ban az alapszakosok esetén még papir alapon toltettik ki a tesztet, mig a
tanarszakosoknal mar az Edubase online rendszert hasznaltuk, ami a Kkitoltést kovetGen
megjelenitette a kitoltd pontszamat, sot az elrontott feladatokat is, és azok helyes megoldasat
is. gy a tanarszakosok esetén mar akadtak olyanok, akik a félév elteltével emlékeztek a

rontott valaszaikra, és azokat, vagy azok egy részét javitani tudtak.

Szembetlind tény az is, hogy a teszt szerint a hallgatok kozott nincs 4. szinten 1évé diak,

vagyis aki eléri a 4. szintet, az az 5.-et is. SOt, szamos olyan hallgaté is volt, aki a 3. és 5. szint
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kérdéseit jol toltotte ki, a 4.-et viszont nem. (Ilyenkor a szabalyok szerint 3. szinten all az
illet6.) Ez ellentétben all a szintek egymasra épiilésével. Mar maga Usiskin is amikor
megalkotta a tesztet, azt sejtette, hogy ez a teszt az 5. szintet nem jol méri, és a
szakirodalomban tobb helyen is taldlunk erre vonatkozo kétségeket, azonban mint mar
emlitettiik, a tesztet korabban foként 1-2. szint koriil mozgd didkok korében toltotték csak ki,
de eddig még sosem olyan tarsasdggal, aki elérhette volna a magasabb szinteket. A mi
eredményeink alatamasztjak a korabbi kétségeket arrdl, hogy az 5. szintet valoban lehet-e

mérni és hogy ezek a kérdések tényleg mérik-e az 5. szintet.

Meggy6zodésiink, hogy az axiomatikus gondolkozés folyamatosan fejlodik a
matematikai képességekkel és nem pedig a 4. Van Hiele szintet kovetden kezd kialakulni.
Ugyanakkor nagyon kevés olyan ember ¢l a vildgon, akinek lehetdsége van mélyebben
belemeriilni mas axiomarendszerek vizsgalataba. Magyarorszagon ilyet csak matematika
szakos hallgatoknak, az egyetemi torzsanyagon kiviil tanitanak. Akér a hiperbolikus, akar a
gombi geometriat vessziik, a geometria tanszékek néhany oktatdjan kiviil senki nem ért
hozzajuk az alapvetd Osszefliggéseket leszamitva. Tehat a kiilonboz6é axiomarendszerekben
valé gondolkodds, bizonyitds képességének szintje elméletben létezik, azonban kétségkiviil
csak a tarsadalom igen sziik rétege tartozhat bele. Ezzel a szinttel kapcsolatban még tovabbi
problémak is felmeriilnek: egyrészt, érdemes-e egyaltalan ezt mérni, hiszen mint mondtuk,
viszonylag pontosan megallapithat6, kik azok az emberek, akik ezt elérhetik. Masrészt nem is
biztos, hogy mérhetd, és ha igen, akkor is Gjabb nehézségként meriil fel, hogy ki allithatna
Ossze a mérésére szolgalo tesztet. Az a par, a szintet elérd ember, sajat maganak? Az Usiskin-
féle teszt nem is ezt az 5. szintet méri, hanem tulajdonképpen logikai kovetkeztetésekre
kérdez ra4. Miutdn megbizonyosodtunk arrdl, hogy a teszt ezen része nem teljesen azt méri,
amit valdjaban szeretne mérni, és felmeriilt az igény egy 0 tesztre a magasabb szinteken 4llo
egyének geometriai megértési szintjének mérésére, mi a fenti okokbdl nem is ennek a
szintnek a mérésére szolgalo, jol miikddo teszt megalkotasat tiztiik ki célul, hanem elsdként
az az Otlet mertilt fol, hogy a 4. szintet lehetne finomitani. Ennek alapjat az adta, hogy 1ényegi
kiilonbségek vannak akozott, hogy valakiben felmeriil a bizonyitas iranti igény, és akozott,
hogy kiilonbdzd bizonyitasokat el is tud végezni, valamint a bizonyitdsok nehézségi fokai

kozott is jelentds, esetleg mérhetd kiilonbségek lehetnek.

Mivel mar az elsd kitoltés utan felmeriilt a gyanink, hogy a teszt hibas, hiszen
egyrészt elképzelhetetlen, hogy egy matematika szakos hallgaté a NAT szerinti 8. osztalyos,

azaz 3. szinten teljesitsen a teszten, masrészt a 4. szinten 1év hallgatok meglepd hidnya miatt.
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Annak érdekében, hogy megvizsgaljuk, hogy milyen szinten allnak a hallgaték valdjaban,

interjukat készitettlink.

5.3 A teszt tesztelése — Interjuk

Mint ahogyan a bevezetoben is emlitettiik, és ahogy Usiskin (1982) cikkében is
szerepel, tesztelni kell a teszt eredményeit, vagyis tesztelni kell a tesztet. Anndl is inkébb,
mert nehéz elhinni, hogy egy egyetemi geometria kurzus elvégzése utan is volt olyan hallgato,
aki az altalanos iskolas szinten maradt. El6szor a BSc-s kisérletet hajtottuk végre. Az 6sszes
didkot behivtuk egy interjira. Az interjun altalaban a kutatdcsoport két-harom tagja vett részt
¢s a didkok 1-3 f0s csoportokban jelentek meg. Minden alkalommal ugyanazokat a kérdéseket
tettiik f6l, és amikor egyszerre tobb {0 vett részt az interjun, figyeltiink arra, hogy mindenkirdl
megkapjuk a sziikséges informacidkat. Ez az informacio6 az volt, hogy az illetd valoban a teszt
altal kimutatott szinten van-e geometriabol. A lesziirt tapasztalatok alapjan egy évvel késobb
mar foként azokat a tanarszakos hallgatokat hivtuk be, akik valamelyik alkalommal nem érték
el az 5-6s szintet, de kontroll kedvéért néhany hallgatot azok koziil is behivtunk, akik mindkét
alkalommal 5-6s szinten teljesitettek. Akik nem mindkét alkalommal 5-6s szinten teljesitettek,
az altalaban vagy azt jelentette, hogy a félév soran szintvaltas tortént, vagy pedig azt, hogy a
hallgatd mindkét alkalommal 3. szinten irta meg a tesztet. A szintvaltds mindkét iranyba
megjelent. Ezekrdl a késdbbiekben irunk. FElészor a BSc-s didkokkal végzett interjuk

tapasztalatait irjuk le. Mindenkinek az alabbi két kérdést tettiik fol:

1. feladat: Hol helyezkednek el a sikon azok a pontok, amelyek egy adott egyenestol d

tavolsdagra vannak?

2. feladat: lgaz-e, hogy minden haromszognek létezik koréirt kore?

ElsOsorban az els@ kérdésre adott reakciokra voltunk kivancsiak. A valaszok mindségébdl
egyértelmiien lehet kovetkeztetni a hallgatd Van Hiele szintjére. ElsOsorban azt szerettiik

volna megtudni, hogy:
1. Megadja-e a helyes valaszt (ez mindenkinek sikeriilt).

2. Felmeriil-e benne a bizonyitas igénye (ezt egy egyszerii miért kérdéssel teszteltiik).
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3. Latja-e, hogy a bizonyitas két részbdl all.
4. Ad-e egy eljarast arra, hogy hogyan vette fel a két parhuzamos egyenest.
5. Visszavezeti-e a problémat egy masik problémara.

6. Visszavezeti a problémat az axiomakig.

Azt gondoljuk, hogy a 4. Van Hiele szinthez az 5. pontig el kell jutni. Szamitottunk arra, hogy
sokan nem jutnak el a 2. pontig, ezért, hogy ezeknek az interji alanyoknak ne legyen
kudarcélménye, feltettiik a masodik kérdést is. Sejtettiik, hogy erre a kérdésre jol fognak
valaszolni a hallgatok, ugyanis ez a kérdés tobbek kozt a matematika érettségi tételek kozott is
szerepel. A teljesség kedvéért ebben a dolgozatban nem csak Osszefoglaltuk az interjuk soran

tapasztaltakat, hanem néhanyat pontosan le is irtunk.

5.3.1 Példak alapszakos interjikra

Koszonés ¢és leiiltetés utan foltettiik az 1. kérdést. (Hol helyezkednek el a sikon azok a
pontok, amelyek egy adott egyenestdl d tavolsdagra vannak?) A didkok altalaban gyanakvoan
néztek, keresték a csapdat. Megmondtuk nekik, hogy nem arra vagyunk kivancsiak, hogy
tudjak-e a helyes valaszt, hanem a valaszadas kozbeni reakcioikat figyeljik. A tablara
felrajzoltunk egy egyenest és téle tavolabb egy d hosszli szakaszt, majd megkezd6dott a

feladatrol valo beszélgetés.

-Mi a feladat megoldasa?
-Hat két egyenes.

-Rajzolja be, hogy melyik két egyenes. (A hallgato odament a tabldahoz és felrajzolt két
latszolag parhuzamos egyenest.)
-Es miért pont ez a két egyenes? Most elegendd nekiink az, ha csak az egyik egyenesrél beszél,

latjuk, hogy a masiknal ugyanaz a helyzet.

-Mert az egyenest azt ugy kapjuk, hogy merdlegest bocsdtunk az eredetire, felmériink d
tavolsagot, ami megad nekiink egy pontot és ebben a pontban merdlegest bocsatunk az elobbi

egyenestre.
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-Es hogyan bizonyitand be, hogy ez az egyenes a vilasz?
-Azt kell megmutatni, hogy az egyenes minden pontja jo, és mds pont nem jo.
-Es azt hogy mutatnd meg?

-Felveszek az egyenesen egy tetszéleges pontot (kozben rajzolt) és ebbdl a pontbol merdlegest
bocsdtok az eredeti egyenesre (felrajzolta az dbrdra a harmadik derékszéget is). Es akkor ez
egy téglalap, tehat a szemben lévé oldalai megegyeznek. (Itt mar tudtuk, hogy az interjualany
a 4-5. szinten van, de folytattuk a kérdezgetést.)

-Honnan tudja, hogy ez téglalap?

-Onnan, hogy négy derékszége van.

-En csak harmat ldtok.

-De akkor a 4. is derékszog.

-Miért?

-Mert egy négyszog belso szogeinek az osszege 360°.

-Ez miért igaz?

-Huzzunk be egy atlot, és az a két haromszog egybevago.
-Honnan tudja, hogy ez a két haromszog egybevdago?

-Hat mert mindkettonek van egy szoge, ami derékszog, és ezen feliil még egy szége, ami

megegyezik, és egy oldaluk pedig kozos.
-Es miért egyenléek azok a szogek?
-Mert valtoszogek.

-Miért?

-Mert az abra szimmetrikus.

[tt megkdszontiik a részvételt és elkoszontiink.

A valaszadok koziil tobben eljutottak a téglalap felrajzolasaig, és ettdl a ponttdl tobb
eltéré bizonyitast is adtak. Volt, aki a négyszog szogeinek Osszegét ugy indokolta, hogy
felosztotta azt két haromszogre és azt mondta, hogy a haromszog belsd szogeinek O0sszege

180°. Ilyenkor megkérdeztiik, hogy ezt honnan tudja. Valaszként felrajzolt egy haromszdget a
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tablara, melynek egyik oldalegyenesét a vele szemben taldlhatdé csucsba tolta el ¢és
meghosszabbitotta a tobbi oldalegyenest is. Felhasznalva, hogy az eltolas szogtarté és hogy
metsz0 egyenesek metszéspontjaban keletkezd szemkozti szogek egyenld nagysaguak belatta,
hogy a haromszog szogeinek Gsszege 180°, azaz a klasszikus bizonyitdst mondta el. Mi itt
csak arra figyeltiink, hogy a megfeleld résznél valéban kimondja-e a parhuzamossagi axiomat,
vagy legalabbis utal-e rd. Olyan is volt, aki berajzolta az oldalak felezdpontjait és megmutatta,
hogy az abra (négyszog) szimmetrikus. Tovabba interjuztattunk olyan hallgatot is, aki ezek

kozott az allitasok kozott korbe-korbe jart a beszélgetés alatt.

Eléfordult olyan hallgato is, aki masképp adta meg az egyenest: az eredeti egyenesen kijeldlt
két kiilonboz6 pontot, merdlegest bocsajtott a két pontban az eredeti egyenesre, felmért d-d
tavolsagot, majd az igy kapott pontokra illesztett egyenest. Majd azt mondta, hogy ez az

egyenes parhuzamos az eredetivel.

-Mit jelent az, hogy parhuzamos?
-Hogy nem metszik egymast.

(Ilyenkor ugy rajzoltuk az abrat, hogy valahol tavol a felrajzolt egyenes elmetszi az eredeti

egyenest.)
-llyen nem lehet.

-Miért? (Itt kicsit tobbet gondolkozott a tanulo, de raérzett arra, hogy a kapasbol felmeriilo

vdlaszok nem lennének helyénvaloak.)

Rovid gondolkodas utan azt valaszolta, hogy szimmetriai okok miatt a tuloldalon is lenne egy

metszéspont. Két egyenesnek pedig nem lehet két metszéspontja, hacsak nem egyeznek meg.

Akadt olyan matematika BSc-s hallgato is aki kevésbé mintaszerlien valaszolt a kérdésre.

Bemutatunk egy ilyen tipusu interjut is:
- Hat 2 egyenes.

- Melyik ketto?

- Hat ez meg ez (felrajzolta a tablara).

- Es miert az?
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- Hat mert ez az egyenes.

- De hogy kapta meg ezt az egyenest.

(Akkor altalaban 6 is megadta jol az eljarast, amivel az egyenest felvette.)
- Es miért ezek azok a pontok?

- Mert ezek vannak rajta az egyenesen.

Ilyenkor gyorsan valtottunk és megkérdeztiik, hogy van-e minden haromszognek koréirt kore.

Olyan hallgatoval is beszélgettiink, aki szintén az eredeti egyenesen kijelolt két kiillonb6zo
pontot, mer6legest bocsajtott a két pontban az eredeti egyenesre, felmért d-d tavolsagot, majd
az 1igy kapott pontokra illesztett egyenest és innen nem jutott tovabb. Innen Kkicsit
kortiilményesebb is az altalunk ismert bizonyitas. Ezt az is mutatja, hogy szamos 5. szintii
hallgato is eldszor igy vette fel az egyenest, majd amikor megkérdeztiik, hogy ennek az
egyenesnek miért j0 minden pontja, akkor hirtelen taktikat valtott, méasképp vette fel az

egyenest, mert latta, hogy az a modszer célravezetdbb.

Egy hallgaté kivételével kis ravezetés utdn mindenki tudta, hogy igen, létezik minden
haromszognek koréirt kore és ez az oldalfelezd merdlegesek metszéspontja. Minden
alkalommal lerajzoltuk ugy a harom egyenest, hogy nem egy pontban metszik egymast. Ekkor
mondtak, hogy ez lehetetlen, ezek egy pontban metszik egymast €s sikeriilt indokolniuk is.
Erdekesség, hogy egy hallgaté ugy bizonyitotta ezt be, hogy rajzolt egy haromszoget, koré

egy nagy kort és annak a sugarat kezdte el csdkkenteni.

5.3.2 Példak tanarszakos interjakra

A tanarszakosok, akiket késObb teszteltiink, abban kiilonboznek a matematika BSc
szakosoktol, hogy nekik részben mas a tananyag: ndluk nagyobb hangstlyt kap az elemi
geometria (hiszen késébb a kozépiskoldban is azt kell tanitaniuk), ezért az altaluk tanult
anyagrész kozelebb all az Usiskin-féle teszt kérdéseinek a szelleméhez. Ugyanakkor kevesebb
matematikat tanulnak, mint az alapszakos hallgatok. Az a néhany interjuztatott hallgato, aki 5.
szinten volt félév elején és félév végén is, az a valaszait masképp fogalmazta meg, mint az

alapszakos hallgatok. Példaul az egyikiik azt mondta, hogy az egyenest az eredeti eltolasaval
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kapjuk meg. A BSc-s diadkokkal készitett interjuk tapasztalatai alapjan innen mar nem
kérdeztiink tobbet...

A tanarszakosoknal a 2. kérdés az alapszakosakkal ellentétben az volt, hogy van-e minden
haromszognek beirt kore. A harminckét valaszolobol négy azt mondta, hogy igen,
huszonnyolc pedig azt, hogy nem mindig. Voltak olyan interjualanyok, akiknek miutdn nem
sikeriilt bebizonyitaniuk, hogy minden haromszégnek van beirhatdé kore, feltettiik azt a
kérdést, hogy van-e minden hiromszégnek koréirt kore. A hallgatok koziil volt olyan, aki

miutan ezt megoldotta, be tudta latni a beirt kdrre vonatkozé tételt is.

Alabb egy olyan hallgatd valaszaibdl idéziink, aki az elsd alkalommal 5-6s, masodik
alkalommal 3-as szintet ért el a teszten, viszont az interji soran kétséget kizaroan meg tudtuk

allapitani, hogy valdjaban csak 3-as szinten van.

- Hol helyezkednek el a sikon azok a pontok, amelyek egy adott egyenestdl d tavolsdagra
vannak?

- Tehat van egy egyenes, nevezziik e-nek, és egy d tavolsag, vagyis egy szakasz. (Kozben
rajzolja.) Ezt most szerkesszem meg neked, vagy csak mondjam el, hogy hol vannak
azok a pontok?

(Megkertiik, hogy mondja meg, hol vannak a pontok. Ezt sikeresen megtette, majd
ezutan megprobaltuk ravezetni arra, hogy ezt bizonyitsa is be.)

- Es ez biztos?

- Miert ne lenne az? Szerintem biztos.

- Es miért biztos ez akkor?

- Az e egyeneshez ketto parhuzamost szerkesztettiink, és mivel parhuzamosak, és ezt
tudom, mert ugyanazt a... Ohm. Mivel kett6 helyen is felmértem, és a végpontokat
kotottem Ossze, ezért biztos, hogy parhuzamost kaptam, mert hogy barmelyik kovetkezo
ponton néznék egy merdlegest, akkor az is ugyanugy d tavolsagra lenne.

- Es miért lenne az is?

- Mert parhuzamos.

- Es nem lehetne példaul 1igy, hogy: (ekkor dsszekotottiik a két kijelolt pontot egy olyan
gorbével, ami nem d tavolsagra volt e-tél minden pontban).

- Ez nem egyenes. Nem tudom mire vagy kivancsi most még.

- Be tudnad-e latni, barmelyik pontrol, hogy ezek jok, vagyis hogy ezek mind d

tavolsagra vannak?
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- Szerintem nem tudnam belatni, marmint most ide tudnék huzni, de ez nem szamitana
belatasnak...

Ezutan rogton attértiink a masodik feladatra.

Volt olyan 3-as szintli hallgato, aki tobb alkalommal is az altala rajzolt abrara igyekezett

tamaszkodni.

- (Mikor mar a masodik kérdés bizonyitasan probalkozott.)

- Varjal, rajzolok egy jobbat, hatha kitalalok téle valami okosat.

- Jo, és akkor egyaltalan létezik ez a metszéspont? Ketto metszéspontjat ugye mindig ki
tudjuk valasztani, de a harmadik biztos, hogy ugyanott metszi 6ket?

- Szerintem mindig metszik egymast. Varj, most rajzolok egy nagyon absztraktat. Hat,
ebbdl nem latok sokat... Erre nem tudok biztosat mondani, de ha kéne, tuti azt

mondanam, hogy metszik.

A 4. szint finomitasanak motivacidjat tan a kovetkezo példa is kellden alatamasztja, hiszen
lényegi kiilonbség van példaul a bizonyitasi igény megjelenése, és a kiilonb6zd nehézségli
bizonyitasok elvégzése kozott, valamint abban is jelentds kiilonbségek mutatkoznak, hogy a

hallgatok milyen bonyolultsagu allitasokra vezetik vissza a kérdést a bizonyitas soran.

(Megkérdeztiik azt is, hogy minden haromszégnek van-e koréirhato kore. A hallgato
eljutott addig, hogy a koréirhato kor kozéppontja az oldalfelez6 merdlegesek
metszéspontja.)

- (...) Es most megint meg fogod kérdezni, hogy ezek minden esetben metszik egymdst?
Mert arra nem tudok valaszolni, de mivel van mindegyik haromszog minden oldalanak
szakaszfelez6 merdlegese, ezek pedig egy pontban metszik egymdst - ezt nem tudom

bizonyitani, - akkor biztos, hogy van kéréirhato koriik is, az osszesnek.

A bizonyitasi képességek hianyossagaira is sok esetben akadt példa.
(Az elsd a kordbban mar hivatkozott interju folytatdsaban.)

- Mert arra nem tudok valaszolni, de mivel van mindegyik haromszog minden oldalanak
szakaszfelez6 merdlegese, ezek pedig egy pontban metszik egymdst - ezt nem tudom

bizonyitani, - akkor biztos, hogy van kéréirhato koriik is, az osszesnek.
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- Mostmar akkor tényleg csak az van hatra, hogy ezek egy pontra illeszkednek. Probald
meg, aztan legfeljebb megyiink tovabb, ha nem megy, nem muszdj.
- Gondolkodom. De akkor ezt mostmar feltehetem, hogy van koréirhato kore, vagy ezt

csak akkor tehetem fel, hogyha ezt mar bebizonyitottuk?

Valamint sok esetben pont a bizonyitasi igényrdl vilaglott ki, hogy nem tul erds, ha van.

- Van-e minden haromszognek beirt kore?

- Van.

- Es miért?

- Mert a kozéppontja a (...) szogfelezok metszete.
- Es ez miért igaz?

- Mert ezt tanultuk az iskolaban.

Erre masik példa:

- (Miutan nem sikeriilt a beirhato kér meglétét bizonyitania egy mdsik hallgatonak:)

- Van-e minden haromszégnek koré irhato kore?

- Van.

- Es miért?

- Mert az oldalfelezo merdlegesek mindig metszik egymadst, egy pontban.

- Miért?

- Nem tudom, mert igy miikodik a matek.
(Ezt kimondva kis sziinet utan a hallgatéo megadta a klasszikus bizonyitast, két ponttol
egyenlé tavolsagra lévé pontok mértani helyével, ,,Ja, igen, ez volt a bizonyitas...” és
miutdn ezt megoldotta, a beirt korre vonatkozo tételt is be tudta bizonyitani, azonban

kijelenthetd, hogy az igényt csak erds kiilsé motivalasra lehetett felszinre hozni.)

Az elmélet kimondja, hogy az a hallgato, aki egyszer megszerzett egy adott Van Hiele szintet,
az azt meg is tartja, illetve csak abban az esetben torténhet szemléletfejlédés, ha az oktato és a
hallgato kozti kommunikéacio megfeleld. Tehat az elmélet azt sugallja, hogy az év elején 3.
szinten teljesitd hallgato a félév végén, a geometriakurzus ellenére sem valt szintet, ugyanis az
egyetemi oktatd altal alkalmazott nyelv szintje magasabb az o6vénél: egy egyetemen
matematikat oktatd tanar minimum 4. szintet var el a hallgatosagtol. Ezzel szemben 112
tanulobol volt hét olyan, aki az elsd forduloban 3., majd a masodik forduldban 5. szinten

teljesitett. Az interjuk sordn viszont kidertilt, hogy 3. szinten allnak mind a heten. Ennek a
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jelenségnek a hatterében az Edubase nevezetli online program all. A tanarszakosoknal ugyanis
mar nem papir alapon, hanem a program segitségével végeztiik a tesztelést, ami sajnalatos
modon a kitoltést kovetden megmutatta az elrontott valaszokat, és azok helyes megoldasat is.
fgy a didkok koziil voltak olyanok (nem sokan), akik emlékeztek, hogy el6z6 alkalommal mit
rontottak el, és ez alapjan tudtak javitani az eredményiiket Ahogyan azt korabban emlitettiik,
az elmélet az 5. szintrdl vald visszalépést sem engedné, ennek ellenére voltak olyan tanuldk,
akik bar 5. szintet értek el az elsd teszten, a masodikon 3. szinten teljesitettek. A teszt
tesztelését kovetden, kideriilt, hogy 6k azon kevés emberek kozé tartoztak, akik igen jo

érzékkel tudtak tippelni, lehet véletlentil jol kitdlteni egy tesztet.

Az interjukbol az deriilt ki, hogy mindenki, aki nem 5. szinten teljesitett a teszten mindkét
alkalommal, az val6jaban 3. szinten all. Megallapithatd tehat, hogy a Van Hiele teszt felfele
torzit. Az interjuk eredményi alapjan azt mondhatjuk, hogy a Van Hiele elmélet egyetemi
szinten sem vezet ellentmondésra, azonban a szintek mérésére szolgalod teszt az 5. szinten
megbukott. Ezenkiviil pedig kideriilt, hogy ugyanazt a tesztet kétszer nyugodtan ki lehet
toltetni a hallgatokkal, nem (nagyon kevesen) fognak emlékezni a kérdésekre, féleg, ha nem

kapnak visszajelzést a hibaikrol.

5.4 Tul a Van Hiele szinteken

A Van Hiele elmélet kommunikacios része nem vezetett ellentmondésra az egyetemi
kisérletiink alapjan. A Van Hiele-¢k 4ltal meghatarozott szintek valoban egymasra épiilnek, és
a 4. szintig jol mérhetéek az Usiskin altal 1étrehozott teszttel. Ami viszont nem igaz, az az,
hogy ezek a geometria megértésének egyetlen lehetséges szintjei. Az elsé harom szint csak
alakzatokkal foglalkozik, viszont a geometria egyaltalan nem csak sikbeli alakzatokrol szol,
plane nem csak a parallelogrammarol, hanem sok minden masrdl is. Az igaz, hogy léteznek
olyan tipikus megértési szintek, amelyek egymasra épiilnek és igaz rajuk a Van Hiele elmélet,
de egészen biztosan fel lehet irni masféle szinteket is, amik nincsenek ellentétben a Van Hiele
elmélettel. Azt gondoljuk, hogyha az egész geometriat kell a tesztnek lefednie, akkor nincs
bizonyitva, hogy ez a teszt azt is méri. Nem tudjuk, hogy aki itt 5. szinten teljesit, az a
geometria mas terililetén, mas értelmezésénél hogyan szerepelne.

Az Usiskinre hivatkozo cikkek alapjan gy tiinik, hogy 1980-ban ezt a tesztet
egységesen jonak itéltek a vilagban. Azota is hasznaljak, és miikodik, leszamitva egyetlen

elemet, ami sok helyen, méar maganal Usiskinnél is megemlitést nyer, kutatdsunk soran pedig

24



bebizonyosodott, ez pedig az 5. szint. Tapasztalataink azt mutatjak, hogy még a
matematikaval komoly szinten foglalkoz egyetemistaknal sem jon el6 trivialisan az 5. szint,
azaz a mas axioma rendszerben, és a mas geometridban valé gondolkodas és bizonyitas
képessége. Ugyanakkor egyaltalan nem igaz, hogy tudni kell a mi geometriai rendszeriinkben
bizonyitani ahhoz, hogy valaki axiomatikusan gondolkozzon egy masikban. A teszten nem
véletleniil tapasztaltuk, hogy 12 olyan hallgat6 is volt, aki teljesitette a 3. szintet és az 5.
szintet is, de a 4. szint nem sikeriilt neki. Az 5. szint tigy gondoljuk, megbukott, mert hol
bukhatna meg mashol, mint egy egyetem matematika szakéan; ¢és foleg azért, mert a vildgon
nagyon kevesen jutnak el odaig, hogy lehetdségiik legyen ilyen szinten gondolkozni. Ezt a
szintet lehet, hogy be kéne illeszteni valahova, de az nem igaz, hogy linedrisan fejlodik és a 4.
Van Hiele szint utan kovetkezik, hanem ennek a szintnek a fejlédése parhuzamosan torténik a

matematikai érettséggel, és nem pedig a geometriai megértéssel.

Annak megvizsgdldsa érdekében, hogy egyaltalan milyen felépitések képzelhetdek el
az 5. szint helyett, vagy az eddigi Van Hiele szintekkel parhuzamosan, elészor megprobaltuk
feltérképezni, és megtudni azt, hogy manapsag mit értiink geometria alatt. 1957 illetve 1980
oOta sokat valtozott a vilag, és még ha ez a teszt meg is felel az akkori geometria szellemének,
érdemes feliilvizsgdlni. Tehat fontos lenne eldszor megtudni, hogy mit kell érteni a mai
vilagban geometria alatt, majd pedig az alapjan kéne tesztet késziteni. Megtettiik az elso
1épéseket, megkérdeztiik mi az a geometria. Harom egyetemi geometria oktatot kérdeztiink
meg arrdl, hogy 6k mit értenek ma geometria alatt: Dr. Csikos Balazs habilitalt egyetemi
docenst, az ELTE TTK Geometria Tanszék vezetdjét, Dr. Nasz6di Marton szintén habilitalt
egyetemi docenst és Dr. Muzsnay Zoltant, habilitalt egyetemi docenst, a Debreceni Egyetem

TTK Geometria Tanszék vezetdjét.

Csikos Balazs a linedris algebra és a geometria 6sszekapcsolasat tekinti kiemelkedden
fontosnak. Azt, hogy a determinansra gondolhatunk tigy, mint egy lineéris leképezésre a tér
folott, vagy példaul a matrixszal vald szorzasra tekinthetiink Ugy, mint egyfajta
transzformdaciora. Lényegesnek tartja azt is, hogy lassuk, hogy az algebrai egyenleteket 6ssze
lehet kapcsolni geometriai alakzatokkal. Erre egy kézenfekvo példa a linearis programozas,
ahol van sok-sok egyenl6tlenségbdl allo rendszer, és a maximalizalas a feladat: ilyenkor
nekiallhatunk szdmolgatni, de valdsziniileg egyszeribben megoldhaté a feladat, ha latjuk,
hogy az egyenldtlenségekre gy is gondolhatunk, mint félsikokra vagy félterekre, és azoknak
a metszetét keressiik. Meg kell érteni a feladathoz kapcsol6do geometriai képet.

Naszodi Marton hasonloképpen gondolkozik a geometriai szemléletrél, megértésrol.
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Szerinte is az Osszefliggéseket kell latni: azt, hogy az alakzatokhoz kapcsolhatd algebrai
egyenlet, és az, hogy valaki az algebrai egyenletet 6ssze tudja kotni adott alakzat képével, az
egy fontos képesség. Ne csak mint formalis egyenletet ldssa, hanem lassa, hogy geometriailag
az milyen ¢l6lény. Amikor példaul egy tobbvaltozds fliggvénynek tanulja a didk az érintdjét,
akkor lassa, hogy ott egy geometriai vektorfogalomrdl van sz6, illetve egy érintdsikrol.
Muzsnay Zoltdn egy masik nézdpontot képvisel. Az elézbdekkel ellentétben 6 pont
azokat a tulajdonsagokat, mennyiségeket emelné ki, amelyek paraméterezéstol, koordinata-
rendszertdl fiiggetlenek. Ahogy Einstein is megfogalmazta, a fizikai térvények igazabol
geometriai tulajdonsagok, és egy torvény nem fiigghet viszonyitasi rendszertdl, koordinata-
rendszert6l. Azokra a geometriai tulajdonsadgokra, Osszefiiggésekre, jellemzokre helyezné a

hangsulyt, amik nem fiiggenek attol, hogy milyen segédeszkodzt hasznalunk.

A célunk alkotni egy (vagy tobb) olyan tesztet, ami megfelel ezen szempontoknak,
ennek az ismeretrendszernek, geometriai kulturanak. Ahogyan az interjuk alapjan is lattuk, a
geometria nagyon sokrétii, mas teriileteken mason van a hangsuly, és éppen ezért nehéz lenne
egy tesztben minden szempontot egyszerre figyelembe venni. Tovabba a fentieken tul
szeretnénk egy térbeli tesztet is 1étrehozni az Usiskin-féle teszt mintajara, ugyanis azt tobben
hianyoljak. Egy meggy6z6 érv a térbeli teszt megalkotasa mellett az a tény, hogy a téri
szemlélet szorosan Osszefligg a matematikai képességgel, ennek kiinduldé pontja Dehaene
harmas kodolas modellje (Dehaene 1992). Ezt nem ugy gondoltuk megtenni, hogy kitalalunk
néhany kérdést és a teszt maris kész, hanem figyelembe vessziik, hogy mit mondanak a
geométerek. Az ez alapjan készitett tesztet kitoltetjiik, majd megnézziik, hogy standard vagy
az Usiskin-féle teszttel megegyez6 eloszlast kapunk-e, megfelel6-e az elvarasoknak,
modositjuk, ha kell, és ha kész, akkor még tobb emberrel kitdltetjiik. Igaz, ez egy nagyon
hosszu folyamat, de a mai modern kutatdismodszertan illetve pszichologia megkivanja. Mi
ebben a dolgozatban csak néhany kérdést allitottunk ossze. Amit at kell gondolni az az, hogy
ezek az algebrai tipust, koordinatarendszeres feladatok kiknek valok, kik azok, akiknek
kiadhatok. Szemmel lathato, hogy az ) NAT nem kdveti ezen kérdések szemléletét (3),
ugyanis nincs egy éve, hogy a kor egyenlete mar nem része a tantervnek. Bar tavolsagot kell
szamolni a Pitagorasz-tétel alapjan a NAT szerint, a kor egyenlete még sem tananyag. Kérdés
az, hogy ezekkel a tesztkérdésekkel tényleg geometriai megértési szinteket mérniink-¢, illetve
azaltal, hogy nem koveti a NAT-ot, a valosagtol elrugaszkodott-e vagy sem a tesztkezdemény.
Azt gondoljuk, hogy ha egy orszdgban kialakul egy kovetelményrendszer, az nem jelenti azt,

hogy minden matematikai tartalom kelld formaban és mértékben van feldlelve. Ha
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megnézziik, hogy Németorszdgban nem tanitanak szamelméletet, viszont a derivalas a
tananyag részét képezi, akkor észrevessziik, hogy az egyes orszagok nagyon kiilonb6zo
oktatasi kultaraval rendelkezhetnek. Eppen ezért egyaltalan nem biztos, hogy mindenkinek
ugyanaz a teszt vald. Senki ne essen kétségbe, ha az ¢ didkjai nem irjak meg jol akar ezt a
tesztkezdeményt, akar az Usiskin-féle tesztet, mert nem kétségbevonhatatlan, hogy ugy kell

tanitani a didkot, hogy egy Van Hiele teszten jol szerepeljen.

5.5 Javaslat tesztkérdésekre

Az aldbbiakban a késziilo tesztek par lehetséges kérdésére kozliink példakat. A tesztkérdések
kozott szerepelnek az algebrai Osszefiiggéseket eldtérbe hozod kérdések, valamint a

»geometriaibb” szemléletet hangsulyozo kérdések is.

Az aldbbi kérdések mindegyike az R* euklideszi térre vonatkozik.
1. Adott két egyenes. Melyik allitas igaz az alabbi allitasok koziil a helyzetiikre?

(a) Mindig metszok.

(b) Mindig parhuzamosak.

(¢) Mindig metszdk vagy parhuzamosak.

(d) Nem mindig metsz6k vagy parhuzamosak.

(e) Vagy egy vagy nulla pontjuk kozds.

2. A kocka lapjainak sikjai részekre osztjak a teret. Melyik hamis az alabbi dallitdsok

koziil?

(@) Nincs olyan térrész, ami tartalmaz egyenest.

(b) Van olyan térrész, ami nem tartalmaz félegyenest.

(c) Van olyan térrész, ami tartalmaz félegyenest.

(d) Nincs olyan egyenes, ami legaldbb it térrészbe belemetsz.

(e) Egy kocka egy lapkdzéppontjan atmend egyenes legaldabb hdarom térrészbe

belemetsz.
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3. Legyen u € R paraméter! Tekintsiik az aldbbi egyenletet: (a — u)? — b? = 5.

Melyik allitas igaz az alabbiak koziil?

(@) Minden a € R-hez létezik olyanb € R, mely kielégiti az egyenletet.

(b) Van olyan u érték, amire a fenti egyenletnek nincs megolddsa.

(c) Minden u értékre végtelen sok olyana, b szampdr létezik, mely kielégiti az
egyenletet.

(d) Rogzitett b € R-hez végtelen sok a € R érték létezik, amely kielégiti az
egyenletet.

() Minden b € R-hez egyértelmiien létezik a € R, mely kielégiti az egyenletet.

4. Legyen adott egy ABC derékszogii haromszog, befogoi:a,b € Q, dtfogdja c € Q,
teriilete T. Az ABC hdromszogbdl kozéppontos nagyitdssal kapjuk az A'B'C' haromszoget
(oldalai: a, b € Q, teriilete T', m,." a c'-hoz tartozé magassag). Mely dllitds igaz az aldbbiak

koziil?

(@) d',b" € Q, viszont ¢’ nem mindig raciondlis.
(b)a',b',c'eQ

©TeQ

(d) a’,b" € Qvagy ¢' ésm,." € R.

(e) a’ és ¢' nem lehet egyszerre raciondlis.

5. Adott az x2? + y? = 7egyenlettel megadott pontok halmaza: H. Melyik allitds hamis

az alabbiak koziil?

(a) H tartalmaz egyenest.
(b) H-ba a tér minden egyenese belemetsz, melynek van olyan pontja, hogy x,y
koordinatara x* + y? < 7 teljesiil.

(c) Van olyan egyenes, melynek minden x, y koordindtdjara igaz, hogy x* +
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y2=7.
(d) A H halmaznak lehet pontosan egy kézos pontja egy egyenessel.

6. x> — 2x + y? — 2ay + z%> + 6z = —10 ahol a € R. Mely dllitds(ok) hamis(ak) az
alabbiak koziil?

(@) Minden a esetén van olyan x,y, zszamharmas, amely kielégiti az egyenletet.
(b) Van olyan a, amire végtelen sok megoldasa van az egyenletnek.
(c) Van olyan a, amire pontosan egy megolddasa van az egyenletnek.

(d) Minden z, a-ra van olyan x, y szampar, mely kielégiti az egyenletet.

7. Tekintsiik a kovetkezé egyenletrendszert:
l. x2—2x+vy%?—4y + z% + 6z = aahola € Rés
. x+y+z=0
Mely allitas(ok) igaz(ak) az alabbiak koziil?

(@) Minden a-ra van megoldasa az egyenletrendszernek.

(b) Minden x, y szampar esetén van olyan z, a, mely kielégiti az egyenletrendszert.
(c) Minden a -ra végtelen sok megoldasa van az egyenletrendszernek.

(a) Nincs mindig megoldasa az egyenletrendszernek, de ha van, akkor végtelen sok

megoldasa van.

6. Osszefoglalas

Dolgozatunkban a magyarorszdgi matematika-és matematikatanar szakos hallgatok
geometriai megértési szintjét vizsgaltuk a Van Hiele modell segitségével. A Van Hiele-
elmélet tekintélye széles korben elismert a nemzetkdzi szakirodalomban, hasonldéan a ra
alapuld mérés, amely 1982-es megalkotdsa ota a mai napig gyakorta alkalmazott. Azonban a
teszt magasabb, egyetemi szinten vald alkalmazhatdsdganak vizsgalata nemzetkdzi szintéren
is hianypotlo vallalkozéas. Kutatdsunk soran az ELTE els6éves matematika alapszakos

valamint els6éves matematika tanarszakos hallgatoival toltettiik ki az Usiskin-féle tesztet.
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A tesztet a kisérletben résztvevo minden didk két alkalommal toltotte ki, egyszer a tavaszi
félév elején, egyszer pedig ugyanazon félév végén. A két kitoltés kozott mind az alap- mind a
tanarszakos hallgatok elvégezték elsé egyetemi geometriakurzusukat, az alapszakosok
Geometrial, a tanarszakosok Bevezetés a geometriaba cimen. Korabban mar megallapitottuk,
hogy a NAT ¢és a kerettanterv kovetelményei alapjan egyértelmiien behatarolhat6, hogy a
didkok a kozépiskola évei folyaman mely szintek eléréséig kellene eljussanak, megvizsgaltuk
¢és megallapitottuk azt is, hogy a tanuldk valds teljesitményei azonban lényegesen ezen szintek
alatt vannak. Ezek alapjan a kozépiskolaba belépd elvart szint a 3., a kilépd pedig a 4., igy az
volt a feltételezésiink, hogy a felmérésiinkben résztvevé matematika teriiletén tovabbtanulo
hallgatok mar mind legalabb a 4. szinten vannak, a geometriakurzus elvégzése utan pedig akar

az 5. szintet is elérhetik.

A tesztek eredményei alapjan azonban a 4. szinten csak elhanyagolhaté szamu hallgatd
allt, a legtobben a 3. vagy az 5. szintet érték el. Sajat eredményeink is alatamasztottak az
Usiskin 4altal és a szakirodalomban azota is tobbszor megfogalmazott kétséget arra
vonatkozoan, hogy a teszt kérdései valoban jol mérik-e az 5. szintet. Erre tovabbi
bizonyitékként szolgdl az a tény, hogy a hallgatok kozott sok olyan volt, aki a 4. szintet nem
érte el, viszont az 5. szint kérdéseire jol tudta a vélaszt; ez pedig a szintek alapvetd
tulajdonsaganak, az egymasra ¢épiilésnek is ellentmond. A geometriakurzus elvégzése utan
pedig azt tapasztaltuk, hogy altalanosan érdemi fejlodés a szintek alapjan nem tortént a
tanulok geometriai megértésében, ennek okaként pedig a Van Hiele elmélet kommunikacios
részével egybehangzoan azt feltételezziik, hogy az oktato altal feltételezett hallgatoi megértési
szint magasabb, mint a didkok valos eredményei, hiszen az ismert elméletek alapjan a tanitasi
folyamat akkor lehet sikeres, vagyis akkor jarulhat hozza eredményesen a tanuld
gondolkodasi és problémamegoldd készségének fejlesztéséhez, ha az oktatd a hallgatok valos
megértési szintjének megfeleléen alakitja kommunikéaciojat. A Van Hiele elmélet részét
képezi az a meggondolas is, hogy a kiilonb6zd szinten 1évd egyének ,.kiillonbozd nyelvet
beszélnek™, tehat nem értik meg, vagy nem fogadjak el egy masik szinten 1évé indoklasait.
Ezaltal a feltételezett és a valds szintbeli kiilonbségek kommunikacids akadalyokhoz, majd a

tanitasi folyamat meghitsitasahoz vezethetnek.

Annak érdekében, hogy megallapithassuk, valoban a NAT altal elvart 8.osztalyos szinten
van-e a matematika szakos hallgatok jelentds része, teszteltiik a teszt eredményeit €s a
hallgatokkal interjukat készitettiink. Megfigyelhettiik, hogy minden olyan tanulds, aki nem

teljesitett mindkét alkalommal 5. szinten, valdjaban 3. szinten all. Az interjuk eredményei
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alapjan azt mondhatjuk, hogy a Van Hiele elmélet egyetemi szinten sem vezet ellenmondasra,
az elmélet kommunikacios vetiilete is igazolddni latszik az egyetemistdk és az egyetemi
oktatok korében is, azonban az Usiskin-féle teszt az 5. szinten megbukott, altalanosan pedig

felfelé torzit.

Bar kutatasunk alatdmasztotta, hogy az elmélet egyetemi szinten sem vezet
ellentmondasra, az tovabbra sem bizonyitott, hogy a teszt a teljes geometriat lefedné. Ugy
gondoljuk, hogy felallithatok masfajta megértési szintek is, amelyek nincsenek
ellentmondasban a Van Hiele-elmélettel. Egy ilyen teszt készitésének elsd 1épéseként
megkezdtiik feltérképezni, egyaltalan mit is értiink manapsag geometrian. Elsé korben két
geometria tanszékvezetd és egy habilitalt docens véleményét kértiik ki arrdl, hogy mi igazan
fontos geometria teriiletén; a valaszaikban egyrészt az algebra és a geometria
Osszekapcsolasdnak képességét, masrészt a viszonyitdsi rendszertdl fiiggetlen geometriai
tulajdonsagok, Osszefliggések vizsgalatat emelték ki. Meggydzddésiink szerint ez két
kiilonb6z6 iranyzat, amelyek nem feltétleniil épililnek egymasra, ezaltal a megfontolasokbol
kiindulva két kiilonbozo teszt megalkotasa is lehetséges. Célunk ezen szempontoknak
megfeleld, valamint az Usiskin-féle teszt alapjan, egy annak szellemiségével rokon térbeli
teszt megalkotasa. Tudjuk, hogy a kész tesztek elérése egy rendkiviil hosszi folyamat,
azonban elindulva az uton mar megtettilk az elsé 1épéseket felé, valamint a dolgozatban

szerepel néhany eldzetes javaslatunk is a lehetséges tesztkérdésekre.

6.1 Onalld6 munkank 6sszefoglalasa

Miutan megvalasztottuk jelen dolgozatunk témajat, (a Van Hiele modell tesztelése magyar
didkok korében) mivel Magyarorszagon a Van Hiele teszt alkalmazéasara nemigen volt példa,
korabbi TDK dolgozatunk (Bursics—Fehér—Muzsnay 2016) soran megszereztiik az eredeti
Usiskin-féle teszt jogait, azt kovetden pedig a csapat aktivan részt vett a teszt magyarra
forditdsdban, ezzel létrehoztuk tan az els6 magyar Van Hiele szintek mérésére szolgalod
tesztet. Ezutan lesziikitettiik témank és megfogalmaztuk a kutatdsi célt, — vagyis elsokeént
terveztiik megallapitani a Van Hiele szinteket matematika szakos egyetemistak korében,
valamint szintén hianypo6tlo modon a Van Hiele teszt tesztelése magasabb megértési szinteken

volt célunk — majd megterveztiik magat a kutatast.

Eldszor, 2016 tavaszi félévének elején és végén 65 az ELTE matematika alapszakjan

hallgaté diakkal kitoltettiik a tesztet, majd 2018 tavaszi félévének elején és végén ezt
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megismételtiik 1 51 tanarszakos hallgatd korében is. A teszteket az alapszakos hallgatokkal
papir alapon, mig a tanarszakosokkal az Edubase online rendszer segitségével toltettiik Ki.
Ertékeltiik a vélaszokat, ezek alapjan megallapitottuk a didkok teszt szerinti Van Hiele
szintjét. Ezutdn a kapott adatokat Osszevetettiik ¢és elemeztilk, ezek alapjan pedig

megallapitottuk a teszt kritikus részét.

Miutén értékeltiik a teszt eredményeit, tovabbra is fenntartottuk a kapcsolatot a kutatdsban
részt vevd hallgatokkal, a teszteken elért eredmények alapjan kivalasztottuk az interjuk
alanyait. Megfogalmaztuk az interjukérdéseket, ezt kovetden pedig levezettiik az interjukat. A
hallgatok valaszaibol megallapitottuk a hallgatok valéos Van Hiele szintjét, és kiemeltiik az
interjiik 1ényegi mozzanatait. Osszevetettiik az interjuk eredményeit a teszt eredményeivel, és
ez alapjan mar bizonyitottan ki tudtuk jelenteni, hogy a teszt nem méri jol az 5-0s szintet.

Ennek orvoslasara megfogalmazodott benniink egy 0j teszt megalkotasara vald torekvés.

Megtettiik az elsd [épéseket a teszt megalkotdsa felé, nagy szakmai tekintélyii
geométereket kerestiink fel azzal a kérdéssel, hogy mi ma a geometria lényege. Mint ahogy a
Van Hiele elmélet felallitisa és Usiskin tesztjének megalkotasa Ota a vildg is rengeteget
valtozott, ugyaniigy mara a geometria lényege sem egyezik meg azzal, ami hatvan vagy
harminc évvel ezeldtt volt, igy az Uj teszt szakmai megalapozottsigahoz valoban
elengedhetetlen ez a kérdés. A geométerek javaslatain elindulva megkezdtik az 10j teszt

tervezését, ezek alapjan alkottunk meg par lehetséges tesztfeladatot.

A dolgozat megirasaig kutatasunk eredményeit a kovetkezd helyeken ismertettiik:

1. Matematika ¢s Informatika Didaktikai Kutatasok Konferencia, Budapest, 2017.: A

geometriai szemléletmdd fejlédése. (Muzsnay Anna, Szabd Csaba)

2. Eldadas tartdsa meghivott el6adoként: Széchenyi Istvan Egyetem Alkalmazott
Matematika Tanszék, Gy6r, 2017.: A geometriai szemlélet fejlédése és nemfejlédése az

egyetemen. (Bereczky-Zambo Csilla, Muzsnay Anna, Szabd Csaba, Szeibert Janka)

3. El6adas tartasa meghivott eldadoként: Pavlov Jozef Safarik University, Kassa, 2017.:
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1. Bevezetés

,»A tanulok matematikai fejlddése €s a tanulasi folyamat soran alapvetd, hogy ki tudjak
valasztani ¢és alkalmazni tudjdk a természeti és tarsadalmi jelenségekhez illeszkedé modelleket,
gondolkoddsmodokat (analdgias, heurisztikus, becslésen alapuld, matematikai logikai,
axiomatikus, valoésziniiségi, konstruktiv, kreativ stb.), modszereket (aritmetikai, algebrai,
geometriai, fiiggvénytani, statisztikai stb.) és leirasokat. Ugyanakkor fontos a modellek
érvényességi korének és gyakorlati alkalmazhatdsdganak eldontését segitd készségek
kialakitasa, valamint az ezeket megalapozo képességek fejlesztése.” (NAT, 2012)

Dolgozatunk témaja a matematikatanar szakos hallgatok probléma-felvetési, probléma-
alkotasi képességének vizsgalata. A problémafelvetés, ahogy lattuk, mint kompetencia
megjelenik a Nemzeti Alaptanterv kovetelményei kozott, elsésorban, mint a valos életben
megjelend probléma egyszertisitése egy megoldhatd formara, amihez hozz4 tartozik még annak
ellendrzése, hogy az igy kapott eredmény alkalmazhato-e a valodi feladat/probléma
megoldasara. Ha ez egy didktol elvarando, akkor még inkabb elvarandd egy matematika
tanartol. Kiilondsen igaz ez amiatt, hogy a magyarorszdgi matematikaoktatas koztudottan
problémakozpontd, az altalanos- és kozépiskolai matematikaoktatds egyik kozponti célja a
probléma-megoldési képesség fejlesztése.

A 2018-ban az EU altal els6dlegesen megjelolt (Niss, 2015) (és a NAT-ban is szerepl0)

8 matematikai kompetencia koziil kettét emelnénk ki, melyek a mi kutatasunk szempontjabol a

leginkabb lényegesek. Ezek a kompetencidk a kovetkezok:



(3) A matematikai problémamegoldas: felismerni, megfogalmazni és osztalyozni a
problémakat; Onalléan alkotni problémékat; ellendrizni, értékelni a probléma-megoldasi
folyamatot; stratégiakat/sejtéseket alkotni; megoldani kiilonb6z6 fajta problémakat (valtozatos
kontextusban, a matematikan kiviilieket is, nyilt végiieket is)

(4) A matematikai modellalkotas: leforditani a matematika nyelvére a kiilonb6z6
teriiletekrdl vett problémakat; a modellen beliil dolgozni; az eredményeket visszaforditani az
eredeti kontextusba; megmutatni a kiilonbséget az adott problémaszituacié és a matematikai

modellje kozott.

A modellezési feladatok mind szoveges feladatok és a legtobb szoveges feladatnak is van
modellezési jellege. Ebben a cikkben problémafelvetésen elsdsorban szdveges probléma-
felvetést és modellezéshez kozel allo probléma felvetést értiink. A szoveges feladatoknak
Kiterjedt szakirodalma van (Blum & Niss 1991; Boaler 1993; Cooper & Dunne 2000, Palm
2006). Ezek a kutatasok szoveges feladatokat tobbféle szempont alapjan osztalyozzak, pl.
nyitottsag, Osszetettség, szovegezés, Dbeoltoztetettség, érdeklddés, valdsagtartalom,
sztereotipidk, iskolan kiviili tartalom, kognitiv tevékenység, megoldhatdsag, kiilonb6zé nemek
feladatban elért eredményessége, fejlesztett kompetenciateriiletek. (BereczKy-Zambo,
Muzsnay, Szeibert 2017). Mi ebben a kutatasban az Osszes ilyen szempontnak megfeleld

feladatot figyelembe vessziik.

Egy fontos szempontja a problémafelvetésnek az, hogy 0j problémak keletkezzenek. (Singer,
2011.) A régi problémak, bar akkoriban megfeleltek a kovetelményeknek, elavulhatnak.
Elavulhatnak a témaik miatt, elavulhatnak a matematikai tartalmuk miatt, és az is lehet, hogy
bizonyos feladatok eleve nem jo feladatok voltak. Gyakran emlegetik Palm pékséges feladatat
(Palm, 2006), amiben piskotatekercs térfogatara illetve eladasi gyakorisagara kérdez ra. Ha
belegondolunk, mennyire senkit nem érdekel az elsé feladat és senkinek nincs kedve
kiszamolni...vagy esziinkbe jut a vicc, hogy csak egy matekfeladatban fordulhat eld, hogy
valaki vesz 89 db gorogdinnyét... Napjainkban valik elavulttd az a feladat, hogy
hanyféleképpen lehet kilyukasztani egy BKV — vonaljegyet, hiszen alig van mar néhany
villamosvonal, ahol hagyomanyos 3x3-as lyukaszto miikodik. Problémakra tehat sziikség van,

és 1) probléma csak gy sziiletik, ha azt valaki felveti.

A problémafelvetés vizsgalata és gyakorlata 0j lendiiletet kapott, amikor 1994-ben Silver
(Silver, 1994) osszefoglalta a problémafelvetéssel foglalkozo6 addigi kutatasokat. Ezek alapjan

¢és segitségével tobbféleképpen osztilyozza a problémafelvetés lehetséges modjait. Ezutan a



cikk utan szamtalan olyan munka jelent meg, amelyeknek 6 célja kiillonb6z6 taxondémidk,
szempontrendszerek felallitaisa a problémafelvetés leirasara, illetve a sztenderdizalhato

elnevezések bevezetésére valo torekvés.

Ilyen példaul Silvertél magatol az a cikk (Silver, 1995), amelyben az alapjan osztalyozza a
probléma-felvetést, hogy probléma-megoldas eldtt, alatt, vagy azt kdvetden megy e végbe.
Stoyanova (1998) harom kategodriat kiilonbozet meg az alapjan a szempont alapjan, hogy
mennyi ¢s milyen jellegli megkotés van a kitlizendd problémat illetéen. Az elsd kategoria: 1j
probléma felvetése egy mar megoldott problémara alapozva, a masodik: kérdések feltevése
megadott torténet vagy feltételek alapjan, a harmadik, legtagabb kategoria: probléma kitlizése
tartalmi megkotés nélkiil, a célkdzonségre fokuszalva, azaz gy, hogy problémamegoldok egy

bizonyos kore szamara legyen érdekes az adott feladat.

Leendd tanarok é€s tanitok probléma-felvetési képességét is tobben vizsgaltak Péld4ul Patdkova
(2013) a matematikatanarokat, mint problémakitizoket harom tipusba sorolja: ujonc, szakértd
¢s specialista. A mi szemszogiinkb6l a szakért6 a legfontosabb kategoria. Azokat sorolja ide,
akik gyakorlott problémafelvetdk, de nem rendszeresen gyakoroljak ezt a tevékenységet. A
cikkbdl kideriil, hogy ilyet keveset taldlunk, pedig optimalis esetben a tandrok tobbségének
(legalabb) ebbe a kategoriaba kellene tartoznia. A szakértok legfobb jellemzdje ugyanis, hogy
tevékenységiik minden szempontbol tudatos. Altalaban tudjak elére, hogy kell kinéznie egy
problémanak, nagyon széles az eszkdztaruk, magas mércéket allitanak maguk elé és azokat el
is érik. Ezért kézenfekvd, hogy szakértd szintli feladatkészitok képzése lenne a cél a matematika
tanarképzés soran. A tanarok ¢€s leendd tanarok korében a probléma-felvetés képességét
elsésorban tanitok és altalanos iskolai tanarok korében vizsgaltak. Olsana & Pelczer (2015) az
1990 és 2012 kozott, tanitd szakosok matematika moddszertan oOrdin torténd probléma-
felvetésével kapcsolatos kutatdsokrol nyujt attekintést. Ok példaul harom kategériaba soroltak
az altaluk vizsgalt cikkeket: problémafelvetés, mint a tanitasi tevékenység szerves része, mint
attol fiiggetlen tevékenység ¢€s mint kutatdsi eszkdoz a tanitd szakosok tudasdnak é&s
elképzeléseinek vizsgalatdhoz. Az altaldnos iskolai tanarnak késziild hallgatok probléma-
felvetési képességeit targyalja Leung (1994). Ugynevezett probléma-lancok segitségével arra a
megallapitasra jutottak, hogy azok, akik magasabb pontszamot értek el a kisérlet soran kitoltott
matematika tudasméro teszten, sokkal strukturaltabb, rendszerezettebb folyamat soran alkottak
feladatokat, mint matematikabol gyengén teljesitd tarsaik. Olvashatunk elemzéseket arrdl is,
hogy kiilonb6zd, feladatmegoldasban ¢és —kitlizésben rutinos matematikusok és tanarok

feladatkészitési technologiai mennyire kiilonboznek, illetve hogy milyen mértékli €s jellegii



kreativitast kivain meg a versenyfeladatok megalkotasa. Kontorovich ¢és Koichu (2012) tobb
esettanulmanya azt vizsgalja, hogy ezekben a feladatkitlizOkben milyen, egymadssal
0sszefon6do kognitiv és érzelmi folyamatok jatszanak iranyit6 szerepet a feladatkitiizés soran,
példaul min mulik, hogy egy feladatkitiizOben egy feladat kitlizésekor megjelenik-e a felfedezés
vagy az Ujdonsag érzése. Egyik esettanulmanyukban az interju soran azt mondja a tanulmany
alanya, hogy ha kérnek téle egy kitlizott feladatot, akkor az egyik kedvenc tételét felidézi és
annak alkalmazasara ir egy feladatot. Jo lenne, ha minden matematikatanar és feladatkitliz6 ezt
ilyen konnyedséggel tudna csinalni, amihez elengedhetetlen a biztos szakmai tudas. A
szaktargyi tudds ugyanis erdsen Osszefligg a tandri hatékonysaggal. A szamos lehetséges
szempont koziil Poulos (2017) a feladatkésziték pedagdgiai célkitlizéseit vizsgalja kutatasai
soran. Eredménye szerint négy, szorosan 0sszefliggd pontban fogalmazhatok meg ezek a célok:
Az els6: lehet6séget adni a didkoknak igazi, mély matematika tanulasara. A masodik:
megerdsiteni a diakok pozitiv hozzaallasat a matematikahoz. A harmadik: szellemi kihivast

allitani a tanulok elé. A negyedik: meglepni a hallgatokat.

Christou et al (2005) a korabbi szakirodalmi szempontok Osszefésiilésével, a
problémamegoldas és problémafelvetés kozben végzett tevékenységek osztalyozasa és
vizsgalata alapjan dolgozta ki empirikus taxonomiajat. A taxondémia magaba foglalta a
kovetkezOket: mennyiségekre vonatkoz6 informéciok kivalasztasa és kezelése, mennyiségekre
vonatkozo6 informaciok megértése jelentés tarsitdsdval, mennyiségre vonatkozé informaciok

mas formara valo ,,forditasa".

Kognitiv szempontbol is tobbféleképpen osztalyoztdk a problémafelvetést, példaul a
felhasznalandé matematikai szamolasok mélysége szerint (Cai,1995), illetve a tanar altal
megadandd reprezentaciok szerint. (Cai, 2005). Ide tartozik még a problémafelvetés
orszagonkeént kiillonb6zd kulturalis hattere, amelyet vizsgaltak Kindban és Amerikaban (Cai &
Lester, 2005), Japanban (Hashimototo & Sawada, 1984) és Finnorszagban (Pehkonen, 1995).
(Singer et al, 2011) Torokorszagi kutatasok példaul azt mutatjak, hogy a leendd tanarok
altaldban szokvanyos problémakat tiiznek ki. Ujitani nem mernek és attol is tartanak, hogy nem

tudjak megoldani a sajat maguk altal kitlizott problémakat. (Lavy & Shriki, 2007)

Lathato, hogy sokan foglalkoztak a problémafelvetéssel, és ahanyan voltak, annyiféleképpen
tették ezt. Mas-mas szempontokat vettek figyelembe, amik nehezen flizhetdk 6ssze egy nagy,
Osszefoglald képpé és rendszerré. Egy egységes nyelvezet megfogalmazasat tlizi ki célul

(Kontorovich & Koichu, 2012) ahol arra dolgoznak ki egy szempontrendszert, hogy milyen



alapon lehetne kidolgozni a problémafelvetés mdodszertanat. Mi ehhez a kutatashoz szeretnénk

hozzajarulni egy 01j megkdzelitéssel.

A magyarorszagi feladatkultiira magas és szertedgazo, a matematikatanitas problémakdzpontu.
A magyarorszagi feladatkultira erésségét jelzi a szamtalan matematika-verseny, amelyeken
évente tobb ezer diak vesz részt. Nem csoda tehat, hogy a magyarorszagi problémafelvetésre a
fenti osztalyozasok egyike sem megfeleld, mert vagy til egyoldald, vagy tal altalanos. Mi azt
probaltuk megvizsgalni, hogy (Kontorovich & Koichu, 2009)-hoz hasonld erés szakmai
hattérrel (Patakova, 2013) szerinti kategoriak alapjan legalabb szakért6 kategoriaban (Poulos,
2017) szempontjait tekintetbe véve képesek-¢ a magyarorszagi tanarszakos hallgatok problémat

felvetni, figyelembe véve a magyarorszagi viszonyokat. A kovetelményrendszer elég erds.

Kisérletiinkben az egyik 6 vizsgélt szempont az egyetemi tudas alkalmazasa volt: tudnak-e az
egyetemi tudas felhasznalasaval feladatot késziteni. (Kontorovich & Koichu, 2012)-vel
Osszhangban a problémafelvetést, mint a probléma-megoldas egy specidlis fajtajat is
vizsgalhatjuk, igy az a kérdés, hogy a kordbban megszerzett tudast erre a specialis tipust
feladatra tudjak-e alkalmazni. A masodik vizsgalt szempont az volt, hogy tudnak-e feladatot
késziteni rogzitett témakorben, amelyet a kurzuson elhangzott feladatok ¢s elméleti anyag adott
meg ¢és alapozott meg. A vizsgalat harmadik szempontja az volt, hogy tudnak-e kiilonb6z6
szintli feladatokat késziteni, ahol a szint mind korosztalybeli eltérést, mind a korosztalyon beliili
tudas- és képesség szerinti differencialast jelenthetett. Roviden 6sszegezve tehat kisérletiinkben
azt vizsgaltuk, hogy a magyarorszagi tanarszakos hallgatok és doktoranduszok képesek-e

rogzitett hattérrel, rogzitett témakorben kiilonbozo szintli feladatokat késziteni.

A feladat a kovetkez6 volt: készitslink egy feladatsort az alabbiak alapjan:

e rogzitett elméleti tudas: az egyetemi kurzusok algebra és szamelmélet anyaga

e rogzitett témakor: lehetdleg kombinatorikai jellegli feladatok

e Ot-hat valaszthatd kiillonboz6é szint 5. osztalyos gyakorlo feladattol a 12. osztalyos
versenyfeladatig.



2. Kisérlet

A kutatas megvalositasanak eszkoze egy 0j kurzus meghirdetése volt a 2016/2017-es tanév
tavaszi félévében ,,Az algebra alkalmazasai kdzépiskolai feladatokban™ cimmel. A résztvevok
koz¢ elsésorban elit harmad- és negyedéves hallgatokat vartunk, illetve a Matematika Doktori

Iskola Didaktikai Programjanak doktoranduszait.

A kurzusnak, mint tanegységnek két fo célja volt. Az egyik a feladatmegoldasrol, a masik a

feladatkészitésrol szolt.

Cél volt, hogy a résztvevok képessé valjanak annak eldontésére, hogy egy adott kozépiskolai
feladat — kiilonos tekintettel az orszagos és nemzetk6zi versenyek nehéz feladataira —
megoldhat6-e magasabb szintli algebrai eszk6zokkel. Amennyiben ilyen megoldés létezik,
akkor azt meg is talaljak és a benne szerepld absztrakt algebrai gondolatokat le tudjak forditani
,,ko0zépiskolai nyelvre”. A kurzus masodik f6 célja az volt, hogy a hallgatok maguk is tudjanak
absztrakt algebrai eszk6zok segitségével olyan altalanos- és kozépiskolai problémakat felvetni,
amelyek megoldasanak hatterében absztrakt algebra all, de megfelelden ,,leforditva” anélkiil is

megoldhat6 a feladat. Ez utobbi volt a kisérletiink f6 célja.

Irdnyitott tematikaju feladatok készitését szerettiik volna latni a résztvevéktél. igy maganak a
kurzusnak a kutatds szempontjabol tovabbi fontos szerepe volt, hogy a tematikat megadja, és a
diakok talalkozzanak inspiracioként és etalonként szolgald feladatokkal. Emellett (foként
versenyfeladatokbol) helyben megoldando feladatok €s beadando leckék is szerepeltek a kurzus

anyagaban.
A Kurzus orait harom tipusba sorolhatjuk.

1) tisztan szakmai orak, ahol a hatteret és tematikat megadd egyetemi tananyag leadasa
tortént meg.

2) szakmai alapokkal megoldhatd feladatok megoldasaval toltott orak. Itt altalaban
iranyitott feladatmegoldas tortént, azaz adott volt a didkok szdmara, hogy milyen
eszkoztarat kell hasznalniuk.

3) Versenyfeladatok megoldasa

A kurzus az Algebra és Szamelmélet 1-4. kurzusok anyagara épiilt. (Ld.: Fiiggelék.). A kurzus

szempontjabol az Algebra és Szamelmélet 1 és 3 kurzusok témakorei, illetve az Algebra és



Szamelmélet 4 utolsé néhany témakore voltak a legfontosabbak. A fébb témak, fogalmak,
amelyek ismeretére a kurzus épitett: dimenzidé fogalma, generator és fiiggetlen vektorrendszer,
bazis, foként véges (prim) elemszamu test felett, tobbvaltozds polinomok, szamelméleti
fliggvények, rend; és természetesen a linedris egyenletrendszerek megoldéasa, a megoldasok
szdma ¢s az egyenletrendszer matrixdnak rangja kozotti kapcsolat, a megoldashalmaz
jellemzdi. Fontos megjegyezni, hogy a bilinearis és kvadratikus alakok és a skalarszorzat nem

szerepelnek a matematikatanar szak tematikajaban.

A kurzust végiil két PhD hallgat6, 6t negyedéves €s négy harmadéves tanarszakos vette fel és
egy Erasmus hallgaté Ujvidékrdl, Vajdasagbol. Ez azért fontos, mert a PhD hallgatok mér
régebben végezték az egyetemet, a szakmai anyagot fel kellett frissiteniiik. A szakmai anyag
elsO- és harmadév elején szerepel, azaz a harmadéves hallgatoknak az algebrai rész a frissen
szerzett tananyag, a negyedévesek pedig egy éve tanultak. A szamelmélet és klasszikus algebra
tananyagot a harmadévesek egy éve tanultak, a negyedévesek régebben. A tanulas ota eltelt 1d6
jelenthet akar felejtést, akar iilepedést. A kurzus elsGsorban a kisérlet céljait szolgalta, ezért a
kurzus tematikajara a nagymértékli rugalmassag volt jellemz6. A kurzus eldadodja kérésre

barmilyen elméleti vagy gyakorlati kérdés, szakmai anyagot vagy feladatot ujra elmagyarazott.

Kiindulasul a sor-és oszloptiindéres feladat (Palotay & Pozsonyi, 2013), illetve a brazil

matematikai olimpiai csapat egyik szamelméleti feladatsora szolgalt.

Mivel a kurzus célja eléggé Osszetett volt €s 1) feladatok megalkotésa is szerepelt a feladatok
kozott, az osztalyzasi rendszert alaposan 4t kellett gondolni. Altaldban a magyar egyetemeken
vagy két zarthelyi dolgozat, vagy egy vizsgajegy alapjan kapnak jegyet a hallgatok. Egyik sem
volt igazan jol alkalmazhatd a mi kurzusunk esetében: Nem lehet elvarni, hogy megadott id6
alatt legyenek képesek a didkok feladatot alkotni, problémat felvetni. Az adott 1d6 alatt lezajlo
vizsgék, dolgozatok magas szintre fejlesztett modszereket és begyakorlast kovetelnek. Egy
otthon megirando ,,zarthelyi” tint a legjobb megoldasnak, a kovetkezd: ahhoz, hogy jegyet
szerezzen, a hallgaténak be kell adnia egy 4-7 feladatbol all6 feladatsort, amelyre az alabbiak

koziil az egyik igaz:

- minden feladat megold4sa ugyanazon az otleten alapul és minden feladat kiillonb6z6
szintli. P1. altalanos iskola, gimnazium 9-10. o., gimnazium 11-12. o., gyakorlofeladat,
versenyfeladat iskolai valogatora, versenyfeladat orszdgos verseny dontdjére.

- egy nehéz célfeladat (tetszOleges, de a feladatsort bead6 hallgatdé altal megadott

korosztalynak), egy ravezetdé feladatsorral. Itt megengedtik egy létez6 nehéz



versenyfeladat hasznalatat, ravezetéként pedig konnyebb vagy a probléma egy részét
lefedo6 feladatokat kellett késziteni, amelyek megoldésai vagy a benniik szerepld otletek

segitenek a célfeladat megoldasaban.

Mindkét tipust feladatsoron legalabb harom olyan feladatnak kellett szerepelnie, amit a szerzo
talalt ki, nem mas forrasbodl valogatta. Az utolsé opciora azért volt sziikség, mert a kisérlet eldtt
nem tudhattuk, hogy a kurzus résztvevéi képesek-e egy megfeleld nehézségii feladat

elkészitésére.

Mi most a fenti két tipusba tartozd, nagyobb Iélegzetvételli beadott feladatsorokkal
foglalkozunk részletesebben.

,INehéz lenne formalizalni, hogy mitdl j6 egy feladat. De ha mar elkésziilt egy feladat, akkor az

besz¢él magaért. Vagy maga ellen.” (Konstantinov, 1977).

Igaz ez a feladatsorokra is. amelyek kozott kiemelkedd a Fliggelék 2. feladatsora. Most mi
mégis megmagyarazzuk, mitdl jok ezek a feladatok. Nem csak azért jok, mert hasonlé oGtletet
igényelnek, mint az 6rdn elhangzott vezéranyag, hanem emellett fokozatosan nehezednek ¢és
1épésrol 1épésre vezetnek ra a célfeladatra. A kurzus tematikajaba beilleszkedik a feladatsor,
abbol a szempontbol is, hogy invariansokat kell hasznélni a megoldashoz. S6t, nem csak a
megoldashoz, hanem a feladat elkészitéséhez is — a kurzus célkitlizéseinek megfeleléen. Ezek
az invaridnsok hasonloak a kurzuson elhangzott invaridnsokhoz, de készitésiik tilmutat a
kurzuson bemutatott technikdkon. A finom torténelmi-irodalmi utalas valdsziniileg azért van

jelen a célfeladatban, mert a szerzéje matematika-torténelem szakos hallgato.

Most megmutatunk két olyan feladatsort, amik nem feleltek meg a kovetelményeknek. A
harmadévesek altal beadott elsé beadott feladatsorok mind ilyenek voltak, de a kurzus
hangulata és 1égkore annyira barati és kreativ volt, hogy mindenki pozitiv segitségnek fogta fel,
Fiiggelékben talalhato 3. feladatsor példaul egy ilyen feladatsor, amely egy jol ismert feladatra
épiil, a ,,szultan és bortondr, meg a 100 rab” problémara. Ez valéban kdzépiskolas szamelméleti
feladat, megoldhat6 egyetemi tudas nélkiil is. S6t, a legelegansabb a legegyszeriibb altalanos-
vagy kozépiskolai eszkozokkel (osztok parositasa) adhatdo megoldas. Sokkal elegansabb, mint
a szamelméleti fiiggvényeket hasznalé6 modszer, a feladatsor viszont az utdbbira vezet ra, ami
felesleges €s erdltetett. A hallgato altal masodikként beadott feladatsor més témarol szolt és mar

minden kdvetelménynek megfelelt.



A Fiiggelék 1. feladatsora egy nehéz versenyfeladat megoldasara vezet ra. Ezt a feladatsort egy
doktorandusz adta be. A feladatsornak az a hianyossaga, hogy az 1-2. feladatoknak csak
szovegezésében van koze a célfeladathoz, a mogottes matematikai tartalomban nem, mig az
utolsod elotti feladatok olyan mértékben vezetnek ra a célfeladatra, hogy mar nem jelent plusz
1épést annak megoldasa — azaz nem segitenek a megoldasban annak, aki nem tudja megoldani

a célfeladatot magat. Aki pedig meg tudja oldani, annak nem lennének sziikségesek.

Mind az orai tevékenységgel, mind az otthoni feladatsor-készitéssel kapcsolatban azt
tapasztaltuk, hogy 0Osszefiiggés van a hallgatok évfolyama és a teljesitményiik kozott. Az
otodéves hallgatok, akik mind az 5 félév Algebra és Szamelmélet kurzust teljesitették, az
Algebra és Szamelmélet 3-at mar egy évvel koribban befejezték. Igy az ¢ tudasuk sokat
kophatott — masrészt viszont iilepedhetett is. A negyedévesek, akik frissen fejezték be az
Algebra és Szamelmélet 3-at, még friss tudassal érkeztek — de nem is volt id0 arra, hogy

elmélyiiljon, igazan sszeélljon a fejiikben a tanultak rendszere.

A tapasztalat az, hogy ha felejtettek is az oOtodévesek, késziiléssel ezt konnyen tudtak
ellensulyozni, igy az eltelt egy év inkabb eldny6sen hatott. Ugyanis akik frissen tanultak az
Algebra és Szamelmélet 3 targy anyagat, azok nem tudtak ahhoz kapcsolodo feladatot feladni,
s6t megoldani sem. Ezek szerint az eltelt id6 rovidségének negativ hatdsa volt er6sebb, nem

érkeztek még el a Gestalt allapotba, igy nem tudtdk alkalmazni a tanultakat.

A doktoranduszok nem teljesitettek sem jobban, sem rosszabbul, mint a tobbi hallgato.
Erdsségiik volt a forraskutatds, jo érzékkel talaltak nehéz feladatokat, de példaul a fentebb
emlitett 3. feladatsor is egy doktorandusz elsé (gyenge) probalkozasa, amit tobbszori javitas

kovetett.

3. Osszefoglalas

Kutatdsunkban a matematikatanar szakos hallgatok és doktoranduszok feladatkészitési,
probléma-felvetési képességeit vizsgaltuk. A szakirodalom szellemének megteleléen
kidolgoztunk egy szempontrendszert, ami a fels6bb szakmai hattérre, a kiilonb6z6 szintli
feladatokra, a témakozpontusagra és a magyar feladatkultirara alapul. A kisérlethez
meghirdettiink egy kurzust az ELTE TTK felsObbéves €s doktorandusz hallgatdi részére,

amelynek végsé célja a problémafelvetés ezen szempontok szerinti vizsgalata volt. A
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kisérletben 11 elit hallgatd vett részt. Megallapithatd, hogy a szakmai hattérnek le kell
iilepednie, miel6tt valaki annak a segitségével feladatot tud kitlizni. Az elkészitett feladatok
minden esetben az egy-masfél évvel azeldtt tanult tananyagra alapultak. Megallapithato, hogy
a harmadévesek altal benyujtott feladatsorok elsd probalkozasra nem feleltek meg a kurzus
kovetelményeinek, a masodik alkalommal azonban mar igen. A felsébbéves hallgatok
feladatsorai minden szempont szerint jobban helyt alltak. A doktoranduszok inkabb 1étezd
feladatokhoz készitettek ravezetd feladatsort, amelyek tobb szempontbdl teljesitették, néhany

szempontbol nem teljesitették a feltételeket.

Azt gondoljuk, hogy a frissen szerzett tudds még nem elég alapos ahhoz, hogy egybdl
alkalmazzuk mas kornyezetben, mig a lelilepedett tudas hasznalhatonak bizonyult. A
doktoranduszok teljesitményére is probaltunk magyarazatot keresni. Az egyik lehetdség az,
hogy a tanari munkajuk alatt annyira kiestek az egyetemi matematikédbdl, hogy a felsébb
tananyag segitségével nem tudtak 0j, nehéz feladatot kitalalni. Egy masik lehetséges eset az,
hogy munkéjuk soran taldlkoztak olyan nehéz versenyfeladatokkal, amik megfeleltek a kurzus
kovetelményeinek, igy kényelmesen adodott nekik, hogy a kurzus kdvetelményeihez
gyartsanak egy ravezeto feladatsort. A bevezetdben felsorolt eredmények alapjan azonban az a
legvalosziniibb, hogy eddigi tanari munkajuk soran nem készitettek elég sok feladatot, nem

valtak szakértové a Patakova-féle értelemben.

A negyedévesek altal beadott feladatok azt jelzik, hogy a probléma-felvetési képesség
valamikor megvan a leendd tanidrokban. Ahhoz, hogy ezt a képességet megtartsuk, szinten
tartsuk, ahhoz az eddigi kutatasok alapjan az sziikséges, hogy a gyakorld tanarok, ha nem is
gyakran, de rendszeresen készitsenek 6nalloan feladatot. Mind a harmad-, mind a negyedévesek
altal beadott feladatsor azt mutatja, hogy az egy éves tavlatban felfrissitett szakmai anyaggal
mar tudnak mit kezdeni a hallgatok. Az 6rai munka alapjan megallapitottuk, hogy a
doktoranduszok hétrél hétre képesek felfrissiteni az elhalvanyult tudasukat. Minden
alkalommal, amikor valami hianyossag kideriilt egy oran, a kdvetkez6 alkalomra 6k mar fel
tudtak idézni a régen tanultakat. Az, hogy mégsem ilyen feladatsort kiildtek be, annak praktikus

okai vannak, ilyen modon kdnnyebben tudtak a kurzust teljesiteni.

Osszegzésiil elmondhatjuk, hogy a kurzus keretében tapasztaltak alapjn a hallgatok feladat-
kitlizési képességeinek fejlesztése lehetséges, de nehéz feladat, emellett mindenképpen
sziikséges. Emellett fontos tanulsag, hogy nem realis elvaras, hogy a hallgat6 feladatot tudjon

frissen tanult egyetemi tudas alkalmazéséaval, annak tilepednie kell.
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3.1.  Aszerzék részvétele a kutatasban.

A szerzok a kutatas teljes egészében részt vettek, tobbek kézt maguk is résztvevoi voltak a

kurzusnak. A témabdl eldadast tartottak a MIDK 2018 konferencian.
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5. Fiiggelék

5.1.  Algebra kurzusok tematikaja

forras: www.cs.elte.hu/~csaba/bboard

o Algebra és Szamelmélet 1., 1. félév: Oszthatosag az egészek korében, irreducibilis és
primszamok, dsszetett szamok, paros szdmok szdmelmélete. Maradékos osztas,
Euklideszi algoritmus, kitiintetett kozos 0szto és legkisebb k6zos 0sztd, primek és
felbonthatatlanok kozotti 0sszefiiggés. A Szamelmélet Alaptétele, kanonikus alak.
Kongruencidk, maradékosztalyok, teljes és redukalt maradékrendszerek. Szamelméleti
fliggvények: osztok szdma, osztok sszege, Euler-fv. Multiplikativitas, formulak.
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Linearis kongruenciak és —kongruencia-rendszerek.Linearis diofantikus egyenletek,
oszthatosagi szabalyok (2,4,8,3,9,5,25,11). Euler-Fermat-tétel, Wilson-tétel.
Nevezetes azonossagok (0sszegek ¢€s kiilonbségek hatvanyai). Mersenne- ¢s Fermat-
szamok. Tokéletes szamok, Dirichlet-tétel (bizonyitas nélkiil), végtelen sok 4k-1 alaku
prim van. Fermat-sejtés. Rend, tulajdonsagai, osztok, hatvany rendje. Mersenne- és
Fermat-szamok osztoi. A szamelmélet hires problémai. Oszlopvektorok, matrixok,
Osszeglik, szorzasuk, transzpozicio. Eldjeles aldetermindns, kifejtés sor és oszlop
szerint, inverz matrix, bal- és jobb inverz.

Algebra és Szamelmélet 2., 2. félév: Komplex szamok, polinomok. (A témak nem

jatszanak kiemelt szerepet a kisérletben, igy nem fejtjiik ki dket részletesen.)
Algebra és Szamelmélet 3, 5. félév: Permutaciok. Szorzas, Inverz, parités, eldjel,
felbontés ciklusokra. A rend és a paritas megallapithato a ciklusszerkezetbdl. Elgjelek

szorozhatosdga. Determindns: definicid, tulajdonsagok (linaritas, oszlopcsere,
transzpozicio). Kiszamitas eliminalassal. Vandermonde-determinans, determinansok
szorzéstétele. Vektortér, altér, linedris fiiggetlenség, bazis, dimenzid. Alterek
Osszegének dimenzioja, direkt szorzat. Vektorok koordinatai adott bazis felett.
Linearis leképezések, transzformaciok és miiveletek leképezésekkel, linearis leképezés
matrixa. Bazistranszformacio. Kép, mag, ezek dimneziodja, rang, determinans. Térfogat
¢és determinans kapcsolata. Linedris transzformaciok invertalhatosaga, ekvivalens
leirasok. Nullosztok. Sor- €és oszloprang egyenldsége. Szorzat rangja. Linearis
egyenldségrendszerek és a rang. Cramer-szabaly.

Polinomosztas, euklideszi algoritmus és szamelmélet alaptétele, irreduclulis
polinomok . test felett. Kapcsolat a gyokok és a polinomok irreducibilitdsa kozott
masod- harmad és magasabb fokll polinomokra. Irreducibilis polinomok leirasa valos
¢s komplex szamtest felett. Sajatérték, sajatvektor, karakterisztikus polinom,
diagonalizalhatdsag, transzformacié minimalpolinomja, Cayley-Hamilton-tétel.
Jordan- féle normalalak (bizonyitas nélkiil).

Csoport fogalma, példak: matrixok, szimmetriacsoport,kvaterniok. Hatvanyozas €s
tulajdonsagai. Rend, ciklikus csoport, izomorfizmus. Részcsoport, mellékosztaly,
Lagrange-tétel. Permutacidcsoportok. Orbit, stabilizator, szamolasok. Cayley-tétel.
Algebra és Szamelmeélet 4. , 6. félév: Testbdvités, hanyadostest. Szerkeszthetdség. A
fontosabb témakordket a dolgozat szovegtorzsében felsoroltuk.

Algebra és Szamelmélet 5. , 7. félév: Gylirlielmélet, véges testek.
A 2. félévi kurzushoz hasonl6an most nem részletezziik.
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5.2. : 1. feladatsor
1.1. Aladar és Boglarka kavicsokkal jatszanak. 2017 kavicsot tesznek egy kupacba, ezutan ebbol
felvaltva elvesznek 1-3 kavicsot. Az nyer, aki az utols6 kavicsot elveszi. Kinek van nyer6 stratégidja,

ha Aladar kezd? Mi a nyer0 stratégia?

1.2. Aladar és Boglarka valtoztatnak a szabalyokon. Ezttal a kezdo” jatékos (Aladar) mondhatja meg
a kezd6lépés el6tt, hogy hany kavicsot vehetnek el az adott jaték-ban maximum. (A minimum
tovabbra is 1 kavics, nem mondhat 2016-nal nagyobb szamot.) Milyen szamokra lehet Aladarnak

nyero stratégiaja?

1.3.Van-e 3 olyan négyzetszam, amelyek Gsszege 8-cal oszthatd, ha koziiliik a) legfeljebb 2, b)
legfeljebb 1, c) egyik sem oszthat6 8-cal.

1.4. Bizonyitsd be, hogy 6|(n? + 5) n, ha n pozitiv egész.

1.5. Adottak a szamok 1-t6l n-ig, ahol n oszthat6 8-cal. Bizonyitsd be, hogy 1étezik olyan parositas,

amelyben minden par 0sszege négyzetszam!

1.6. Az 1; 2;...; 2014?°* szamok koziil Aladar és Boglarka felvéltva térolnek le egy szamot (Aladéar
kezd), amig csak két szam marad. Ha a megmarado két szam Osszege négyzetszam,akkor Boglarka

nyer, egyébként Aladar. Kinek van nyer6 stratégiaja?

(OKTV III. kategoria /"spec. mat."/ dont6 2014.)

5.3.: 2. feladatsor

1. Egy négyzet négy sarkara szamokat irok. Ezeket ugy valtoztathatom, hogy két szomszédos csticshoz
ugyanannyit adhatok hozza (vagy vonhatok ki). Elérhetd-e, hogy a négy cstcsban ugyanaz a szam
legyen, ha kiindulasként rendre

a,1,0,0,0,

b, 1,0, 1, 0 szerepeltek?

2. a, (Allapotfiiggvény feladatsor, dsszedllitotta Surdanyi LdszI6) Egy asztal koriil hatan tilnek, koziiliik
kett6 el6tt egy-egy tanyér van. A tobbiek el6tt nincs tAnyér. A két ,,tanyéros” ember kozott egy ember
il. Egy lépésben két szomszédos személy elé egy-egy ujabb tanyért helyeziink. Elérheté-e néhany
1épéssel, hogy mindenki el6tt ugyanannyi tanyér legyen?

b, Mi a helyzet hét ember esetén? (A kiosztas €s a szabalyok nem valtoznak)
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3. (Elemi matematika 1 feladatgyiijtemény) Most egy haromszog csticsaihoz irok szamokat.
Megengedett 1épés, hogy az egyikbdl elveszek néhanyat és a masik kettohoz hozzaadok kétszer ennyit.
Elérhetd-e, hogy a harom szam egyenl6 legyen, ha kiindulasként az

a, 5, 11, 14,

b, 11, 9, 5 szerepeltek?

4. Odon, Richard és Jend zsetonokért kartyaznak. Minden kor vesztese ad 2 zsetont a téle balra, 1
zsetont a téle jobbra tildnek. A jaték kezdetén (hogy az esélyek nagyjabdl egyenléek legyenek), a
legfiatalabb Jendnek 7, a kozépsd Richardnak 5, mig Odonnek 3 zsetonja volt. Lehetséges-€, hogy a

jaték végén rendre 7, 4 és 4 zsetonnal alltak?

5. Odon, Richard és Jené megvaltoztatjak a szabalyokat. Minden kor végén a gydztes kap 2 zsetont a
t6le jobbra 1il6tdl, a tdle balra 1il6 pedig a bankbol kap egyet. Ha kezdetben mindenkinek 20 zsetonja

volt, elérhet6-e, hogy néhany kor utan 25, 29 és 33 zsetonjuk legyen?
Megoldas otletek:

1. a, Paritas miatt nem lehetséges
b, Atlok 6sszege

2. a, Valdjaban ez az 1/a feladat (a meréleges vektora (1, -1, 1, -1, 1, -1)
b, megoldhato

3. a, megoldhat6
b, mod 3, merdleges az (1, 1, 1), kozépiskoldsan: az 6sszeg harommal vald oszthatosaga nem
valtozik

4. Nem, mert bar az 6sszeg 7-tel vett maradéka nem valtozott, de a 4A+2B+C maradéka igen (és
a (4, 2, 1) is merdleges vektor)

5. Az A-4B+3C 13-mal vett maradéka nem valtozik, ezért nem érhetd el.

5.4.: 3. feladatsor
Azért valasztottam ezt a feladatot, mert altalanos iskolaban is megoldhato altalanos iskolai

modszerekkel viszont ott egy nehezebb feladatnak szamit.

Feladat: A Héttoronyban 100 rab sinylddik, cellaik szép rendben sorakoznak egymas utan. A szultan

egy ¢éjszaka elkiildi egyik bortonérét, hogy minden egyes cellan forditsa el a zarat.

Csakhamar meggondolja magat, és megparancsolja, hogy minden masodik cella ajtajan ujfent
forditsak el a zarat. Rogtén ezutan egy harmadik 6rt is elkiild, hogy most minden harmadik cella

zarjan forditson. Ez megy egészen hajnalig. Miutan a szazadik bortondrnek is parancsba adta, hogy a
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szazadik cella ajtajan forditsa el a zarat, a szultan végre alomba meriil. Azok a rabok pedig, akik

reggel cellajuk ajtajat nyitva talaljak, békében elmehetnek. Hanyan is vannak 6k?
Megoldas:

Mindegyik zar annyiszor fordul, ahany osztdja van a cella sorszamanak.

Azok fognak kiszabadulni, akik cellasorszdmanak paratlan szamu osztoja van.

Legyen n a cella sorszama. n kanonikus alakja: n = [] pf‘ ' n osztoinak szama: [[(a; + 1) Ez akkor
lesz paratlan, ha a szorzat minden tényezéje paratlan, azaz ha minden a;péros. igy pont a

négyzetszamokat kapjuk.

Tehat azok fognak kiszabadulni, akiknek a cellasorszama négyzetszam. 1 és 100 kdzott a

négyzetszamok: 1,4,9,16, 25,36,49,64,81, 100

Azaz 10 rab mehet el.

Ravezeto feladatok

frd fel a kovetkezé szamok kanonikus alakjat (Vagy primtényezds felbontasat, attél fiigg, hogy éppen
hanyadikosok és hogy tanultak.)! 8, 26, 58, 100, 150

Igazak-e a kovetkez6 allitasok? Valaszodat indokold!
a. 2|65 b. 3|129 c. 6288 d. 15|95
Hany osztdja van a kovetkez6 szamoknak? 7, 16, 28, 242 Sorold fel mindet!

Kati mamanak van 20 db cukorkdja, melyet szétosztott az unokai kozott. Sikeriilt Ggy szétosztania az

0sszes cukorkat, hogy minden unoka ugyanannyi cukrot kapott. Hany unokéja lehet Kati mamanak?

Mond meg 1 és 100 ko6zott a legkisebb olyan szamot, aminek 3 db osztdja van és a legkisebbet,

aminek 10 db osztdja van!

Van 10 db korongom, melyeket az asztalon egymas mellé letettem egy sorba és megszamoztam éket
1-t61 10-ig. A korongok egyik oldala piros, a masik kék és most épp mindegyik piros oldalaval felfele
van az asztalon. Fogadtam a testvéremmel, hogyha mindegyiket annyiszor forditom meg, ahany

osztdja van a sorszamanak, akkor kevesebb, mint 3 db korong lesz kék oldalaval felfele. Nyertem?
Megoldasok

1.8=23,26=2-13, 58 =229, 100 =22-5%, 150 =2-3-52
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2. Nem, mert 65 nem paros / primtényezds felbontasaban nem szerepel a ketto.

Igen, mert 142+9 = 12 és a 12 oszthatd 3-mal, azaz a 129 szamjegyeinek sszege oszthatd 3-mal / 129

primtényezés felbontasaban szerepel a 3.
Igen, mert 2-vel és 3-mal is oszthato / primtényez0s felbontasaban szerepel a 2 és a 3 is.

Nem, mert 3-mal nem oszthat6 / primtényez6s felbontasaban nem szerepel a 3.

Szam 7 16 28 242
0sztok szama 2 5 6 6
0sztok 1,7 1,2,4,8,16 1,2,4,7,14,28 1,2,11,22,121,242

Unokainak szama lehet: 1,2,4,5,10,20. (Ezek pont a 20 oszt6i.)

A legkisebb, aminek 3 db osztdja van: 4, mert neki 3 osztdja van és eldtte mindenkinek kevesebb vagy

mert 0 az els0 négyzetszam az 1-t kovetden.

A legkisebb, aminek 10 db osztdja van: 10 osztoi: 1,2,5,10 ebbdl a 10 kétféleképpen bonthato
szorzatta: 2-5 vagy 1-10. Az elso esetben a keresett szam kanonikus alakjaban 2 primszam szerepel
nem nulla hatvanyon, amibdl az egyik elsé a masodik pedig negyedik hatvanyon szerepel: n = p} - p]‘-}
Ez a szam akkor lesz a legkisebb, hap; = 2 és p; = 3 . Tehdt a keresett szam: 48. A mésodik esetben
a keresett szam kanonikus alakjaban egy primszam szerepel nem nulla hatvanyon. Azaz a keresett
szam:p®. Ez a szam akkor lesz a legkisebb, ha p = 2. Azaz a keresett szam: 512. Viszont a keresett

szamnak 1 és 100 kozé kell esnie és a legkisebb ilyen szamot keressiik, ezért a keresett szam: 48.

Azok lesznek a végén kék oldalukkal felfele, amelyeket paratlan sokszor forditottam meg. Ezek azok a
korongok lesznek, ahol a korong sorszamanak paratlan szami osztoja van. Ezek a négyzetszamok. 1-
t6l 10-ig a négyzetszamok: 1,4,9. Tehat 3 db korong lesz kék oldalaval felfele. Vesztettem @ (Tobb

szamelméletet kellene tanulnom... © )
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