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1. fejezet

A dolgozat felépitése

Dolgozatunk két részbdl all. A két rész 0sszekotd eleme a szamelmélet. Az elsé rész egy
matematika tanitisi kisérletet mutat be, amelyben 4ltaldnos iskoléds didkok szamelméleti fel-
adatokkal foglalkoznak. A madsodik részben egy IMO-SHORTLIST feladatbdl kiindulva
szamelméleti feladatokat készitiink, és korbejarjuk egy megoldds technikai korlatait. Mind-
két fejezetnek kiilon bevezetése van. A hivatkozdsokhoz ahol tudtuk, odairtuk az internetes

elérhetdséget is.
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2. fejezet

A Kisérlet

2.1. Bevezetés

,»A matematika a tudomanyok kirdlyndje, €s a matematika kirdlyngje a szdmelmélet.”
(G. F. Gauss)

A magyarorszagi matematikaoktatds koztudottan problémakdzpontd. A problémameg-
olddsra ugy is tekinthetiink, mint egy eszkozre, ami 4ltal fejlédhet az 4ltalanos matematikai
gondolkoddsunk. A matematikatanitas egyik fo6 célja, hogy fejlessziik a didkok probléma-
megoldé képességét [17]. Magyarorszdgon tobb olyan tudods is foglalkozott a problémameg-
oldo képesség fejlesztésével, akinek modszere vilaghirt lett[1],[20].

Altalaban az emberi gondolkodas fejlédésének mértéke, csakiigy, mint a problémamegol-
doé képesség fejlodése szamos tényez6tdl fiigg, példaul a kiviilr6l jovo segitség mindségétdl
és fajtajatdl [14], vagy hogy milyen tipusu, milyen témakorhoz kapcsol6dé feladatot oldunk
meg. A kozépiskolai matematika tananyag nagyon sok teriiletet dlel fel, igy a tandrok valto-
zatos feladatokat készithetnek és szabadon vélaszthatnak a feladatok koziil. Mégis, amikor
tanitunk, altaldban egyszerre csak egy témakorrel foglalkozunk, €s a problémamegoldds so-
ran nincs lehet8ség véltozatos feladatokkal fejleszteni a didkok képességeit. A kozépiskolai
tananyagban a szdmelmélet témakore kis sullyal szerepel. A szamelmélet a matematikanak
az a teriilete, ahol a legkiilonb6zobb otletekkel, legvaltozatosabb feladattipusokkal taldlko-
zunk az egyszer( Orai feladatoktol az olimpiai versenyfeladatokig.

Ezért kezdtiik el vizsgalni, hogyan hathatnak a szdmelmélettel kapcsolatos feladatok a
kozoktatasban tanulé didkok gondolkodédsanak fejlédésére, dltalanos matematikai gondolko-
dasara. Egy kisérletet terveztiink, amely a szdmelmélettel val6 ismerkedést, szdmelméleti
feladatok megoldasat dsszekoti az dltaldnos matematikai problémamegold6 képességgel. A
kisérletben hetedik és nyolcadik osztdlyos tanuldk vettek részt. A kisérletben szerepl6 dia-
kokat két részre osztottuk, egy kisérleti és egy kontroll csoportra. A kisérleti csoport didkjai
minden 6ra elején egy szdmelmélettel kapcsolatos feladatot oldottak meg, a masik csoport

tagjai a reguldris tananyaggal kapcsolatosan kaptak feladatot. A kisérlet eredményességét a
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reguldris tananyaggal kapcsolatos dolgozatokkal, és olyan szintfelmérdkkel vizsgaltuk, me-
lyekben a szamelmélet témakore nem szerepelt.

A dolgozat elején bemutatjuk a szdmelmélet matematika oktatdsban valé helyzetét, a
NAT altal megfogalmazott kulcskompetencidkat, melyek munkank szempontjabol kiemel-
kedden fontosak. Utdna ismertetjiik a kisérletben szerepld iskoldkat, a kisérlet koncepcidjat,
menetét és felhaszndlhatosagat a digitalis oktatds keretei kozott is. A végén Osszefoglaljuk a

kisérlet eredményeit és a kovetkeztetésket.

2.2. Szamelmélet oktatas helyzete a kozoktatasban

A szamelmélet témakore az egész éltalanos iskolat végigkiséri. A magyar didkok mar als6
tagozatban taldlkoznak a paros €s paratlan szdmok, tobbszoros, 0szté és a maradék fogalma-
val. Felso tagozat 5. osztdlydban mar tortek 0sszeadasaval, kivonasdval, egyszertisitésével
¢és bovitésével foglalkoznak. Tortek osszeaddsandl és kivondsandl célszerd a legkisebb ko-
z0s nevezdt megtaldlni, melyhez sziikséges a legkisebb k6z0s tobbszords meghatdrozasanak
ismerete. Tortek egyszer(isitéséhez pedig a legnagyobb kdzos oszté meghatarozasinak is-
meretére van sziikségiik.

Hétéves kor folott mindenki képes absztrakt fogalmak elsajatitdsara [15], és ha Bruner
sprialitds elve szerint épitjiik fol az iskolai tananyagot [3], akkor a tizenhdrom éves didkok
mar érettek lesznek a tapasztalatok dltalanos megfogalmazasara. Fels6 tagozat 7. és 8. év-
folyaméban kibévitik az eddig tanult oszthatGsagi szabalyokat. Atismétlik a primtényezGs
felbontést, a legnagyobb kdzos 0szt6 €s legkisebb kozos tobbszoros kivalasztidsanak modsze-
rét a pozitiv egész szamok nemnegativ egész kitev6jl hatvanyok alkalmazasaval. Ezekkel
parhuzamosan, altaldnos iskola végén segiteniink kell a bizonyitds igényének kialakulésat,
hogy a kés6bbiekben képesek legyenek sejtések alapjdn, tételeket és definicidkat alkalmazni
problémamegoldds sordn, és a korosztalynak megfeleld feladatok megolddsat magyardzattal
egylitt megadni.

Lathattuk, hogy altaldnos iskoldban szinte folyamatosan foglalkozunk a szdmelmélet té-
makorével, kozépiskolaban azonban a 9. évfolyam néhany 6rdjatol eltekintve szinte semmit
[13]. A szaktandr donthet igy, hogy 12-ben az érettségi el6tt roviden atismétli ezt a témakort,
de ez is csak néhdny plusz tandrat jelent. Ennek az lehet az oka, hogy mind a k6zépszinti
érettségin és mind az emelt szintli érettségin kevés szamelmélettel kapcsolatos feladat van,
€és ezek nagyrésze az éltalanos iskolai ismeretekkel megoldhat6. Elmondhatjuk tehat, hogy
a szamelmélet témakorét elhanyagoljdk a kozépiskolai matematikaoktatds sordn [5]. Ennek
ellenére kevés olyan matematikaversennyel taldlkozunk, ahol ne fordulna eld szdmelméleti
feladat. Ennek az lehet az oka, hogy a szamelmélet a matematikdnak az a teriilete, ahol a
legkiilonboz6bb otletekkel, legvéltozatosabb feladattipusokkal taldlkozunk az egyszer( orai
feladatoktdl az olimpiai versenyfeladatokig. Emiatt ez a témakor alkalmassd valhat a didkok

problémamegoldo képességének fejlesztésére is.
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2.3. Problémamegoldas

,»A matematikai kompetencia a matematikai gondolkodds fejlesztésének €s alkalmazasanak,
az elvonatkoztatdsnak és a logikus kovetkeztetésnek a képessége. Az arra vald készséget
is jelenti, hogy a mindennapi problémédk megolddsa sordn matematikai ismereteket és méd-
szereket alkalmazzunk. A matematikai kompetencia képessé tesz arra, hogy felismerjiik az
alapvet6 matematikai elveket és torvényszertiségeket a természetben. ElGsegiti a problémak
megoldédsit a mindennapokban, otthon és a munkahelyen. Alkalmassa tesz az érvek ldnco-
latdnak kovetésére, a matematika nyelvén megfogalmazott torvények megértésére. [17]”

Kutatasunkban a NAT kulcskompetencidi koziil a problémamegoldast emeljik ki. A
magyarorszagi matematikaoktatds problémakozpontd, nagy hangsulyt fektetiink a problé-
mafelismerés és a problémamegoldds kompetencidinak fejlesztésére. Kimutattdk, milyen
elényoket jelent a hétkoznapi életben, ha jol tudunk problémat megoldani.

Magyarorszagon szamos tankonyv, feladatgy(ijtemény és versenyfeladatgytijtemény all
rendelkezésiinkre, melyek segitségével rendszeresen adhatunk problémakkal kapcsolatos fel-
adatokat didkjainknak. Ennek ellenére a didkok problémamegold6 képessége nem elég fej-
lett, igy egyetemre érkezésiikkor hdtranyba keriilnek, hisz nem rendelkeznek a feladatmeg-
oldashoz sziikséges kompetencidkkal. Ezen kompetencidk javitdsa érdekében hoztuk létre
kisérletiinket. Azt szerettiilk volna megmutatni, hogy a szdmelmélet feladatoknak kdszonhe-

téen a didkok eredményei a matematika tobb teriiletén is javulnak.

2.4. A Kkisérlet leirasa

2.4.1. A kisérlet szempontjai

Egy kisérlet eredményességéhez tobb szempontot figyelembe kell venniink, hogy az ered-

mény értékelhetd legyen. Elronthatja az értékelhetdséget példaul ha

e a diakok motivalatlanok,

nincs kontroll csoport,

mas szaktandr tanit az egyes csoportokban,

kiilonboz6 iskoldkat hasonlitunk 6ssze egymassal,

kiilonboz6 képességii didkokat hasonlitunk 0ssze egymadssal.

A kisérlet minél hosszabb tdvon val6 hatdsat szerettiik volna vizsgélni, ezért a felada-
tok Osszedllitdsandl fontos szempont volt, hogy legaldbb harom hoénapra elegendd felada-
tot gy(jtsiink 6ssze. A koncepcidnk az volt, hogy 6sszegy(jtiink 15 — 20 versenyfeladatot,
melyek kozott voltak konnyebben €s nehezebben megoldhatéak is. Amikor ezeket kiva-

lasztottuk nehézségtdl fiiggben ravezetd feladatokat készitettiink, a konnyebben megoldhat6
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feladatokhoz 1 —2—t, a nehezebben megoldhatéakhoz 3 — 4 feladatot. Az azonos témakorbe
tartoz6 feladatokat nehézség szerint sorrendben egymads utdn helyeztiik el, igy a feladatso-
ron beliil blokkok alakultak ki. Ezeket a blokkokat azonos tipusu feladatokkal valasztottuk
el egymastdl. Igy dsszesen 63 feladatunk lett. A feladatokat 7-10. osztdlyos tanuléknak

egyarant ajanljuk, de mi 7. és 8. évfolyamos didkokon teszteltiik az eredményt.

Tapasztalataink alapjdn a szaktandrok tobbsége nem szivesen vesz részt a kisérletekben.
Véleményiink szerint ennek egyik legfébb oka, hogy tgy gondoljdk a kisérletben valo rész-
vétel sok plusz munkaval jar, ezen kiviil félnek att6l, hogy Osszehasonlitjdk dket a kisérlet-
ben részt vevé tobbi pedagégussal. Igy arra torekedtiink, hogy az osztilyban tanité szakta-
naroknak minél kevesebb feladata legyen a kisérlettel kapcsolatosan, munkdjukat segitsiik
amennyire csak lehet. A kisérletben négy osztdly vett részt, melyek koziil az egyiket én

tanitom, a masik harom osztalyt harom kiilonb6z6 matematikatandr.

A mddszer hatékonysagit, azaz a didkok fejlodésének mértékét gy probaltuk meg fel-
mérni, hogy az ne fiiggjon a képességbeli kiillonbségektdl, és a trgyat tanitd tandrtdl sem.
Azaz ugy kellett kisérleti és kontroll csoportot vilasztanunk, hogy ne legyen nagy tudas- és
képességbeli kiillonbség a két csoport kozott. Az iskoldban adja magat az iilésrend szerinti
kettéosztds: minden osztdlyban a padsor egyik fele a kisérleti, a padsor mésik fele a kont-
roll csoportba keriilt. Igy a tdrgyat tanité tanartél sem fiigg az eredmény, hiszen minden
osztalyon beliil van egy kisérleti és egy kontrollcsoportunk azonos tandrral.

Szamos kisérletrdl lehet hallani, hogy az eredmény nem értékelhetd megfeleléen, mert
a didkok motivélatlansagukbdl adédéan nem vesznek benne részt. Ezért a kisérletiink eldtt
fontos szempont volt ennek a kikiiszobolése is. Magyarorszdgon a kozoktatasban tanul6
didkoknak nem jelent elég motivaciot a tudds elsajatitasa, ezért motivacioként j6 osztilyzatok
megszerzése mellett dontottiink. Azért, hogy aktivitdsukat fentartsuk, négy részre osztottuk a
feladatokat, €s minden rész teljesitése utdn 6tost szerezhetett az a didk, aki elérte az dltalunk
megéllapitott pontszamot. Ez dltaldban az 6sszpontszam 50% —at jelentette, hiszen az volt a

célunk, hogy minél motivéltabbak legyenek.

Fontos, hogy a didkok ne tudjdk, mirdl szl a kisérlet, ezért a kontroll csoportban 1é-
vOk is kaptak feladatokat. Olyan feladatot kellett kapniuk, ami a kisérlet szempontjabdl
nem befolyésolja az & leend agyi tevékenységiiket vagy kognitiv képességeiket. Igy azalatt
az 1d0 alatt, amig a kisérleti csoport szamelmélet feladatokat oldott meg, addig a kontroll
csoportnak tananyaggal kapcsolatos feladatokat kellett megoldania. Azaz a kontroll csoport
didkjait minden Oran tesztelték az aktudlis tananyagbdl. Az el6hivasi hatasrdl ismert, hogy
nagy mértékben segiti a reguldris tananyag elsajatitdsat, tehdt a kontroll csoportot biztosan
fejlesztettiik az alatt az 1d6 alatt, amig a kisérleti csoport didkjai szamelmélettel foglalkoztak.
Osszességében a kontroll csoport didkjai heti 20 — 25 perccel tobbet foglalkoztak a reguldris
tananyaggal, mint a kisérleti csoport didkjai. Az, hogy valamilyen tevékenységet végezzen
a masik csoport is, pszicholdégiai szempontbdl redlisabbd teszi a kisérletet, mert igy nem

tudjdk melyik csoportnak kellene jobban fejlédnie, csak azt tudja mindenki, hogy szerepel
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a kisérletben. A tandrok sem tudtdk melyik csoporttl varunk nagyobb mértékd fejlodést,
rdaddsul nem is tudtdk az osztalyokat tovéabb tanitani, mert nem tudtdk a két csoportot meg-

kiilonbdztetni 6ra kozben. Igy a kisérletben tényleg azt mértiik fel, amit szerettiink volna.

2.4.2. Az iskolak leirasa

Egy atlagos (Szigetszentmiklés Biré Lajos Altalanos Iskola) és egy elit ltalanos iskola (Bu-
dapesti Fazekas Mihaly Gyakorl6 Altalanos Iskola és Gimnazium) 7-es és 8-os didkjai vettek
részt a kisérletben, mindkét iskolabol 2-2 osztély.

A Bir6 Lajos Altaldnos iskoldban a didkok a 7. és 8. évfolyamon a matematikét cso-
portbontdsban tanuljdk. Az iskoldban a matematika tuddsszint alapjan soroljdk csoportba
a gyerekeket az 6todik évfolyam kezdetén. Az évfolyam négy osztilyabdl négy csoportot
alakitanak. Az évek folyamdn a csoportokba valé atjards a tuddsszint valtozdsaval megen-
gedett. A kisérleti csoport az iskola hetedik és nyolcadik osztaly legjobb csoportjanak egyik
fele volt. Minden osztdlyban véletlenszerlien osztottdk szét a gyerekeket, az osztily egyik
fele szamelmélet feladatot kapott, a mdsik fele tananyaggal kapcsolatosat. A kontroll csoport
tehat mindkét évfolyamon az osztily mdsik fele volt.

A Budapesti Fazekas Mihaly Altaldnos iskola és Gimnaziumban a didkok a 7. és 8.
évfolyamon a matematikat egész osztalyban tanuljdk. A kisérleti csoport az iskola egy olyan
hetedikes osztdlydnak fele volt, akiket a mentorom tanit, és egy olyan nyolcadikos osztaly
fele, akiket €n. A kontroll csoport mindkét évfolyamon a csoport mésik fele volt.

A két iskola didkjainak szocidlis hattere nagyon eltér6. A Budapesti Fazekas Mihdély
Gyakorlé Altaldnos Iskola és Gimnéazium egy rangos iskola, Budapest VIIL. keriiletében ta-
lalhatd, az elmult években a kozépiskoldk rangsordban altaldban az 1. helyen szerepelt. Az
altalunk kivalasztott osztdlyok az intézmény altalanos iskolai tagozatdhoz tartoznak. Ezzel
szemben a Bir6 Lajos Altaldnos Iskola dtlagosnak mondhaté. Vannak kiemelkedd, ugyanak-
kor hatranyos helyzetii didkok is. Mindkét iskoldban az évfolyam a kerettantervnek megfe-
lel6 tananyagot tanulta. A szigetszentmikl6si iskoldban az osztdlyoknak heti 6t matematika

ordja van, a budapesti iskoldban heti négy.

2.4.3. A feladatok koncepcidja

Azt szerettiik volna, hogy a didkok eljussanak arra a szintre, hogy korosztdlyuknak megfelel$
(szamelméleti) versenyfeladatokat meg tudjanak oldani. A didkok &ltaldban erre nem képe-
sek. Ennek az az oka, hogy a kerettantervben feltiintetett teljes alapdraszdm négyotod része
az uj ismeretek elsajatitdsara forditddik. A fennmarado 6rdk felhasznalhatok ismétlésre, gya-
korlasra, felzarkoztatasra, tehetséggondozasra és szamonkérésre. A szaktanar altal szabadon
rendelkezett draszamok &ltaldban az ismétlésre, gyakorldsa, felzarkdzdasra, szamonkérésre
forditodik, és a legtobb esetben ezekre is kevés. Emiatt a didkok tobbsége nem, vagy csak

alig taldlkozik versenyfeladatokkal dltaldnos-, é€s kozépiskolai tanulményai soran.
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A feladatok megolddsa sordn haszndlt gondolatok nagyon hasznosak és késdbb is tudjdk
alkalmazni Sket. Eppen ezért ravezets feladatokat készitettiink egy-egy blokkban, ezeket
kellett megoldaniuk. Persze még mindig fennall a vesz€lye, hogy a ravezetd feladatokat sem
tudjak megoldani, ezért a didkok folyamatosan hozzafértek a megoldasokhoz. Most felmeriil
a kérdés: "Miért érdekelne egy didkot a megoldds?" A didkok tudjik, hogy a kovetkezd fel-
adat erre a megolddsra lesz alapozva, j6l akarnak teljesiteni, igy beinditottunk egy tanuldsi
folyamatot. Masrészt elértiik, hogy az a didk, aki elakadt a folyamatban, behozza lemarada-
sat, és a kovetkezd feladatokon mar jol szerepelhessen. Tehat ahhoz, hogy a versenyfeladatot
meg tudjak oldani kellettek az el6z6 feladat megoldédsai.

A szamelmélettel kapcsolatos feladatokat kiilonb6z6 versenyekbdl valogattuk Ossze 7-
8. évfolyamos didkok szdmdra. Az 6sszes feladatunk olyan volt, hogy mér alaptuddssal és
minimadlis logikai készséggel megértették volna a feladat j6 megoldasat, de még nem volt
olyan problémamegoldasi rutinjuk, vagy gondolati képességiik, hogy ezeket magukt6l meg
tudjdk oldani, ezért kellettek a ravezetd feladatok. Figyeltiink arra, hogy ezek dnmagukban
is gondolkodtatdak legyenek.

Lentebb latunk egy mintafeladatsort. Eszrevehetjiik a feladatokon, hogy némelyik ugyan-
arra a sablonra épiil. Ez azért volt fontos, hogy ha valaki egyszer elrontott egy feladattipust,
utdna tudja tovabb gyakorolni, hiszen be is akartuk gyakoroltatni ezeket a feladatokat. Te-
hat nem az volt a célunk, hogy a didk kapott egy otletet, amit egyszer latott és utdna tudnia
kell, hanem azt akartuk, hogy tobbszor lassa, és megragadjon az otlet a fejében. A 35 -
43. blokk egy j6 mintafeladatsor arra, hogy bemutassuk egy blokkon beliil, milyen rivezetd
feladatokon keresztiil jut el a didk a versenyfeladathoz, és kozben milyen otletek jelennek
meg. Kiilonb6z6 nagysdgui kettd hatvanyrdl, harom hatvanyokrdl, 6t hatvanyokrdl kérdez-
tik végzddéseiket. Megkaptdk a megolddsokat, majd megint kaptak ilyen feladatokat, de
mar magasabb kitevore. Az utolsé feladat mar egy versenyfeladat, melynek megoldasdhoz

7 oz

az el6z6 otletek mindegyikét kellett hasznalni.

35. Milyen szamjegyre végzidik 52019? Segitség: Ird fel 5 hatvanyait, és nézd meg
milyen szimjegyre végzédnek. Eszreveszel valamit?
A feladat megoldésa:

52019

Az 5 barmely hatvanya 5-re végzddik, tehat is 5-re végzodik.

36. Milyen szamjegyre végzédik 222? Segitség: Ird fel 2 hatvanyait, és nézd meg
milyen szamjegyre végzidnek. Eszreveszel valamit?

A feladat megoldésa:

Eszrevessziik, hogy 2, 4, 8, 6 végzddéseket kapunk, melyek djra és djra ismétlédnek.
22 =4-542 — Tehat 6tszor ismétlédik a leirt négy szdm, majd leirunk még kett6t. Tehat

222 végz6dése ugyanaz, mint 22 végz6dése, vagyis 4.

37. Milyen szamjegyre végzidik 3!9? Segitség: Ird fel 3 hatvanyait, és nézd meg

milyen szamjegyre végzodnek. Eszreveszel valamit?
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A feladat megoldésa:
Azt vessziik észre, hogy 3,9, 7, 1 végzbddéseket kapunk, melyek tjra €s ujra ismétlddnek.
19 =4-4+3 — Tehat négyszer ismétlddik a leirt négy szam, majd lefrunk még harmat. Tehat

319 végzbdése ugyanaz, mint 33 végzbdése, vagyis 7.

40. Milyen szamjegyre végzidik 2°°%°? Segitség: Ird fel 2 hatvanyait, és nézd meg
milyen szamjegyre végzodnek. Eszreveszel valamit?

A feladat megoldésa:

Azt vessziik észre, hogy 2, 4, 8, 6 végzbddéseket kapunk, melyek Gjra és djra ismétlddnek.
9999 = 4.2499 4+ 3 — Tehat 2499-szer ismétlédik a leirt négy szdm, majd leirunk még

harmat. Tehat 2°°%° végzddése ugyanaz, mint 2° végzédése, vagyis 8.

41. Milyen szamjegyre végzidik 3'993? Segitség: Ird fel 3 hatvanyait, és nézd meg
milyen szamjegyre végzidnek. Eszreveszel valamit?

A feladat megoldésa:

Azt vessziik észre, hogy 3,9, 7, 1 végzddéseket kapunk, melyek djra és Gjra ismétlddnek.
1993 = 4.498 + 1 — Tehat 498-szor ismétlédik a leirt négy szam, majd leirunk még egyet.

Tehat 3193 végzddése ugyanaz, mint 3! végzddése, vagyis 3.

42. Igazold, hogy 3292 4 5.3%10 1 1 §sszetett szam! (Segitség: Nézd az ottel valé
maradékot.

A feladat megolddsa

5-32?10 biztosan oszthat 5-tel, tehét elég belatnunk, hogy 3202 + 1 oszthaté. 3202 végz6-
dése ugyanaz, mint 3> végzbdése, vagyis 9, amihez 1-et adva O-t kapunk. Az 6sszeg oszthaté

5-tel is, tehat Osszetett szam.

43. Milyen szamjegyre végzodik 2'01 + 3101 - 51019 (Segitség: Vizsgald a tagokat
kiilon-kiilon!)

A feladat megolddsa:

Ehhez meg kell nézniink a tagokat kiilon-kiilon milyen szdmjegyekre végzddnek.

A 2 hatvanyait felirva latjuk, hogy a 2, 4, 8, 6 végzddések ismétlédnek négyesével. Néz-
ziik 2191 — 101 = 4-25+ 1 — Ez azt jelenti, hogy a négy leirt szdm 25-szor ismétlédik,
majd lefrunk még egyet. Tehat 2'°! utolsé szdmjegye ugyanaz, mint 2! = 2.

A 3 hatvanyait felirva latjuk, hogy a 3, 9, 7, 1 végz6dések ismétlddnek négyesével. Néz-
ziik 3191 — 101 = 4-25+ 1 — Ez azt jelenti, hogy a négy leirt szdm 25-szor ismétlédik,

3101

majd lefrunk még egyet. Tehat utolsé szdmjegye ugyanaz, mint 3! = 3.

5101

Az 5 hatvanyait felirva l4tjuk, hogy minden 5 hatvany 5-re végzddik, tehat utolsé

szamjegye 5. A 2101 4 3101 1 5101 y10]56 szdmjegye 2 + 3 + 5 = 10, tehdt 0-ra végzodik.

A fenti levezetésnél vigyaztunk, hogy ne legyen direkt a rdvezetés, de mindegyik "kisebb
feladathoz" kelljen egy 4j gondolat, és végiil a "nagy feladathoz" minden 6tletet fel kelljen

hasznalniuk.
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A feladatok megolddséanal latszik az is, nem elég csupdn a végeredmény. Ez javitja a
kommunikacids készségiiket, €s l1atjak, hogy is néz ki a részletes, preciz megoldas.

A feladatokat 4 részre osztottuk, és a fentebb emlitett koncepci6 alapjan blokkokra osz-
tottuk. Az azonos blokkba tartozé feladatok azonos tipustiak. Azt szerettiik volna, ha a
didkok tudjak mikor érkeznek egy blokk végére, emiatt a kiilonb6z6 blokkok kdzott azonos

tipusu, szintén szamelméleti feladatokat helyeztiink el. Ilyen példdul a kdvetkezd feladat:

3%.44.54

51. Melyik a nagyobb? (—0,99)100 vagy 0

A feladat megoldésa:

A (—0,99) kitevGje péros, tehdt pozitiv lesz a szdm. A 0,99 kisebb, mint 1, ezért a
100. hatvanya is kisebb, mint 1. A jobb oldalon szerepl$ tort nevezSjét felbontva: 60* =
(3-4-5)%=3%.4°.5%

A tort szamlaldja és nevezdje egyenld, tehdt a tort értéke 1. Tehat a jobb oldali szdm

nagyobb.

Azért, hogy a didkok valdban részt vegyenek a kisérletben, motivalni kellett 6ket. A ma-
gyar didkokndl éltalaban az a legjobb motivacid, ha ezért szerezhetnek valami plusz pontot,

vagy plusz lehet6séget.

2.4.4. Pontozas, javitas

A didkok munkdjat osztalyoztuk, hogy komolyan vegyék a feladatok megoldasat. Figyeltiink
arra, hogy minden didk motivalt maradjon, ezért olyan osztalyzasi rendszert dolgoztunk ki,
hogy a didkok végig motivaltak maradjanak. Azok is akiknek az elején nem sikeriil olyan
JOl teljesiteni, és azok is, akiknek jol megy. Ezt gy oldottuk meg, hogy a didkok az egyes
feladatok megoldasara nem érdemjegyet, hanem pontokat kaptak. A feladatokat négy részre
osztottuk, és az Osszegy(lt pontokat minden rész végén Osszeadtuk. Azok a didkok, akik az
adott rész végén elérték a megfeleld pontszamot, jelest kaptak. Ez dltaldban a pontok 50%-at
jelentette. [gy azoknak a didkoknak is volt esélyiik a j6 osztdlyzat elérésére, akik az elején
rosszul teljesitettek, akik pedig jol szerepeltek, tobb 6tost szerezhettek.

A kisérletiink egyik célja az volt, hogy a didkoknak minél gazdagabb otlettara legyen,
ezért a szamelméleti feladatok javitdsandl a pontok nagy része a j6 otletek megjelenéséért
jart, nem a megolddsért. Ezzel azt kozvetitettiik a didkok felé, hogy dldozzanak energidt
a részletes leirdsra, és legyen vildgos szamukra, hogy a matematikdban sokszor fontosabb
az oOtlet, mint a végeredmény. Ezt a didkokkal az els6 feladat el6tt kozoltiik, és kozben is
elhangzott, hogy nem elég a végeredményt leirni. Azért, hogy egységes legyen a pontozds,
mind a négy osztdly feladatait én javitottam. Az elsé résznél a vezetd tanarom ellendrizte a
javitdsom, utdna erre nem volt sziikség. A javitdsi dtmutaté a kisérlet kezdete elott elkésziilt,
ezért a feladatok javitdsa nem igényelt sok 1d6t. A didkok szdmadra elérhetd volt egy tablizat,

melyben az addig elért pontjaikat tudtak ellendrizni.
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A kontrollcsoport az aktudlis tananyaghoz kapcsolédé tankonyvi feladatot kapta. Ezek-
re ugyanannyi pontot szerezhettek, mint a kisérleti csoport tagjai az ugyanebben az idoben
irt feladataikra. Tehét az adott 6ran irt szamelmélet feladatra adhaté maximadlis pontszdm
megegyezett a tankonyvi feladatra adhat6 maximadlis pontszdmmal. A reguldris tananyag-
hoz kapcsolddo feladatok magyardzatit meg lehetett besz€lni kozvetlen a feladat megoldédsa
utdn (amennyiben erre sziikség volt), hiszen ez az aktudlis tananyaghoz kapcsolddott. Ah-
hoz, hogy a fejlédés mértékét fel tudjuk mérni, a szamelmélet feladatok megbeszélése nem
torténhetett meg a tandran. Ez nehézséget okozott, de megtalédltuk a megoldast. A kisérleti
csoport minden feladatdhoz tartozott egy kod, amit a feladat megoldésa utidn kaptak meg az
orét tarté pedagogustdl. A kod ismeretében a www . vasvivien.com honlapon a didkok
ellendrizhették a helyes végeredményt, és megnézhették az ehhez vezetd gondolatmenetet

is.

2.4.5. Ellenorzés

A feladatok megoldasait feltoltottik a www.vasvivien.com honlapra — Didkjaimnak
— Versenyfeladatok.

Ezen az oldalon megjelenik az dsszes feladat, mindegyik kiilon linkkel. Amikor megnyi-
tunk egy feladatot, a késziilék automatikusan letolti azt, de megtekinteni csak a feladathoz
kapott kdddal lehet. Minden feladathoz kiilon kod tartozik, melyet a tandrok megkaptak a
feladatokkal egyiitt. Igy a didkok akar 6ra végén le tudtak ellenSrizni j61 gondolkodtak-e.
Azt is l4ttdk mi a helyes megoldas, és a tesztek kijavitdsa utdn az addig elért pontjaikat is
meg tudtdk nézni. Ezzel azonnali visszajelzést kaptak a didkok a munkdjukrdl, és az is latha-
té volt, hogy mennyi pontra van még sziikségiik az 6tdos megszerzéséhez. Azt tapasztaltuk,
hogy a didkok lelkesek voltak, és érdekl6ddk, hiszen minden 6ra utdn rogton eldvették a

telefonjukat, hogy megnézz€k az adott feladat helyes megolddsat.

2.4.6. A Kisérlet elokésziiletei

Torekedtiink arra, hogy a szaktanaroknak minél kevesebb feladata legyen a kisérlettel kap-
csolatosan. Eppen ezért minden lehetséges segitséget és dokumentumot biztositottunk. A
kisérlet kezdete el6tt felkerestiik a kisérletben szerepl6 szaktandrokat, odaadtuk a sziikséges

segédanyagokat, és pontositottuk a kisérlet menetét. A szaktandrok megkaptak:
e a feladatokat megoldéssal egyiitt,
e a kodokat tartalmazé tdblazatot,
e a feladatokat egyesével, a sziikséges darabszamban.

A Kkisérlet elején részt vettem minden osztily elsé 6rdjan, és elmondtam a kisérlettel

kapcsolatos informdcidkat. Készitettiink egy tdjékoztatét is a didkok szamadra, melyet a fiize-


www.vasvivien.com
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tilkkbe ragasztva kellett tdrolni. A tdjékoztatoban részleteztiik milyen megoldasokat varunk,
hol taldljak a megoldédsokat, és hogy a sikeres teljesités érdekében segitséget jelent, ha fo-
lyamatosan ellen6rzik a megoldast.

Ez a tdjékoztatd azért volt fontos, hogy a leglényegesebb informacidk, amik széban el-
hangzottak, elérhetéek legyenek szamukra az egész kisérlet alatt. Tapasztalataink alapjan ez
segitséget jelentett azokban az osztdlyokban, ahol nem én tanitottam. Sok iizenetet kaptunk
a tdjékoztatoban leirt e-mail cimre a kddokkal és az aktudlis pontszdmokkal kapcsolatban,

féleg a kisérlet elején.

2.5. Kisérlet a gyakorlatban

Most roviden Osszefoglaljuk a kisérlet alakuldsat és az egyes blokkok utani tapasztalatokat.
Ugy alakitottuk ki a kisérletet, hogy ne vegyen el sok id6t az 6rabdl. A szaktandrok az aktud-
lis feladattal, koddal, és a kontroll csoport szdmadra kivélasztott feladattal érkeztek a terembe.
A jelentés utdn a hetesek kiosztottdk a szdmelmélet feladatokat a megfeleld didkoknak, a ta-
ndr pedig felirta a kontroll csoport tagjai ltal elvégzendd feladat szamét a tdblara. Pér perc
gondolkodds utdn, mikor a tanul6k kész voltak a feladatokkal, a tandr mindkét csoport mun-
kéjat beszedte, majd felirta a tiblara az aznapi kédot. Igy a kisérlettel kapcsolatos feladatok

5 — 10 percet vettek el az adott tan6rdbol.

2.5.1. Elso rész

Az elso 15 feladatban a primtényezds felbontas, legnagyobb kozos osztd, legkisebb kdzos
tobbszoros, oszthatdsag fogalma, osztasi maradékokkal valé szamolds, skatulyaelv alkalma-
zasa és kombinatorikdval kapcsolatos feladatok szerepeltek.

Motivalasként a didkok bizonyos szint elérésekor jelest szerezhettek. Ugy dontéttiink ezt
a szintet az adott rész végén hatarozzuk meg, hogy minél tobb didk kaphasson 6tost. A hatart
ennél a résznél gy hataroztuk meg, hogy a didkok fele kapjon 6tost. Ez azért volt j6, mert
azok a didkok, akik 6tost kaptak még motivaltabbak lettek, akik nem kaptak, lattak, hogy a
sziikséges szint elérése teljesithetd. Ez a szint a pontok 50%-at jelentette.

Volt néhany olyan didk, aki kiemelkedGen j6l teljesitett mindkét tipust feladatnal. Ugy
dontottiink, 6k két jelest érdemelnek. Dontésiinket az indokolta, hogy azokat a didkokat,

akik mar az adott rész elején jol teljesitettek, tovabb 0sztondzziik.

Tapasztalataink

o Az elsd résznél a szaktandrokkal személyesen konzultdltunk minden héten, hogy halad
a kisérlet, van-e barmilyen észrevételiik vagy problémdjuk a feladatokkal kapcsolat-

ban. A vélasz megnyugtaté volt.
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A feladatok javitasakor az els6 néhdny feladatra dltaldban minimélis pontot kaptak a
didkok. Ennek oka egyrészt az, hogy csak a végeredményt irtak le, masrészt azoknal a

feladatoknadl, ahol tobb megoldas is volt, eggyel is megelégedtek.
o A didkokat érdekelte a megoldas, amit kdzvetlen az 6ra utdn meg is néztek.

e A megoldédsok érthet6ek és kell6en részletesek voltak, igy utélagos magyarazatot és
korrigdlast nem igényeltek.

e A legtobb tapasztalat és visszaigazolds a sajat osztdlyomtdl érkezett. Tobbszor emli-
tették azok a didkok, akik szdmelmélettel kapcsolatos feladatot kaptak, hogy jobban
szeretnék a mdsik csoport feladatat irni, hiszen az sokkal konnyebb. Védlaszomban
kifejtettem, hogy ez egy kisérlet, mellyel segitenek nekiink, és mar nem tudjuk meg-

valtoztatni a csoportok felosztasat.

2.5.2. Masodik rész

A masodik rész témakorei kozott az oszthatosadg fogalma, oszthatdsagi szabalyok, indirekt
bizonyités, hatvdnyozas azonossdgai, szdmok tizes szdmrendszerbeli alakjanak értelmezése
szerepeltek.

A jeleshez sziikséges hatarokat az el6z0 részben leirtak szerint hatdroztuk meg. Tehat a
masodik rész feladatainak befejezésével alakitottuk ki a ponthatart Ggy, hogy a didkok fele
kapjon 6tost. A didkoknak itt mar volt viszonyitasi alapja, mivel ez a hatar 50% volt az el6z6
résznél, tehét viszonylag konnyen elérhetd. Ez azért volt meglepd a didkok szaméra, mert al-
taldban a dolgozatokhoz alakitott szdzalékokhoz vannak hozzaszokva, emiatt ugy gondoltdk
ezeknél a feladatokndl sem lesz masképp. Miutdn megkaptak az elsd rész eredményeit meg-
nyugodtak, és még motivaltabbak lettek. Innentdl kezdve a megoldéssal egyiitt a pontjaikat

tartalmaz6 tablazatokat is folyamatosan nézték, hogy tudjak az aktudlis 6sszpontszamukat.

Tapasztalataink

e FEttdl a résztdl kezdve minden héten telefonon és e-mailen keresztiill konzultaltunk a

szaktandrokkal, sziikség esetén személyesen is.

o A didkok fejlédése mar ennél a résznél érzékelhets volt, akdr matematikai gondolko-
dédsukat, akdr érvelési €s kommunikacids készségeiket tekintjiik. A feladatok megol-

ddsandl legtobbszor nem a megoldds szerepelt, hanem a megoldashoz tartozé otletek.

e Az egyik szaktandr jobbnak latta megvéltoztatni a kisérlet kivitelezési modjat. Innen-
t0l kezdve ez az osztidly nem egy feladatot, hanem 6t-hat feladatot irt egy 6rdn. Ez

J6 tapasztalat arra, hogy a kisérlet kivitelezési modja nem csak rajtunk mulik, hidba
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kommunikalunk pontosan. Viszont ha mér igy tortént, prébaltuk a kialakult helyze-
tet a kisérlet javara forditani, és tigy gondoltuk a végén levonhatjuk a kovetkeztetést,

érdemes-e egyesével iratni a feladatokat.

e A masodik rész utolso feladatdndl az osztdlyom egy kiilon feladatot is kapott. A feladat
megoldasa mellé kellett irniuk mennyire taldljak nehéznek a feladatokat, és melyik ti-
pusu feladatot vélasztandk, ha az 6 dontésiik lenne? A feladatok nehézségére 10-es
skdlat hasznaltunk, ahol 1 volt a nagyon konny( és 10 a nagyon nehéz. Azok a didkok,
akik a reguléris tananyaggal kapcsolatos feladatokat oldottdk meg, dltalanossagban
4 — 5 nehézségtlire, akik szamelmélet feladatokat irtak 8 — 9 nehézségtire értékelték. A
kisérleti csoport 10 didkja koziil 9 magatdl is a szdmelmélet feladattal folytatta vol-
na, és a kontroll csoport 9 didkja koziil 6 inkabb a szamelmélet feladatot irta volna.
A kisérleti csoport didkjainak vélaszai megnyugtatdak voltak, hiszen az elsd résznél
még a legtobben cseréltek volna a masik csoport tagjaival. A kontroll csoportban levé
didkoknak megigértiik a kisérlet utdn 6k is kapnak szdmelmélettel kapcsolatos felada-
tokat.

2.5.3. Harmadik rész

A 31 —45. feladatok témakorei: adott szam tobbszoroseinek fogalma, oszthatésigi szaba-
lyok alkalmazdsa, oszthatosdgi maradékokkal valé szamolds, hatvanyozas azonosséagai, sza-
mok tizes szdmrendszerbeli alakja, Osszetett szdm fogalma, primhatvanyok végzd&dései, pe-
riodikussag fogalma.

Ett6l a résztdl kezdve a ponthatdrokat eldre ismertettiik:

- az a diak, aki eléri legaldbb az 6sszpontszdm 50%-at 6tost kap,

- az a didk, aki eléri legalabb az 6sszpontszdm 90%-at két 6tost kap.

Ezt a ponthatért az el6z6 részek tapasztalatai alapjan hataroztuk meg. A tanuldk az el6z6
részek folyamata soran tobbszor kérdezték, hany ponttol kaphatnak majd 6tost, emiatt ugy

gondoltuk segitséget jelent, ha eldre tudjak.

Tapasztalataink

e Ennél a résznél azt éreztiik, elértiik a didkokndl azt, hogy gondolkodjanak és precizen
megadjék egy adott feladat megolddsat. Valaszaikban majdnem mindig leirtak a fel-
adathoz kapcsolddé elméletet (akéar kérte a feladat, akdr nem), a gondolatmenetiiket
érvekkel aldtdmasztva, és végiil a megoldast. Azt vettiik észre a didkoknak tetszenek

ezek a feladatok, f6leg most, hogy mar sikerélményiik is van.

e Abban az osztilyban, ahol egy 6rdn tobb feladatot oldottak meg, tapasztaltunk fejls-
dést, és szerepelt magyardzat is, de nem volt olyan precizen és logikusan megfogal-

mazva, mint a tobbi osztdlyban.
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2.5.4. Negyedik rész

Az utolsé részt probdltuk ugy dsszedllitani, hogy minden eddigi téma megjelenjen ezekben
a feladatokban. Ez azért volt, hogy l4ssuk a feladatok megolddsa mennyire mélyiilt el. Ezen
kiviil 4j téma is szerepelt: primszdmok fogalma, tiz feletti priszamok végz6dései, primsza-

mok paritdsdbol ad6dé tulajdonsdgok.

Tapasztalataink

e Ebben a részben az eddig gyengébben teljesitd didkokndl is tapasztalhat6 volt a fejls-

dés.

e Anndl a csoportndl, ahol a feladatokat nem egyesével irtdk nem tapasztaltunk olyan

fejlédést, mint a tobbi osztilynal.

e Az osztdlyomban tanulé didkok elmondtdk mennyire tetszettek nekik ezek a felada-
tok. Tudjak, hogy a kisérletnek vége, de szeretnék, ha ehhez hasonl6 feladatok {rasat

tovédbbra is folytatnank.

e A tdbbi szaktandrnak is hasonl6 visszajelzést adtak didkjai.

2.6. Eredmények

A didkok husz héten keresztiil oldottdk meg a kisérlettel kapcsolatos feladatokat. A kisérlet
alatt 6sszesen négy dolgozatot irtak.

Az elején felmértiik a kisérleti és a kontrollcsoportok didkjainak elzetes tuddsat és meg-
vizsgaltuk, hogy eltéré matematikai képességekkel rendelkezik-e a két csoport. Igy a kisér-
leti és a kontrollcsoportoknak nem csak az eredményeit, hanem fejlédésiik mértékét is fel
tudtuk mérni. Ehhez 0sszegyjtottiikk az azonos osztdlyba jard didkok tanév elején irt el-
sO témazar6 dolgozatainak eredményeit (Bemeneti mérés). Ezt minden osztily akkor irta,
amikor az osztdlyok felosztdsa mar megtortént (kisérleti, és kontroll csoport), de a kisérlet
feladatait még nem kezdték el megoldani. A dolgozat témakore a hetedik és a nyolcadik
évfolyamon is algebra volt.

A masodik dolgozatot (Fiiggvények 1.) a kisérlet 15. hetében irtdk a fiiggvények téma-
korébdl. A harmadik dolgozatot (Szintfelmérd) az utolsé szamelmélet feladat beaddsa utdn
egy héttel irtdk meg. Ebben olyan tém4ju feladatokat valogattunk dssze, melyeket ebben a
tanévben tanultak, de nem kapcsolddik a szdmelmélet témakoréhez. A negyedik dolgozatot
(Fiiggvények 2.) az utolsé szamelmélet feladat beadasa utdn 3 — 4 héttel irtak a fiiggvények
témakorébol. Azért valasztottuk a fiiggvényeket, mert olyan téméabdl szerettiik volna felmér-
ni a didkok tuddsat, amit 2 — 3 hénappal ezeldtt tanultak, tehat még emlékeznek, de azdta

mdr 4j téma is feldolgozdsra keriilt. Igy a tuddsuk hosszd tavi hatdsat is vizsgéltuk.
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A jarvany miatt bevezetett digitdlis oktatds teljesen megvéltoztatta a kisérlet kivitelezését,
ezért a legtobb eredmény még nem érkezett be. A Budapesti Fazekas Mihaly Gyakorl6
Altaldnos Iskola és Gimnézium 8 - os osztlydnak eredményei mar mind beérkeztek, ezért
ezek alapjdn vonjuk le a kdvetkeztetéseinket.

Az év elején irt elsd dolgozatra (Bemeneti mérés) maximalisan 40 pontot szerezhettek a

didkok. A dolgozat eredményeit a 2.1 tablazatban lathatjuk.

2.1. tablazat. Bemeneti mérés

Kisérleti csoport | Kontroll csoport
40 40
40 40
40 40
39 39
39 37
39 36
38 34
37 34
36 30
33
Atlag: 38,1 Atlag: 36,67

Lathato a tdblazatbol, hogy a két csoport teljesitménye kozott minimalis az eltérés, tehat
a két csoport egyformdnak tekinthetd.

A kisérlet 15. hetében a fliggvények témdbdl irtak témazaré dolgozatot (Fliggvények
1.), ahol maximadlisan 31 pontot szerezhettek. Ezeket az eredményeket a 2.2 tdblazatban
lathatjuk.

2.2. tablazat. Fiiggvények 1.

Kisérleti csoport | Kontroll csoport
31 31
31 31
30 30
29 29
29 28
29 27
28 25
28 21
28 21
27
Atlag: 29,0 Atlag: 27,0
Szoras: 1,333 Szoras: 3,905
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Az utolsé szdmelmélet feladat megolddsa utdn egy héttel megirtdk a harmadik dolgozatot
(Szintfelmérd). Ez a dolgozat regularis tananyaggal kapcsolatos feladatokat tartalmazott,

melyen legfeljebb 24 pontot lehetett szerezni. Az eredményeket a 2.3 tablazatban lathatjuk.

2.3. tablazat. Szintfelmérd

Kisérleti csoport | Kontroll csoport

24 24

24 24

24 24

24 21

23 20

21 19

21 16

20 14

17 9

14

Atlag: 21,2 Atlag: 19,0
Széras: 3,425 Szoras: 5,172

Az utolsé szamelmélet feladat megolddsa utdn négy héttel megirtdk a negyedik dolgo-
zatot is (Fiiggvények 2.). Ezen a dolgozaton legfeljebb 35 pontot lehetett szerezni. Az
eredményeket a 2.4 tabldzatban lathatjuk.

2.4. tablazat. Fiiggvények 2.

Kisérleti csoport | Kontroll csoport
35 35
35 35
33 35
32 28
30 27
30 25
30 23
29 22
28 11
24
Atlag: 30,6 Atlag: 26,8
Szoéras: 3,34 Széras: 7,85

Az osztalybdl 6t didk legtobbszor maximalis pontot ért el az év kdzben irt dolgozatokon.
Az 6t didk koziil hdrom a kontroll csoportba, kettd a kisérleti csoportba tartozik. Oket az
eredmények értékelése sordn kihagyjuk, ugyanis a legszorgalmasabb és legtehetségesebb
tanuléknal nem szdmit mit és hogyan tanitunk, tudni fogjak a tananyagot. Ujraszdmoltuk az

atlagokat, az igy kapott eredményeket a kovetkez6 tablazatokban lathatjuk.
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2.5. tablazat. Fiiggvények 1. (6t didk nélkiil)

Kisérleti csoport | Kontroll csoport
31 29
30 28
29 27
29 25
28 21
28 21
28
27
Atlag: 28,75 Atlag: 25,167
Szoras: 1,282 Szoras: 3,488

2.6. tablazat. Szintfelmér6 (6t didk nélkiil)

Kisérleti csoport | Kontroll csoport
24 24
24 20
24 19
24 16
23 14
21 9
20
17
Atlag: 22,13 Atlag: 17,0
Széras: 2,588 Széras: 5,215

A negyedik dolgozat (Fiiggvények 2.) Osszesen négy feladatot tartalmazott, melybdl
kettd atlagos nehézségt volt (1. és 3.), kettd nehezebb, tobb gondolkodést igényelt (2. és 4.).
Az itt elért eredményeket feladatonként részletezziik. A konnyebb attekinthetdség érdekében

a kisérleti csoport eredményeit lilaval, a kontroll csoport eredményeit zolddel emeltiik ki.
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2.7. tébldzat. Fiiggvények 2. (6t didk nélkiil)

1. 1. 2. 2. 3. 3. 4. 4. Osszesen | Osszesen
Max. pont | 10 10 11 8 8 8 6 6 35

10 11 8 6 33

10 10 8 6 32

10 9 8 6 30

10 8 8 6 30

10 6 7 6 30

10 5 7 5 29

9 5 7 5 28

8 3 5 4 24
Atlag: | 9,625 7,125 7,25 55 29,5
Széras: | 0,744 2,8 1,035 0,756 2,726

A mdésodik dolgozaton (Fiiggvények 1.) elérhet6 maximaélis pontszdm 31 volt. Az at-
lagpontszdm a kisérleti csoportnal 28,75, a szords 1,282, a kontroll csoportnal az atlagpont-
szam 25,167, a széras 3,488 volt. A harmadik dolgozaton (Szintfelmérd) elérhetd maximalis
pontszam 24 volt. Az atlagpontszdm a kisérleti csoportndl 22,13, a szérds 2,588, a kontroll
csoportndl az atlagpontszdm 17,0, a szérds 5,215 volt. A negyedik dolgozaton (Fiiggvények
2.) elérheté maximélis pontszdm 35 volt. Az dsszpontszdmra vonatkozd atlag pontszdm a
kisérleti csoportndl 29,5, a szérds 2,726, a kontroll csoportndl az atlagpontszam 22,67, a

szoras 6, 154 vollt.

A kisérleti csoportokban tanul6 didkok szignifikdnsan tobb pontot szereztek, mint a kont-

rollcsoportokban 1évok, annak ellenére, hogy az év eleji dolgozaton hasonldan teljesitett a
két csoport.

A 2.7 tablazatban az is lathat6, hogy azokon a feladatokon, melyek tobb gondolkodést
igényeltek (2. és 4.) még nagyobb a differencia a kisérleti csoport és a kontroll csoport didkjai
kozott. Azt is elmondhatjuk, hogy egy didk kivételével a kisérleti csoport minden tagja

legalabb annyi pontot ért el, mint a kontroll csoport legjobban teljesitd didkja.

Azt gondolhatndnk, hogy azoknak a didkoknak, akik a regularis tananyagot tobbet gya-
koroltak, jobban kellene teljesiteniiik az ebben a témaban irt dolgozatokon. A 2.5, 2.6 és
2.7 tablazatokban rogzitett eredmények igazoljdk, hogy azok a didkok, akik tobb honapon
keresztiil szamelmélet feladatokkal foglalkoztak, jobban teljesitenek a reguldris tananyag-
bol is. Megallapithatjuk, hogy mddszeriink kozép-, €s hosszitdvon hatékony volt. A kivalo
didkokon, akik a hagyomédnyos médon rendszeresen €s jol tanulnak, nem tudtuk "rendesen"
felmérni a kisérlet hatésat. Ok a kisérlet nélkiil is majdnem mindig maximalisan teljesitenek.
Ez nem jelenti sem azt, hogy 6k nem fejlddtek, sem azt, hogy a kisérletiink hatdsa pé6tolhatéd

a hagyomdnyos tanuldssal. Az 6 fejlédésiiket egy kiilon kisérletben lehetne vizsgélni.
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2.7. A Kkisérlet alkalmazasa a digitalis oktatas keretei kozott

Magyarorszadgon a koronavirus terjedésének megel6zése érdekében 2020. Marcius 18-4tdl
visszavondasig hivatalossa tették az oktatds digitdlis keretek melletti folytatasat.

A bejelentés utdn egy teljesen dj és addig ismeretlen helyzetben taldlta magat a legtobb
pedagdgus. Bar a tanéri kompetencidk kozott szerepel az IKT eszkozok haszndlata, a digita-
lis oktatds egészen mas helyzet.

Megfogalmazott tandri kompetencidk az IKT eszkozok haszndlatdval kapcsolatban:
e ,Tisztdban van IKT pedagdgiai alkalmazasanak sajatossagaival.”

e ,Ismeri a hatékony (irdsos, szobeli és IKT) kommunikacié 0sszetevoirdl osszegytilt

tudast, az errdl sz616 alapvetd szakirodalomban tdjékozott.”

e ,Elismeri a hatékony kommunikécid, s a hozzatartozé technikdk jelentoségét mind a

nevel6-oktatomunkaban, mind az iskolai szervezet fenntartasaban, mikodtetésében.”

e ,Tud tdjékozddni a szakirodalomban, konyvtarban és interneten, ismeri az alapvetd
hazai pedagégiai miihelyekhez tartoz6 alapmiivek €s periodikak elérhetdségét. Képes

az IKT hatékony alkalmazaséra.”

Ugy gondoltuk kisérletiink szamos szaktandrnak jelenthet segitséget. Az Eotvos Lordnd
Tudoményegyetem Matematika Tanuldselméleti és -Pszicholdgiai Kutatocsoport tagjaival
osszedllitottunk egy tdjékoztatot, melyben ismertetjiik a kisérlethez sziikséges informacio-
kat és teendOket. A tdjékoztatdé megirdsiandl ligyeltiink arra, hogy a kisérlet leirdsa érthetd és
részletes legyen, hogy a szaktandr feladata egyértelmi és vilagos legyen, €s hogy a szakta-
nar minden lehetséges segitséget megkapjon. A tdjékoztatd szdmos kozoktatdsi intézménybe
el lett kiildve az orszdgban. Nagy oromiinkre az Oktatdsi Hivatal honlapjéra is kikeriilt "A

tanulast timogat6 hasznos anyagok" kozé.
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TAJEKOZTATO

Az EO6tvos Lordnd Tudomanyegyetem Matematika Tanulaselméleti és -Pszicholdgiai
Kutatocsoport egyik kutatdsi teriilete annak vizsgalata, hogy kiilonb6z6 matematikai
tevékenységek hogyan hatnak az &ltalanos gondolkodasra és a kés6bbi matematikai
képessegekre. A magyar matematikaoktatds problémakdzpontd. A feladatmegoldasban az
eltéré megoldasi modszerek haszndlata a matematika kiilonb6z6 agazatain beliil, vagy példaul
a rendszeres tarsasjatékozas mas és més hatassal vannak a gondolkodasunkra. Ezek kozben
kiilonboz6 funkcidja agyi tevékenységeket végez az ember. A szamelmélet egy olyan része a
matematikanak, ahol a legkiilonbozébb fajta Otletekkel, megoldasi modszerekkel
talalkozhatnak a didkok. A kutatocsoport egy kordbbi projektjében kimutatta, hogy
szamelmélet feladatok megoldasa pozitivan hat a didkok altalanos matematikai
gondolkodasara. Azok a didkok, akik a
matematika ora 6t percében nem a tananyaghoz kapcsolédéan oldottak meg feladatokat, hanem
szamelmélet problémakkal foglalkoztak, jobban szerepeltek a tananyaghoz kapcsolodo
dolgozatokon is, mint tarsaik. A modszert teszteltlk elit és hagyomanyos altalanos iskolaban
is. A diakok fejlédése mar a projekt felénél mérhet6 volt. Mindenkinek ajanljuk a modszert,
amelyhez rengeteg kész segédanyagot elkildiink, ezzel segitve a szaktanarok munkajat.
A modszer konnyen kiprobalhatd az online oktatas soran, de jol miikodik a ,,hagyomanyos”
iskolai kornyezet keretei kozott is.

Amennyiben szivesen részt venne a modszer tovabbfejlesztésében, kérjlk, valasszon a
Tovabbfejlesztési lehetoségek fejezetben 1€vo lehetdségek koziil.

Ezeket a feladatokat 7-10. osztalyos diakoknak javasoljuk.

A projekt menete

A projekt soran a szaktanar f6 feladata a feladatokat és a megoldasokat tartalmazd kodok
kikiildése, és bizonyos idokozonként a feladatok kijavitadsa megadott szempontok szerint. Ezen
kiviil lehetdség van egy bemeneti és egy kimeneti dolgozat megiratasara, amellyel a didkok
fejlodését lehet mérni. (A két tesztben hasonld feladatok vannak. A teszteknel tgyellink arra,
hogy olyan tém4ju feladatokat adjunk, melyeket mar tanultak a diakok, de azok kozétt ne
szerepeljenek szamelmélettel kapcsolatos feladatok.)

Az alabbiakban részletesen kifejtjiik a fobb Iépéseket:

1. A projekthez minden feladatot elkildink a szaktanarnak e-mailben, aki naponta egyet
tovabbit a diakoknak. (A szaktanar megkapja a feladatokat egyesével is, igy ezeket ki tudja
kildeni kuldn-kilén.)

2. Ezutan a diakok a megoldast leirjak egy lapra (erre 5-10 perciik van), majd lefényképezve
visszakildik szaktanaruknak (fotd helyett természetesen barmilyen mas megoldas is
megfelel).
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3. Miutan minden didk bekildte a feladatot, kapnak egy kddot a szaktanartol, mellyel otthon
megnézhetik a megoldast.

4. A megoldas tudataban a kdvetkez6 napi feladat sokkal konnyebben megoldhato.

5. Ertékelés: Mivel a didkok a megoldast ismerik, ezért a kijavitott dolgozatokat nem kell
visszakapniuk, elég, ha a dolgozatra kapott pontszamot ismerik. Igy a feladatok pontozéasa
egy nagyon gyors feladat a szaktanarnak, mondhatni ranézésre elvégezheté munka, ezen
kivil nem kell minden nap javitania. (Esetleg furcsanak tinhet, hogy nem fektetiink
nagyobb energidt a visszajelzésre. Ezt azért igy terveztik, mert a modszer lényege a
problémamegoldés, ennek varjuk fejleszté hatasat.)

6. A feladatokra kapott pontok rogzitése egy elére megirt tablazatban.

7. Osszesen 63 feladat van négy részre osztva: 1. rész: 1-15. feladat; 2. rész: 16-30. feladat; 3.
rész: 31-45. feladat; 4. rész: 46-63. feladat.

Az a tapasztalatunk, hogy a diakok a projekt elején még rosszul teljesitenek, de minél tébb
feladatot oldanak meg, és latjak a megoldasokat, annal jobban fejlédnek. Az utolso részre mar
szinte minden diédk elérte az 6tds hatarat, tehat megéri a médszert folytatni.

A feladatsort ugy allitottuk 6ssze, hogy egy atlagos képességli didk a feladatsor megoldasat
kovetden eljusson egy olyan szintre, ahol korosztdlyanak megfelelé versenyfeladatokat tud
megoldani. A 63 feladatbol all6 feladatsor tobb blokkbol all. Minden egyes blokk egy-egy
nehezebb versenyfeladat megoldasat késziti eld, a blokkban szerepld feladatok ravezetd
feladatsorként funkcionalnak.

Ellenorzés

A 63 szamelmélet feladat megtalalhaté megoldassal egytt a www.vasvivien.com honlapon —
Didkjaimnak — Versenyfeladatok. Ezen az oldalon megjelenik az Gsszes feladat, mindegyik
kilon linkkel. Amikor megnyitunk egy feladatot, a késziilek automatikusan letolti azt. A feladat
megtekintése azonban csak a feladathoz tartoz6 kod ismeretében lehetséges. Minden feladathoz
kiilon kad tartozik, melyet a szaktanarnak e-mailben elkiildink. igy az aznapi feladat kodjat
tovabbitani tudja a didkoknak, ¢és a didkok egyrészt le tudjak ellendrizni jol gondolkodtak-e,
masrészt latjak a helyes megoldast. Amikor a didk beti a let6ltétt feladathoz tartozo kodot,
latja a feladat sz6vegét és megoldasat is.

A megolddkulcsot hasznalva a szaktanar viszonylag konnyen le tudja ellendrizni a didkok
megoldasat. A helyes megoldasokért, megoldasrészletekért a didkok pontokat szerezhetnek,
ezeket a pontokat kérjik rogzitse a szaktanar egy tablazatba.

Pontozasi Uutmutaté

Minden feladat megoldasaért pontokat lehet szerezni. (Az adott feladatra adhaté maximalis
pontszamot a kikuldott tablazatok tartalmazzak.)

Példa (Megtekintése csak a feladathoz tartozd kdd ismeretében lehetséges.):

Hatarozd meg azokat az aaa alaka haromjegyi természetes szamokat, melyek
oszthatdak 6-tal. (4 pont)
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A feladat megoldasa:

Egy sz&m pontosan akkor oszthaté 6-tal, ha oszthato 2-vel és 3-mal is. (1 pont)

Harommal pontosan akkor oszthat6, ha szamjegyeinek 6sszege oszthato 3-mal.
Szamjegyeinek 0sszege: a + a + a = 3a > Biztosan oszthaté 3-mal. (1 pont)

Kettével pontosan akkor oszthato, ha 0, 2, 4, 6, 8-ra végzddik. A 0-t kizarjuk, hiszen akkor
nem lenne 3-jegyt a szam. (1 pont)

Tehat azok a szamok, amik nekink jok: 222, 444, 666, 888. (1 pont)

A példan is lathato, hogy a pontok nagy része nem a helyes végeredményre jar, hanem az Gtletre,
magyarazatra. Ezt a didkokkal mar az elsd feladat el6étt érdemes kozolni, és kozben is lehet
tobbszor emlékeztetni rd ket, hogy a pontok nagy része a jo Otletekért és a magyarazatért jar,
nem elegendd a végeredmény megadasa.

Annak érdekében, hogy a diakok motivaltak maradjanak, j6 modszer lehet, ha egy bizonyos
feladatszam végeztével adott pontszam elérését kovetden a didkok oOtos érdemjegyet
szerezhetnek. Mi a projektiunkben négy részre osztottuk a 63 feladatbdl &ll6 feladatsort és az
egyes részek befejeztével értékeltiik a didkok teljesitményét. Diakjaink akkor kaptak 6tost, ha
elérték legalabb a pontok 50%-at (ettdl persze el lehet térni). Igy az a tanuld is motivalt
maradhat, aki az elején nem teljesit jol, és nagyon le van maradva — és ehhez hasonléan azok a
tanuldk sem lankadhatnak el, akik az elején nagyon jl teljesitenek.

A kikaldott dokumentumok
® Két szintfelmérd (egy bemeneti, és egy kimeneti teszt)
A feladatok megoldasokkal egyiitt
A feladatok egyesével (didkoknak kiildhetd)
A feladatok kddjait tartalmazé tablazatok
Tablazatok, melyekbe a pontokat lehet rogziteni

Tajékoztato a didkoknak részletes leirassal

A szaktanar teendoéi a projekt soran

1. Irni egy e-mailt a szamelm.kiserlet@gmail.com email cimre, hogy szivesen kiprobalna ezt
a modszert. Az emailben meg kell adni a tanitott csoportok
e évfolyamat, és
e aprojekt kivitelezesét (itt kell a lentebb irt 3 opcid kozul valasztani).

2. Az emailre egy napon belll valaszolunk, melyben elkildjik a sziikséges dokumentumokat.
Illetve megbeszéljiik az elsd szintfelmérd idopontjat is.

3. Mikor a didkok megirtak a szintfelmérét, az eredmények rogzitéséhez elkiildiink egy
tablazatot.
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Kutatdcsoport vezetd: Dr. Szabd Csaba egyetemi tanar, email: csaba@cs.elte.hu

4. Segitséget jelentene a projektink szempontjabdl, ha a kitdltott tablazatokat visszakuldenék
a fent emlitett email cimre. (Ez természetesen nem kotelezd, barki kiprobalhatja a
modszert.)

5. A didkoknak tajékoztatdt kiildeni a projektrdl, illetve arrdl, hogy hol talaljadk a

megoldasokat.

Minden 6réan kildeni egy feladatot, a megoldast a didkok lefotozva bekildik.

7. Mikor mindenki elkildte, eljuttatni hozzajuk az adott feladat kddjat, hogy meg tudjak nézni

a megoldast.

A szaktanar megnézi a feladatokat, és pontozza, majd a tablazatban rogziti.

9. A pontokrdl iddnként tajékoztatja a didkokat (akar elkiildve nekik a tablazatot, akar
elkildve a fent emlitett email cimre, ami kikerllne a weboldalra).

10. Részenként dsszesiteni a pontokat, kiosztani az 6tosoket.

(1. rész: 1-15. feladat; 2. rész: 16-30. feladat; 3. rész: 31-45. feladat; 4. rész: 46-63.
feladat)

11. Oriiliink, ha a tapasztalataikat és részeredményeiket idénként elkiildik nekiink.

12. Amikor minden feladatnak vége, iratnak egy hasonlé felmérét, mint az elején, amit
szintén tablazatban rdgzitenek.

ISz

o

Ugy gondoljuk ez egy j6 lehetség. Bar sok munkéanak tiinik, "csak" a feladatokat kell javitani
és rogziteni egy tablazatban, a tébbi anyagot kuldjuk. Azoknal az osztalyoknal, ahol elvégeztiik
ezt a projektet jelentds fejlodést tapasztaltunk.

A modszert minden kolléga kiprobalhatja, a projektben nem kotelezé részt venni.
Nekik a keziikbe adjuk a feladatokat, a javaslatainkat, amiket szabadon hasznalhatnak.

Amennyiben szivesen részt venne a médszer kiprébalasaban, kérjik valasszon az alabbi
harom opcié kozul:

1. Az osztaly minden tagja szamelmélet feladatot old meg az 6ra végén (ezen kiviil egy
bemeneti és egy kimeneti szintfelmérdt, ami vegyes feladatokat tartalmaz).

2. Nem oldanak meg a didkok szamelmélet feladatokat, csak a két szintfelmérot irjak
meg.

3. Az osztaly egyik fele szdmelmélet, a masik fele az adott tananyaggal kapcsolatos

feladatot old meg az dra végeén, (és az osztaly egésze ir mind egy bemeneti mind egy
kimeneti szintfelmérot).

Tovabbfejlesztési lehetoségek

Ha valakinek van ré lehetsége és van hozza kedve akkor kiilon segithet, ha az alabbi két pont
kdzil az egyik szerint tudnak haladni, vagy valami ezekhez hasonlé megoldast tudnak talalni a
sajat iskoldjukban.

e Keét parhuzamos osztalyban végzik a projektet. Az évfolyam egyik osztalya minden
oran szamelmélet feladatot kap, az évfolyam masik osztalya ,,csak” tananyaggal
kapcsolatos feladatokat.
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Eo6tvos Lorand Tudomanyegyetem Természettudomanyi Kar, Matematikai Intézet
Kutatdcsoport vezetd: Dr. Szabd Csaba egyetemi tanar, email: csaba@cs.elte.hu
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o Egy osztalyban végzik a projektet. Az osztalyt két csoportra osztja a szaktanar, az
egyik csoport a szamelmélet feladatokat kapja, a masik csoport tananyaggal kapcsolatos
feladatokat.

Sok lehetéséget el tudunk még képzelni a médszer kivitelezéséhez. Igy, ha valaki szivesen
elklldené az eredményeket, de méasképp szeretne csinélni, akkor egy révid egyeztetés utan nem
latjuk ennek akadalyat.

Kapcsolattart6: Vas Vivien

Email cim: szamelm.kiserlet@agmail.com

Matematika Tanulaselméleti és -Pszichologiai Kutatdcsoport, ELTE TTK, Matematikai Intézet
Kutatdcsoport vezetd: Dr. Szabo Csaba egyetemi tandr

email: csaba@cs.elte.hu

Koszonettel: Matematika Tanulaselmeleti és -Pszicholégiai Kutatocsoport
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2. FEJEZET. A KISERLET



3. fejezet

Magasabb foku diofantikus egyenletek

3.1. Bevezetés

Szinte nincs olyan matematika verseny, ahol ne fordulna el6 szamelmélettel kapcsolatos fel-
adat. Akar elso forduld, akdr dontd, a szamélet jelen van. Ebben a fejezetben egy Matema-
tika Didkolimpidra sziiletett feladatjavaslatb6l (IMO Shortlist) indulunk ki, és hasonl6 alaka
feladatokat probalunk késziteni. Megmutatjuk, hogy ez nem is olyan konnyd. A kiinduldsi
feladatunk megoldasa a korosztdsi polinomok tulajdonsagain alapszik. A korosztasi poli-
nomok dlataldnos szdmelmélete nehéz. Ezért megprobaltunk olyan feladatokat is késziteni,
amelyek kisebb targyi tudast igényelnek.

El6szor roviden 6sszefoglaljuk a korosztasi polinomok elméleti hatterét, majd ehhez kap-
csolddva megoldunk egy feladatot, elkészitiink két hasonld feladatot, végiil megmutatjuk,

hogy tudnank és hogyan nem lehet hasonlé szellemii feladatot késziteni.

3.1.1. Korosztasi polinomok szamelmélete

Ebben a fejezetben el6szor atismételjiik a korosztasi polinomok legfontosabb tulajdonsagait,
majd Osszefogaljuk az egész helyeken folvett értékeikrdl ismert szdmelméleti tételeket.

Legyen n pozitiv egész szam. Az n-edik komplex egységgyokok azok a z komplex sz4-
mok, amelyekre teljesiil, hogy z” = 1. Példaul a negyedik egységgyokok az 1, i, -1 —i.
Egy n-edik egységgyokot primitiv n-edik egységgyoknek nevezziik, ha semelyik k < n;
k=1,2,...,n—1 pozitiv egész szdm esetén nem k-adik egységgyok. Egy z € C komlex
szdm rendje, o(z), az a legkisebb pozitiv n, melyre 7" = 1. (Ha ilyen nincs, akkor o(z) = .)
Ez azt is jelenti, hogy z € C pontosan akkor primitiv n-edik egységgyok, ha o(z) = n. Ha
n > 1, akkor legyen

Cbn(x) = (x_ 51) Tt (x_ é(p(n)>7
ahol 51,...§¢(n) az Osszes primitiv n-edik egységgyok. P, foka ¢(n), ahol ¢ az Euler-

féle ¢ fiiggvény, ®,(x) neve az n-edik korosztdsi polinom. Ezek alapjdn, ha n > 1, akkor

31
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chd(x) =x"—1, azaz

d|n
xt—1
D, (x) = ———
) [T &x(x)
k|n,
k#n

Specidlisan, ha p prim és n pozitiv egész szam, akkor

n
xP —1

- —xP=Dp L x(p=2p 4Py
xPm T —1

q)pn (x) =

Példdul @1 (x) = 2L = x10 4 39 4. +1és Do(x) = 5= =x0 4+ 13 41,

x—1 v-1
A rend szdmelméleti fogalma megegyezik a redukdlt maradékosztdlyok multiplikativ

csoportjdban vett renddel. Legyen (a,m) = 1. A k pozitiv egész szdmot az a rendjének
nevezziik modulo m, ha a* = 1(m), de barmely 0 < i < k esetén a' # 1(m). Az "a” szam,
vagy a maradékosztily modulo m vett rendjét o,,(a) jeloli.

Legyen c egy egész szam és g prim. Ekkor o4(c) = m pontosan akkor teljesiil, ha g |
®,,(c) és g1 m. Ebbdl rogton kovetkezik az aldbbi éllités:

1. Tétel. Ha a egész szdam, akkor ®,(a) minden primosztdja vagy osztdja n-nek, vagy n-k+ 1

alakii.

Misképpen fogalmazva, ha a pozitiv egész szdm, akkor ®,(a) minden p primosztéjira
teljesiil, hogy p = 1(n) vagy p | n. Ebbdl rogton kovetkezik az is, hogy ®,(a) minden d

osztdja vagy oszthaté n valamely primosztdjaval, vagy d = 1 mod (n). Primszdmok esetén

d|®,(a)-bol kovetkezik, hogy vagy p|d, vagy p|d — 1,

Ezzel a tudéssal felvértezve nézziink meg néhany feladatot.

3.2. Feladatok

A kovetkezd feladat a 2006—os Olimpidhoz késziilt valogatott feladatok kozott szerepelt, az
ugynevezett IMO Shortlist-en [25].

7
—1
* = y° — 1 egyenletnek nincs egész megoldasa.

1. Feladat. Bizonyitsuk be, hogy az

Bizonyitds. Ha felbontjuk mind a két oldalt, akkor az
O+t 4+ 2 +x+1=— 1)+ +P +y+1)

egyenlGséget kapjuk. Latjuk, hogy a bal oldal a hetedik korosztasi polinom, ®7(x), melyrdl
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tudjuk, hogy minden p primosztdjéra teljesiil, hogy
p="17 vagy p=1 mod (7)

Ennek a feltételnek a jobb oldal minden osztéjara is teljesiilnie kell. Tehat a jobb oldalon

minden tényezd 7k, vagy 7k + 1 alakd szdm, ami azt jelenti, hogy
y—1=0  mod (7) vagy y—1=1 mod (7)

l.eset Hay—1=0 mod (7), akkory=1 mod (7).
A baloldal masik tényez&je: y* +y> +y> +y -+ 1, melynek szintén minden primosztéja 7
vagy (7k+ 1) alaku, azaz 7-tel osztva O vagy 1 maradékot kell, hogy adjon, azaz:

Y4y +y?+y+1=0 mod (7) vagy VY 4y Hy+1=1 mod (7)

kell, hogy teljesiiljon. Hay=1 mod (7), akkor y* +y3 +y? +y+1=1*+ 13+ 12+ 14+1=5
mod (7). Ezzel ellentmondésra jutunk.

2.esetHay— 1 =1 mod (7), akkory=2 mod (7).

Ahogy az el6bb is, a baloldal mésik tényezSje y* +y> +y> +y + 1, melynek szintén
minden primosztéja 7 vagy 7k 4 1 alakd, azaz 7-tel osztva 0 vagy 1 maradékot kell, hogy

adjon, azaz
4,32 _ 443 1\2 _
V' 4y 4y +y+1=0, mod(7) vagy Y4y +y +y+1=1 mod(7)

kell, hogy teljesiiljon. Hay =2 mod (7), akkor y*+y* +y2 +y+1=2%4+23 42242+ 1=
164+8+44+2+1=2+1444+2+1=10=3 mod (7). Ekkor is ellentmonddsra jutunk,

tehat ennek az egyenletnek nincs megoldasa az egész szamok korében. 0
Ebbdl a feladatbdl otletet meritve hasonl6 feladatot prébaltunk késziteni.

2. Feladat. (Sajat feladat) Bizonyitsuk be, hogy az x® +x3 + 1 = y'! — 1 egyenletnek nincs
egész megoldasa.

Bizonyitds. Latjuk, hogy a bal oldal a kilencedik korosztasi polinom, ®gy(x), a jobb oldalt

felbontva a
e D i S A S (e S AR SR A A S S R Y
szorzatot kapjuk, ahol !0 +y° +y8 437 +1° +° +y* +33 +1y? +y+ 1 a tizenegyedik kor-
osztési polinom, @y (y).
A bal oldalon a kilencedik korosztdsi polinom szerepel, ®g(x), melynek minden prim-
osztdja 3 vagy 9k + 1 alakd. Ezért minden osztdja ilyen primek szorzata, igy 3k vagy 9k + 1
alakd. Ennek a feltételnek a jobb oldal minden osztdjara is teljesiilnie kell. Tehét a jobb

oldalon minden tényez6 3k vagy 9k + 1 alakd szdm. El6szor tekintsiik a jobboldal masodik
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tényezdbinek lehetséges értékeit modulo 9:

®1(0) =040+ 08 +0"+0°+0°+0*+0° + 02 +0+1 =1
Oy =1"4+ 10+ B8+ 17+ 14+ P+ 1P 4+ 1P+ 124141 =
@ (2) =210427 428 427 420420 42 423 422 4241 =
(2)+(-D+@)+2+1+(-4H+(2)+(-1)+@+(2)+(1) =4
(310439438 437 136 439 1 34 1 33432434 1) =

(0) +(0) +(0) +(0) + (0) + (0) + (0) 4 (0) + (0) + (3) + (1) =
(

@1 (3)

A0 BT S St B4 =
=@+ +(2)+ @)+ () +(=2) +(4) + (1) +(=2) +(4) +(1) =5
®11(5)=5""+5"+5°+5"+5°4+5° 45+ 57+ 57+ 5+ 1 =

=@+ ED+HE)FG)+FM+HQ)+ @+ (D +H(=2)+6)+(1) =
®11(6) =6"+6"+6° +6"+6°+6"+6'+63+6 +6+1 =

=(0) +(0) +(0) +(0) + (0) +(0) + (0) + (0) +(0) +(6) + (1) =
O (1) =T+ P+ P+ T + T+ P+ T+ P+ TP+ T+ 1 =

=)+ +@+(2)+ () +H+(2)+ (M) +H+T)+(1) =
®;(8)=8"0+8"+8%+8"+8°+8 +8*+83+82+8+1=

=M+ ED+HM+ED+HM) + D+ 1)+ (=D + (1) + (=) +(1)=1

Dy (4)

A kifejezés lehetséges értékei modulo 9: 1, 2, 4, 5, 7, 8. A kapott értékek koziil csak az 1-re
teljestil, hogy 3k, vagy 9k + 1 alaki. Ekkor y=0 mod (9) vagy y=8 mod (9).

1. eset: y=0 mod (9).

Hay=0 mod (9), akkor y—1 =8 mod (9). Az (y — 1) kifejezésre is teljesiilnie kell,
hogy 3k, vagy 9k + 1 alaku, ezzel ellentmonddsra jutunk.

2. eset y=8 mod (9).

Hay=8 mod(9),akkory—1=7 mod(9), ezzel is ellentmondasra jutunk.

Tehét ennek az egyenletnek nincs megolddsa az egész szdmok korében. [

A rutinosabb versenyzdk kezdhetik mashogy a feladatot, mellyel 1ényegesen megrovidit-
hetik az el6z6 szamolast.
2. feladat - Rovidebb megoldas

Bizonyitsuk be, hogy az x® + x> 4+ 1 = y!! — I egyenletnek nincs egész megoldasa.

Bizonyitds. A jobb oldalt felbontva az

=10+ +y +y"+3° +y ' + 3 +yP Hy+1)
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szorzatot kapjuk. A bal oldal a kilencedik korosztdsi polinom, ®g(x), melynek az 3sszes
lehetséges primosztdja 9k +- 1 alaku vagy 3. Ennek a feltételnek a jobb oldal minden osztdjara
is teljestilnie kell. Tehat a jobb oldalon minden tényezd 3k, vagy 9k + 1 alaku szam kell hogy
legyen.

ElGszor nézziik (y — 1) lehetséges értékeit, (hiszen lényegesen kevesebb szdmoldst igé-
nyel, mintha (y'0 4% +y8 +37 +3% +3° +y* +y? + 3> +y+ 1) lehetséges értékeit néznénk).
Ekkor:

y—1=0 mod(3) vagy y—1=1 mod(9).

1. eset Hiy— 1 =0 mod (3), akkor y=1 mod (3), és (!0 +y7 +y8 +y7 +y0 +y7 +
VA Yy y+ D =104 1P+ B3 17+ 19+ P+ 144+ 1P+ 1241+ 1) =2 mod (3),
azaz nem 3k, és nem 9k + 1 alaki ez a tényezd.

2. eset Hay—1=1 mod (9), akkor y =2 mod (9). Ekkor (y!04y? +y3 +y7 +y0 +
YAy by by 1) = (210420428 427426 425 1 04 423422424 1) =2 (23)3 +
(23)3 422 (23)242- (232 4+ (23242222 4+2-23 423 4 22424+ 1 = (=2) + (= 1)+ (4) +
2414+ (-4)+(-2)+(-D)+4A)+(2)+(1)=4  mod (9)

Ezzel is ellentmonddsra jutunk, tehit ennek az egyenletnek nincs megolddsa az egész

szamok korében. L]

Az eddigi feladatok mintdjara hasonl6 feladatok kitaldlasara torekedtiink, még egyet is-
mertetiink.

19_1

3. Feladat. (Sajat feladat) Bizonyitsuk be, hogy az * =y’ — 1 egyenletnek nincs egész

x—1

megoldésa.

Bizonyitds. A bal oldal a tizenkilencedik korosztési polinom ®j9(x), melynek minden prim-
osztdja 19 vagy 19k + 1-alaku. Ennek a feltételnek a jobb oldal minden osztdjara is teljesiil-
nie kell. Tehat a jobb oldalon minden tényezd 19k, vagy 19k + 1 alakd szdm.

A jobb oldalt 4talakitva az

=10y +3°+y 3+ v+ 1).

szorzatot kapjuk. Az egyenletnek van megoldasa, ha:
y—1=0 mod (19) vagy y—1=1 mod (19)

l.eset Hay—1=0 mod (19), akkory=1 mod (19).

Ekkor y8 +y7 +y0 4y 4y 493 32y + 1= B3+ 17+ 104+ P+ 14+ B+ 12414+1=9
mod (19). Igy ez a tényezd nem 19k, vagy 19k + 1 alaki szdm.

2.esetHay—1=1 mod (19), akkor y=2 mod (19)

Ekkor (y8 +y" +)°0 + Y +y*+y3 +y2 +y+1)= (28 +27 +20 425 424423422+ 24 1)

= (242442423 42422 424 2424 4 23 12242 4 10)
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=(-3)-(-3)+(-3)-8+(-3)-4+(-3)24+(-3)+®)+4)+(2)+(1) =
)+ (-5 +(-12)+(-6)+(-3)+B)+(4)+(2)+(1)=-2 mod (19), igy ez a
tényez6 sem 19k, vagy 19k 4 1 alaki szdm, ezzel is ellentmonddsra jutunk.

Tehat az egyenletnek nincs megoldésa az egész szdmok korében. [

3.3. Feladatok készitése

Ennek a fejezetnek a célja olyan diofantikus egyenletek készitése, és a készités menetének
bemutatdsa, amelyeknek nincs megoldédsa az egész szdmok korében. Az egyszerliség és a
szépség kedvéért olyan egyenleteket vizsgédlunk, amelyben kevés tag szerepel. Adddik az
X" =y™ 4 ¢ tipusti egyenletek vizsgdlata. Bér a stratégidk néha hasonldak, esetleg egymds-
ra alapulnak, az attekinthet6ség kedvéért a készités menetének vazlatit minden feladatnal
leirjuk.

Az egyenletek melyeket a fejezet sordn vizsgdlunk:

x3—y4: 6
Yoxt= 4
Yox=6
y5—x4:12
y —x* =29
y5—x4 =35
Yt =

V- =3
y7—x4 =15
y —x*=19
vy —x* =20
y7—x4 =24

3.3.1. Alapfeladat

Az Algebra és Szamelmélet 1 kurzus végefele tipikusnak szamit az alabbi kérdés:

4. Feladat. Hatdrozzuk meg az x'> —y® = 11111111111111 egyenlet 6sszes egész megol-

désat.

Bizonyitds. A tipikus megoldds azt kivanja meg, hogy vegyiik észre, hogy a feladatban min-

den kitevs a @(7) = 6 tobbszorose. Az Euler-Fermat tétel alapjan
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6 I ha (a,7)=1
0 ha 7la

Q
Il

Ugyanez a kongruencia teljesiil, ha a kitevé 6 tetszGleges tobbszorose. Igy az egyenlet bal
oldalan x!'? és y© lehetséges értékei 0 és 1 modulo 7. A bal oldal igy a 6, 0, 1 értékeket veheti
fel modulo 7, mig a jobb oldal 7-tel vett maradéka 4. Igy az egyenletnek nincs megolddsa

modulo 7, igy nincs megolddsa az egészek kozt sem. [

3.3.2. A mi feladatunk

5. Feladat. Hatdrozzuk meg az y® — x* = 6 egyenlet Osszes egész megoldasat.

A startégidnk egy g prim vagy primhatvéany vélasztdsa, majd az egyenlet két oldalanak
vizsgdlata modulo g. Amennyiben az egyenletben 1év6 kitevd relativ prim ¢(g)-hoz, akkor
a megfelel§ tag (szinte) minden értéket folvehet modulo g. Szerencsére ¢(g) mindig paros,
igy a 4-gyel nem kell torddniink, mert (¢(q),4) = 2 vagy 4. Tehat olyan primszamokat

keresiink, amelyre 3|p — 1, azaz p = 6k + 1 valamilyen k-ra.

1. Probalkozas

Az els6 prim ahol p — 1 oszthat6 3-mal, a 7. Tekintsiik y* és x* lehetséges értékeit modulo
7. Az y? lehetséges értékei: 0, 1,6, az x* lehetséges értékei: 0, 1,2,4 modulo 7. Bar ezeket a
hatvanyokat konnyfi ,,kézzel” kiszdmolni, a késébbiek miatt bemutatunk egy masik médszert

is. Tudjuk, hogy a 3 primitiv gyok mod(7):

31=3 =3.3=1.3=3 =3  mod(7)
32=9 =3'.3=3.3=2=2 mod(7)
33 =27 =32.3=2.3=6 =6 mod(7)
3* =81 =3°.3=6-3=18=4  mod(7)
3% =243=3%.3=4.3=12=5  mod(7)
36 =729=3°.3=5.3=15=1  mod(7)

Mivel minden maradékosztdly el6all egy primitiv gyok hatvanyaként, a kobszdmok el6allnak
a primitiv gyok kobének hatvanyaiként. Igy a kobok lehetséges maradékai modulo 7 nem

madsok, mint a 3° hatvanyai és a 0.

33=27=6  mod(7)
6>=36=1  mod(7)
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Hasonl6an, a negyedik hatvdnyok lehetséges maradékai modulo 7 pedig nem masok, mint a

3% hatvényai és a 0.

3*= 81=4  mod(7)
42=16=2  mod(7)
43=4.2=1 mod(7)

Ennél a médszernél az elvégzett szorzasok szama lényegesen kevesebb, mintha kiszdmol-
nank az 6sszes kobot vagy negyedik hatvanyt. Minden Gjabb szorzédssal megkapjuk a meg-

felel6 hatvany egy djabb lehetséges értékét. Ha mar megvan a primitiv gyok kobe, akkor az

—1 p
elvégzendd szorzasok szdma (3]9—1) — 1. Altaldnosan, ha modulo p ismerem egy primitiv
P
—1
gyok k-adik hatvanyat, akkor az 6sszes k-adik hatvany maradéka kiszamolhat6 (kp—l) —1
P —

szorzassal.

A 3.1 tablazat elsS sordban y? lehetséges értékei: 0, 1,6 szerepelnek, az elsé oszlopban
x* lehetséges értékei: 0,1,2,4. A tdblazat tobbi eleme a megfeleld sor és oszlop kiilonbsége

modulo 7.

3.1. tablazat. y> —x* mod (7)

0/1|6
0 6
1 0
2/5]6
4 4

Léthat6 a tablazatbdl, hogy minden lehetséges maradékosztaly elall y* — x* kiilonbség-
ként modulo 7. Egy-egy értéket kiemeltiink zolddel. Igy szerepel a 6 is, azaz a feladatunk
nem oldhat6 meg az altalunk tervezett médszerrel modulo 7. Mivel minden maradék szerepel
a tablazatban, ha lenne egy feladatunk, amiben x*, y? és egy konstans szerepel, az biztosan

megoldhaté lenne modulo 7.

2. Probalkozas

A kovetkez6 3k + 1 alakd prim a 13. A 6 primitiv gyok mod(13). A fenti stratégia alapjan
kiszamoljuk a harmadik hatvanyat mod(13), majd hatvanyozzuk. Kiszamoljuk a negyedik

hatvanyét mod(13), és azt is hatvanyozzuk.
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A kobszdmok lehetséges maradékai modulo 13 nem masok, mint a 6° hatvanyai és a 0.

6’ =36-6= 10.6=60= 8  mod(13)
82= 8.8=(—5)-(=5)= 25=12  mod(13)
8= 82.8= 12.8= 96= 5  mod(13)
8*=82.82=  12.12=144=1  mod(13)

A negyedik hatvanyok lehetséges maradékai modulo 13 pedig nem masok, mint 6* hat-

vanyai €s a 0.

6* =36-36=(-3)-(—3)=9  mod(13)
9= 9.9= 81=3  mod(13)
93 =9.92= 9.3=1  mod(13)

A 3.2 tablazat els6 sordban y3 lehetséges értékei: 0, 1,5, 8, 12 szerepelnek, az els6 oszlopban
x* lehetséges értékei: 0,1,3,9. A tabldzat tobbi eleme a megfeleld sor és oszlop kiilonbsége

modulo 13.

3.2. tabldzat. y*> —x* mod (13)

01|58 |12
12

91

11 5109

O | W =D

Lathat6 a tablazatbdl, hogy a 6-ot kivéve minden lehetséges maradékosztaly el6all kii-
16nbségként modulo 13. Egy-egy értéket kiemeltiink zolddel. Mivel a 6 nem szerepel a
tabldzatban, igy az a feladatunk, hogy y* = x* 4 6 nem oldhaté meg mod(13), teht az egyen-
letnek nincs megoldédsa az egész szamok korében. Az is lathato, hogy a 6 az egyetlen olyan

maradéosztaly, amely nem szerepel a tdbldzatban.

3-7. Probalkozas

A kovetkez6 néhany 3k+ 1 alakd prim a 19, 31, 37, 43, 61. Most kiprobéljuk a médszeriinket

ezekre a primekre:

A 10 primitiv gyok mod(19). Kiszamoljuk a harmadik hatvanyat mod(19), majd hatva-

nyozzuk. Kiszdmoljuk a negyedik hatvanyat mod(19), majd hatvanyozzuk. A kébszdmok
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lehetséges maradékai modulo 19 nem mésok, mint a 103 hatvanyai és a 0.

10° = 100-10 = 5-10=12  mod(19)
122= 12-12= 144=11  mod(19)
12°=144-12=  11-12=18  mod(19)
12 =122.12’=  11-11=7  mod(19)
129=12%12= 7-12=8  mod(19)
120=123.12°=(—-1)- (=)= 1  mod(19)

A negyedik hatvanyok lehetséges maradékei modulo 19 pedig nem mésok, mint a 10* hat-

vanyai és a 0.

10* =100-100 = 5.5= 6  mod(19)
6’=  6-6= 36=17  mod(19)
6= 6>-6= 17-6=7  mod(19)
6*= 62.6°=(-2)-(-2)=4  mod(19)
6= 6*-6= 4-6=5  mod(19)
= 6-6= 5.6=11  mod(19)
6/= 6°-6= 11-6=9  mod(19)
8= 6 -6= 9.6=16  mod(19)
6= 6%.6= 4.5=1 mod(19)

A 3.3 tdblazat els6 sordban y3 lehetséges értékei: 0,1,7,8,11,12, 18 szerepelnek, az elsd osz-
lopban x* lehetséges értékei: 0,1,4,5,6,7,9,11,16,17. A tabldzat tobbi eleme a megfeleld

sor és oszlop kiilonbsége modulo 19.

3.3. tdblazat. y> —x* mod (19)

0| 1|7 |8 11|12 18
0,01 ]7/|8
1 |18/ 06 |7 |10]11
4 3 718 |14
S |(14]15] 2|3 |6 13
6 1|2 12
7 | 12|13 1 4|5 |11
9 (10|11 |17 |18 9
11 15|16 0 1|7
16 | 3 | 4 |10 |11 |14 15| 2
17 2 | 3|9 13 | 14
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Lathat6 a tdblazatbol, hogy minden lehetséges kiilonbség elddll modulo 19. Egy-egy
értéket kiemeltiink zolddel. Mivel minden maradék szerepel a tdblazatban, ha lenne egy
feladatunk, amiben x*, y3 és egy konstans szerepel, az biztosan megoldhaté lenne modulo
19.

A kovetkezd 3k + 1 alaki prim a 31. A 17 primitiv gyok mod(31). A fenti médszer
alapjan kiszdmoljuk a harmadik hatvdnyat mod(31), majd hatvdanyozzuk. Kiszdmoljuk a
negyedik hatvanyat mod(31), majd hatvanyozzuk. A szdmolds menetét mar nem, csak a
végeredményt rogzitjilkk. A konnyebb attekinthetdség érdekében az eredményeket tablazat-

ban rogzitjiik. A harmadik hatvényok:

1731152 | 153 [ 15% | 15° | 159 | 157 | 158 | 157 | 1510
mod(31) | 15| 8 [ 27| 2 |30 |16 | 23| 4 | 29| 1

A negyedik hatvanyok:

174 72 73 74 75 76 77 78 79 710 711 712 713 714 715
mod(31)| 7 |18 2 |14 | 5 |4 (28108 25|20 ]| 16|19 | 9 1

Ez alapjan x* lehetséges értékei mod(31): 0,1,2,4,5,7,8,9,10,14,16,18,19,20, 25, 28. Az
y? lehetséges értékei mod(31): 0,1,2,4,8,15,16,23,27,29,30.

A 3.4 tablazat els6 sordban y> lehetséges értékei: 0,1,2,4,8,15,16,23,27,29,30 szere-
pelnek, az els6é oszlopban x* lehetséges értékei: 0,1,2,4,5,7,8,9,10,14,16,18,19,20, 25,

28. A tablazat tobbi eleme a megfeleld sor €s oszlop kiilonbsége modulo 31.

3.4. tdblazat. y* —x* mod (31)

0 | 1|2 |4 8 1516|2327 |29]|30
0 8 | 15|16 |23 |27 |29 |30
1 30,01 7 (1411522 28 | 29
2 129 0] 2|6 |13 14 28
4 |27 |28 04 11|12 25 | 26
S | 26|27 30 3 | 1011 25
7 124125261281 |8 |9 |16 22|23
8 (23124125270 | 7|8 [15]19]21]22
9 (221231242630 6 |7 |14]18 |20 |21
10 | 21 | 22|23 |25 |29 1311711920
14|17 | 18|19 (21 (25| 1 | 2| 9 |13 15|16
16 19123130| 0 11 13|14
18 | 13 1517121128295 |9 11|12
19|12 |13 14|16 20|27 |28 4 10 | 11
20 | 11 15119126 (27| 3 | 7
2516 | 7|8 |10|14 (211221292 |4 |5
281 3 |4 |5 |7 1811912630 1 | 2

Lathat6 a tablazatbol, hogy minden lehetséges kiilonbség eldall modulo 31. Egy-egy

értéket kiemeltiink zolddel. Mivel minden maradék szerepel a tdbldzatban, ha lenne egy
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feladatunk, amiben x*, y? és egy konstans szerepel, az biztosan megoldhaté lenne modulo
31.

A kovetkezd 3k + 1 alaki prim a 37. Az 5 primitiv gyok mod(37). A fenti médszer
alapjan kiszdmoljuk a harmadik hatvanyat mod(37), majd hatvanyozzuk. Kiszdmoljuk a
negyedik hatvanyat mod(37), majd hatvanyozzuk. A szdmolds menetét mar nem, csak a
végeredményt rogzitjiik. A konnyebb attekinthetdség érdekében az eredményeket tablazat-

ban rogzitjiik. A harmadik hatvényok:

501 147 | 147 | 14% | 147 | 140 | 147 | 145 | 147 | 1410 | 1411 | 1412
mod (37) [ 14 | 11 | 6 | 10 | 29 | 36 | 23 | 26 | 31 | 27 | 8 | 1

A negyedik hatvanyok:

54 1332|333 | 334 | 335 | 336 | 337 | 338 | 33°
mod(37) 33|16 | 10 | 34 |12 26| 7 | 9 | 1

A téblazat elemei a megfeleld sor és oszlop kiillonbsége modulo 37.

3.5. tdblazat. y> —x* mod (37)

0 1|6 |8 10|11 14 |23|26|27 29|31 36
0 10 |11 | 14 26 36
1 360 13 35
7 (303136 1|3 7 1161920222429
9 28|29 112|514 22 | 27
10 | 27 | 28 | 33 0 (1] 4]13 17 26
12 | 25 | 26 | 31 35| 36 1114 (15]17 |19
16 | 21 |22 | 27 | 29 | 31 35/ 7 | 10 13 20
26|11 12|17 |19]21 2225340 | 1|3 |5 10
33| 4|5 |10 14 | 15|18 | 27 | 30| 31 | 33 | 35
34|13 |4 ]9 |11 17 126 (29 130(32|34| 2

7z

Lathat6 a tdblazatbol, hogy minden lehetséges kiilonbség elddll modulo 37. Egy-egy
értéket kiemeltiink zolddel. Mivel minden maradék szerepel a tablazatban, ha lenne egy
feladatunk, amiben x*, y3 és egy konstans szerepel, az biztosan megoldhaté lenne modulo
37.

A kovetkezd 3k + 1 alaki prim a 43. A 28 primitiv gyok mod(43). A fenti médszer
alapjan kiszdmoljuk a harmadik hatvdnyit mod(43), majd hatvdanyozzuk. Kiszdmoljuk a

negyedik hatvanyat mod(43), majd hatvanyozzuk. A harmadik hatvanyok:

283 1222223 [ 224 [ 225 [ 226 ] 227 [ 228 [ 229 [ 2210 [ 2211 [ 2212 [ 2213

2214

mod(43) | 22 | 11 | 27 | 35 | 39 | 41 | 42 | 21 | 32 | 16 8 4 2

A negyedik hatvanyok:
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43

284

142

143

14%

14°

14°

147 1 148 | 14° | 1410

1411

mod (43) | 14

24

35

17

23

21

36

10

141>

1415

1414

141

1416 | 1417

1418 | 1419 ] 14720 [ 1471

mod (43) | 11

25

6

41

15

38

16

40 1

3.6. tablazat. y3 —x*

mod (43)

21 | 22

35139 | 41

42

21 | 22

35139 | 41

42

42

—_ NN

20 | 21

34|38 |40

41

(@] RUSIEEEN I N

17 | 18

31|35 |37

38

0

1

4 |39 40
6 [ 3738
9

39

2913335

36

34|35

36

26 | 30 | 32

33

10 | 33 | 34

35

37| 41

25129 | 31

32

11 | 32| 33

34

36 | 40

24 | 28 | 30

31

22126 | 28

14 | 29 | 30

31

21 |25 | 27

15 | 28 | 29

30

32

20| 24 | 26

16 | 27 | 28

29

31

19 | 23 | 25

17 | 26 | 27

28

30 | 34

18 122 |24

25

26 | 30

14 | 18

23120 21

22

24| 28

12 | 16 | 18

24119 |20

21

23 | 27

111517

20

22 | 26

10 | 14 | 16

16 | 20

11

12

g

11

W

=}
N W[ | | oo
W| K~ O\ 0

IRV, TN JiNe}

37

Lathat6 a tablazatbol, hogy minden lehetséges kiilonbség el6dll modulo 43. Egy-egy

értéket kiemeltiink zolddel. Mivel minden maradék szerepel a tdbldzatban, ha lenne egy

feladatunk, amiben x*, y3 és egy konstans szerepel, az biztosan megoldhaté lenne modulo

43.

A kovetkez6 3k + 1 alakd prim a 61. A 10 primitiv gyok mod(61). A fenti médszer

alapjan a harmadik hatvanyok:

107 | 242 | 247 | 24% | 24 | 24° | 247 | 248 | 247 | 2410
mod (61) | 24 | 27 | 38 | 58 | 50 | 41 | 8 9 [ 33 | 60
241112412 12413 [ 2414 12415 | 2416 [ 2417 [ 2418 [ 2419 ] 2420
mod (61) | 37 | 34 | 23 11|20 [ 53 [ 52 28 | 1

A negyedik hatvanyok:
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10 | 572 | 577 | 57 | 57° [ 57° | 577 | 578 | 57° | 5710
mod(61) | 57 | 16 | 58 | 12 | 13 | 9 | 25| 22 [ 34 | 47
5711 5712 5713 5714 5715
mod (61) | 56 | 20 | 42 | 15 1

3.7. tabldzat. y*> —x* mod (61)

0 (1|9 1213 /1516|2022 |25|34|42 |47 |56/|57 |58
0 12 15 20122 (25|34 |42 |47 |56 | 57| 58
1 0|8 19 | 21 |24 |33 | 41 | 46 | 55 | 56 | 57
3 5859 12 113 |17 |19 |22 |31 |39 |44 | 53|54 |55
8
9

\O

531541 | 4 12 | 14 263413948 |49 |50
52|53 111316 |25 |33 |38 |47 |48 |49
11 |50 (5159 1 4 5|9 111423 |31|36/|45|46 |47
20|41 {42 |50 |53 ({5456 |57 0| 2|5 1422|227 |36|37]38
23 38|39 (47|50 |51 60| 2 | 11 24 | 33 35
24 |37 |38 46 |49 |50 |52 |53 5911 |10 231323334
27 |34 | 35|43 |46 | 47 | 49 54 7 29 | 30 | 31
28 | 33 | 34 45 | 46 | 48 53 581 6 19 | 28 |29 | 30
33 28(29 37|40 43 50153 ] 1 14 |23 | 24
34|27 |28 36|39 |40 |42 49 0 13
3724|2533 |36 39 44 49 | 58 10 | 19 | 20
38|23 |24 35|36 43 | 45 | 48 | 57
41 |20 | 21 | 29| 32 40 | 42 | 45| 54
S0 | 1112120 |23]24]|26 3133136 535816 |78

9 1101821 (22|24 |25 34 1 43 56| 4|56
53| 8 |9 1720|2123 |24 3314250 55| 3|45

3

1

(@)
)

—| —
ESNRY) |

—| | | oo \O

4 1121516 | 18 |19 |23 | 25|28 |37 |45|50 |59 |60 |61

Lathat6 a tdblazatbol, hogy minden lehetséges kiilonbség elddll modulo 61. Egy-egy
értéket kiemeltiink zolddel.

Senkitdl nem varhaté el, hogy egy ilyen feladatot modulo 61-ig vizsgaljon. Mi a teljesség
kedvéért kiprobaltuk, de ennél nagyobb primekre nem vizsgaljuk. Folmeriil a kérdés, hogy
vajon taldlunk-e ellentmondast modulo valamilyen nagyobb primszdm. Mind az igen mind

a nem irdnydba tudndnk heurisztikus érveket mondani...

3.3.3. Masodik feladatunk
6. Feladat. Hatdrozzuk meg az y° — x* = 12 egyenlet 6sszes egész megoldésat.

A startégidnk az el6z6 feladathoz hasonléan egy g prim vagy primhatvany vélasztasa,
majd az egyenlet két oldaldnak vizsgdlata modulo g. Amennyiben az egyenletben 1év0 kitevd

relativ prim @(g)-hoz, akkor a megfeleld tag ,,szinte minden” értéket folvehet modulo g.
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Szerencsére ilyen szempontbdl a 4-gyel nem kell tor6dniink, az 5k + 1 alakd primek mind
10k 41 alakuak is egyben.

1-3. Probalkozas

Az els6 prim ahol p — 1 oszthat6 5-tel, a 11. A kdvetkezd primhatvany, melyre teljesiil, hogy
©(q) oszthat6 ottel, a 25, @(25) = 20, és megnézzikk még az egyenletiinket modulo 41 is.
El6szor Tekintsiik y° és x* lehetséges értékeit modulo 11. A 2 primitiv gyok mod(11).
Kiszdmoljuk az 6todik hatvanyat mod(11), majd hatvdnyozzuk. Kiszdmoljuk a negyedik
hatvanyéat mod(11), majd hatvanyozzuk. A szamolds menetét mar nem, csak a végeredményt

rogzitjik. Az 6todik hatvanyok:

25 | 102
mod (11) | 10 | 1

A negyedik hatvanyok:

24152153 5% 5
mod(11) | 53| 4|91

3.8. tabldzat. y° —x* mod (11)

0 110
0 10
1 0
3 9
4| 7 |8
5|16 |7
9 1

Lathat6 a tdblazatbodl, hogy a 4-et kivéve minden lehetséges kiillonbség el6all modulo 11.
Egy-egy értéket kiemeltiink zolddel. Mivel a 4 nem szerepel, az az egyenlet, hogy y° = x* +4
nem oldhat6é meg mod(11), ezért az egyenletnek nincs megoldédsa az egész szdmok korében.
Az 1 viszont szerepel , és 12=1 mod(11), tehdt a feladatunk nem oldhaté meg az dltalunk
tervezett médszerrel modulo 11.

Térjiink 4t a mod(25) esetre. A 2 primitiv gyok mod(25). Kiszdmoljuk a 2 6todik hat-
vanyat mod(25), majd hatvanyozzuk. Kiszdmoljuk a negyedik hatvanyat is mod(25), majd
hatvanyozzuk. A szdmolds menetét mar nem, csak a végeredményt rogzitjiik. Az 6todik

hatvanyok:

2572|7374
mod(25) | 7 |24 |18 1

A negyedik hatvanyok:
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241162 | 163 | 16* | 16°
mod(25) | 16 | 6 | 21 | 11 | 1

3.9. tdblazat. y° —x* mod (25)

0 | 1|7 |18]|24
0 18
1 /24|10
6 1
11 7
16
21

7z

Lathat6 a tablazatbol, hogy minden lehetséges kiilonbség el6dll modulo 25. Egy-egy
értéket kiemeltiink zolddel. Igy szerepel a 12 is, azaz a feladatunk nem oldhaté meg az
altalunk tervezett modszerrel modulo 25. Mivel minden maradék szerepel a tabldzatban, ha
lenne egy feladatunk, amiben x*, y° és egy konstans szerepel, az biztosan megoldhaté lenne
modulo 25.

Az utols6 Sk+ 1 alakd prim, amit tekintiink a41. A 6 primitiv gyok mod(41). A szdmolds

menetét mar nem, csak a végeredményt rogzitjilkk. Az 6todik hatvanyok:

65 | 272 [ 273 | 274 | 275 | 270 | 277 | 278
mod(@d1) |27 (32| 3 |40 | 14| 9 | 38 | 1

A negyedik hatvanyok:

6% | 252 | 253 | 25% | 255 | 256 | 257 | 258 | 259 | 2510
mod(41) |25 10 | 4 |18 | 40 | 16 | 31 | 37 | 23 | 1

3.10. tablazat. y°> —x* mod (41)

0 1|3 |9 (1427|32|38|40
0 3 27 | 32 | 38
1 /40,0 13 126 |31 |37 |39
4 40 | 5 23 | 28 | 34
10 34140 | 4 |17 | 22
16 28 16 | 22 | 24
18 26 13213719 |14
23 32149 [15]17
25 191251302 | 7|13
31 10| 11 19124371719
37| 4 1318|3136 1
40 | 1 | 2 10| 15| 28 391 0
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Lathato a tablazatbdl, hogy a 6, 12,29 és a 35 nem 4ll el6 kiilonbségként mod(41). Egy-
egy értéket kiemeltiink zolddel. Mivel a 6, 12, 29 és 35 nem szerepelnek, az y° = x* + 6,
y =x*+12, ) =x*+29 és y> = x* + 35 egyenleteknek nincs megolddsuk modulo 41,
tehat az egyenleteknek nincs megoldédsa az egész szamok korében. Ezek kozott szerepel az

altalunk kit(izott feladat is, tehat az egyenletnek nincs megoldésa az egész szamok korében.

3.3.4. Harmadik feladatunk

7. Feladat. Hatdrozzuk meg az y’ — x* = 3 egyenlet 6sszes egész megolddsat.

A startégidnk az el6z6 feladathoz hasonléan egy g prim vagy primhatvany vélasztasa,
majd az egyenlet két oldaldnak vizsgélata modulo g. Most a 14k + 1 alaku primeket érdemes

vizsgdlni.

1. Probalkozas

Az elsé prim ahol p — 1 oszthaté 7-tel, a 29. Tekintsiik y’ és x* lehetséges értékeit modulo
29. A 10 primitiv gyok mod(29). Kiszdmoljuk a hetedik hatvanyit mod(29), majd hat-
vanyozzuk. Kiszamoljuk a negyedik hatvanyat mod(29), majd hatvanyozzuk. A szdmolds
menetét mar nem, csak a végeredményt rogzitjiik. A hetedik hatvanyok:

107 [ 172 | 177 | 174
mod (29) | 17 | 28 | 12 | 1

A negyedik hatvanyok:

10% | 242 | 243 | 24% | 245 | 249 | 247
mod(29) | 24 | 25 |20 | 16 | 7 |23 ] 1

3.11. tablazat. y’ —x* mod (29)

0 | 1 12|17 |28

0 12

1 /28|10 16

7 5 (10|21
16 1
20
23 23
24| 516 | 17|22
2514 |5 21

Lathaté a tablazatbdl, hogy a 2, 15, 19, 20 és 24 nem 4all el§ kiilonbségként mod(29).
Egy-egy értéket kiemeltiink zolddel. A 3 szerepel, igy a feladatunk nem oldhaté meg az
altalunk tervezett médszerrel modulo 29. Azok az egyenletek, hogy y/ =x*+2,y/ =x*+15,
vy =x* 419,y = x* +20 és y’ = x* + 24 viszont nem oldhatéak meg mod(29), tehét az

egyenleteknek nincs megolddsa az egész szamok korében.
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2. Probalkozas

A kovetkez8 prim ahol p — 1 oszthaté 7-tel, a 43. Tekintsiik y’ és x* lehetséges értékeit
modulo 43. A 28 primitiv gyok mod(43). A hetedik hatvanyok:

287 | 72| 37| 7| 70
mod(43) | 7 | 6 |42]36|37] 1

A negyedik hatvanyok:

28% | 142 | 143 | 14* | 145 | 14% | 147 | 148 | 14° | 1410 | 1411
mod(43)| 14 | 24 | 35 | 17 | 23 | 21 | 36 | 31 4 13 10
1412 1413 1414 1415 1416 1417 1418 1419 1420 1421
mod (43) | 11 | 25 6 41 15 | 38 | 16 9 40 1

3.12. tdblazat. y’ —x* mod (43)

0 (1 6|7 36|37 42
0O 0|16 /|7) 36|37
1 420 5|6 |35]36
4 213 38
6 0|1
9 40 | 41 | 27 33
10 | 33 [ 34 | 39| 40 | 26 32
11 | 32 |33 | 38 | 39 31
13 130 |31 | 36|37 |23
14 | 29 |30 |35 |36 |22 28
15128 (2934|3521 27
16 | 27 | 28 | 33 | 34 | 20 26
17 |26 |27 | 32|33 |19 25
21 122123 |28|29]15 21

2312021 (26|27|13| 14
24 119120 |25|26| 12| 13
2518|1924 25|11 |12

31 18119 5| 6 |11
35| 8 14 1217
36 13 6
38 12 141 |42 | 4
40 | 3 9 39140 | 2
41 819 (38391

Lathat6 a tablazatbdl, hogy minden lehetséges kiilonbség eldall modulo 43. Egy-egy ér-
téket kiemeltiink zolddel. Igy szerepel a 3 is, azaz a feladatunk nem oldhaté meg az dltalunk
tervezett modszerrel modulo 43. Mivel minden maradék szerepel a tdbldzatban, ha lenne egy

feladatunk, amiben x*, y” és egy konstans szerepel, az biztosan megoldhaté lenne modulo
43.
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Harmadik probalkozas

A kovetkez8 prim ahol p — 1 oszthaté 7-tel, a 71. Tekintsiik y’ és x* lehetséges értékeit
modulo 71.

A 62 primitiv gyok mod(71). Kiszamoljuk a hetedik hatvanyat mod(71), majd hatva-
nyozzuk. Kiszdmoljuk a negyedik hatvanyat mod(71), majd hatvianyozzuk.

A szamolds menetét mar nem, csak a végeredményt rogzitjiik.

A hetedik hatvanyok:

627 | 172 | 173 [ 174 172 170 [ 177 | 178 | 17° | 1710
mod(71) | 17 | 5 | 14 | 25 |70 | 54 | 66 | 57 | 46 | 1

A negyedik hatvanyok:

62% 1292 [ 293 [ 20% [ 295 | 296 | 297 [ 298 | 299 [ 2910 [ 2911 [ 29l2

mod (71) | 29 60 36 50 | 30 18 25 15 9 48 43 40

2913 2914 2915 2916 2917 2918 2919 2920 2921 2922 2923 2924

mod (71) | 24 | 57 20 12 64 10 6 32 5 3 16 38

2925 2926 2927 2928 2929 2930 2931 2932 2933 2934 2935

mod (71) | 37 8 19 54 4 45 27 2 58 49 1

A 3.13 tablazat els6 soraban y7 lehetséges értékei: 0, 1, 5, 14, 17, 25, 46, 54, 57, 66, 70
szerepelnek, az els6 oszlopdban x4 lehetséges értékei: 0, 1, 2, 3,4, 5,6, 8,9, 10, 12, 15, 16,
18, 19, 20, 24, 25, 27, 29, 30, 32, 36, 37, 38, 40, 43, 45, 48, 49, 50, 54, 57, 58, 60, 64. A
tablazat tobbi eleme a megfeleld sor és oszlop kiillonbsége modulo 71.

Lathat6 a tablazatbdl, hogy minden lehetséges kiilonbség eldall modulo 71. Egy-egy ér-
téket kiemeltiink zolddel. Igy szerepel a 3 is, azaz a feladatunk nem oldhat6 meg az altalunk
tervezett modszerrel modulo 71. Mivel minden maradék szerepel a tdblazatban, ha lenne egy
feladatunk, amiben x*, y’ és egy konstans szerepel, az biztosan megoldhaté lenne modulo
71.
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3.13. tdbldzat. y’ —x* mod (71)

0 1|5 |1417 2546|5457 |66 |70
0 14 25 146 | 54 | 57 | 66 | 70
1 70| 0 13 24145 |53 |56 | 65| 69
2 169 12 23 |44 |52 |55 |64 |68
3 |68 11 22 143 |51 | 54 | 63 | 67
4 | 67 1 21 42|50 |53 |62 |66
5 01]9 20| 41|49 |52 |61 65
6 66|70 | 8 19 {40 | 48 | 51 | 60 | 64
8 | 63 68 17 | 38 | 46 | 49 | 58 | 62
9 |62 67| 5 16 | 37 | 45 | 48 | 57 | 61
10 66 | 4 15|36 |44 | 47 | 56 | 60
12 64| 2 | 5 [ 13|34 |42 45|54 |58
15 | 56 61|70 | 2 |10 31|39 |42 51|55
16 6069 | 1 | 9 |30]|38|41 |50 54
18 | 53 67|70 | 7 |28 |36|39 |48 |52
19 |52 |53 |57 |66 |69 6 |27 |35|38 |47 |51
20 |51 5256|6568 | 5 [26|34|37 |46 |50
24 | 47 52161 (64| 1 |22|30|33|42|46
25 51160630 2129324145
27 58161169 19|27 |30]|39 |43
29 | 42 47 156 |59 | 67| 17 | 25 | 28 | 37 | 41
30 46 | 55 |58 | 66 | 16 | 24 | 27 | 36 | 40
32 44 56 |64 |14 |22 ]25|34 |38
36 | 35 40 | 49 60| 10|18 |21 |30 | 34
37 | 34 39 | 48 5919 171202933
38 47 581 8 |16 | 19| 28 | 32
40 36 |45 148 |56 | 6 |14 |17 | 26
43 33142 |45 (53| 3 | 11|14 |23 |27
45 31140 |43 |51 1 | 9 |12]21
48 28 40148169 6 | 9 | 18
49 | 2223 (2736|3947 (68| 5 | 8 |17
5021|2226 |35|38[46[67| 4 | 7 |16
54 | 17 2213113414263 0| 3 |12|16
57|14 |15 281311396068 0| 9 |13
S8 | 13|14 |18 |27 |30 |38 (59|67 |70| 8 |12
60 | 11 |12 16 | 25|28 36|57 65|68 | 6 |10
64| 7 | 8 [ 12|21 2432|5361 |64| 2 |6

3.3.5. Meddig érdemes az egyenleteinket vizsgalni?

A 3.3 fejezet feladatainak megoldasat mindig egy prim vagy primhatvany valasztasaval kezd-
tilkk. Utdna megnéztiik, hogy modulo a prim megegyezhet-e a két oldal. Néha taldltunk olyan
primet, ahol a két oldal nem volt egyenld, igy az eredeti egyenletnek nem lehetett megoldésa.

Folmeriil a kérdés, hogy igaz-e itt is a kozmodds, hogy tiirelem rézsat terem. Azaz, igaz-e
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az alabbi allitas:

(*) Ha egy diofantikus egyenletnek nincs egész megoldasa, akkor van olyan primszam,

hogy modulo az a prim sincs megoldasa.

Ennek a kérdésnek az eldontése nem volt egyszeri. Egyrészt gondolhatja azt az ember,

hogy modulo nagyobb prim tobb maradékosztdly van, igy nagyobb esély van arra, hogy

(l’l,p— 1)
(p—1)°

valami nem 4ll el6 kiilonbségként. Masrészt az x" polinom + 1 értéket vesz fol,

igy az y3 —x* = 3 egyenlet baloldaldra sszesen legalabb helyettesitési érték adodik,

amelyek nem mind kiilonbozéek, am atlagosan minden értéket P~ szer vesz fel. Mindkét
érvelés mogott lehet logika.

Megkérdeztiink harom matematikus kutat6t a kédésrdl. A feladatunk szamelméleti jel-
legd, igy el6szor Zabradi Gergely tandr urat és Harcos Gergely tandr urat kerestiik meg.
Mindketten a szakteriiletiik viladgszerte elismert kutatéi. Mindketten hamar visszajeleztek,
Zabradi Gergely a kovetkezoket mondta:

Algebrai gorbék méretére van egy tétel, Hasse-tétele. Elliptikus gorbékre biztosan. A
ti egyik gorbétek elliptikus gorbe. Azt mondja ki, hogy nagyjdbol annyi pontja van, mint
amennyit elvdr az ember. Az ettdl valo eltérés kicsi, gyokos. Szerintem van ilyen magasabb
fokii egyenletekre is, a génusz segitségével. Nektek, ugye osszesen ;—C . ;—C azaz négyzetesen
sok értéketek van, igy a baloldal minden értéket sokszor felvesz

Harcos Gergely készitett egy bizonyitdst arra, hogy nagy primek esetén a baloldal min-
den értéket folvesz, majd megadott két hivatkozast a korlatra. Az egyik a Hasse-formula,
a masik Weil tétele [23] specdlis alaki egyenletek megolddsszamardl. Ezek alapjan kétol-
dalrdl is megkozelithetd a kérdés. mindkettdnek megvannak az el6nyei és a korldtai. A
Hasse-formula [8] altaldnositdsa kétvaltozos polinomkrol sz6l, és génusz-elemszdm formula

néven ismert. Ez az a becslés, amire Zabradi Gergely is utalt.

2. Tétel. (Hasse-Weil korldt) Legyen C egy g génuszii algebrai gorbe, q egy primhatvdny.
Jelolje #C(Fy) a gorbe pontjainak szdmdt a g elemii test folott. Ekkor

#C(Fy) — (g+1)| <2g/q

Algebrai gorbén egy F (x,y) kétvaltozds (egész egyiitthatds) polinomot értiink, az algeb-
rai gorbe pontjai azok az (x,y) szdmparok, amelyeket a polinomba helyettesitve 0-t kapunk.
Tehét a mi y* — x* = 3 egyenletiink megolddsai az F (x,y) = y° —x* — 3 algebrai gorbe pont-
jai. A megoldasok szdma pedig a pontok szdma. Az hogy az egyenlet megoldhat6-e modulo
p, az ugyanazt jelenti, hogy az algebrai gorbe nem iires, azaz pontjainak szdma legaldbb 1.
Ha az abszolutérték jelet elhagyjuk, akkor a

#C(Fp) > p+1-2g\/p
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egyenldtlenséghez jutunk, azaz ha

p+1-2g,/p>1

akkor a gorbének van pontja. Ez az érték nem fligg a konstanstdl, ami az esetiinkben 3.
Atrendezve

p > 4g’

esetén a kifejezésiink felveszi a 3-t, s6t, minden értéket félvesz modulo p.
A Harcos Gergely tandar dr altal emlitett masik Osszefiiggés a Weil-korldt [23], ami mds

tipusu, de tetszdleges valtozd szdmu polinomokrdl szol.

3. Tétel. Legyen
_ ky ky +n
F(x1,x2,...,%,) = a1x," +asxy’ +--- +axx,",

ahol egyetlen a; sem 0. Legyen p primszdm és d; = (kj,p—1).
p>((di=1)(d2—1)--(dp = 1))%,

akkor az F(x1,x2,...,x,) = a egyenletnek van megolddsa modulo p minden a € 7 esetén.

A mi y? —x* = 3 egyenletiinkre ez kozvetleniil alkalmazhat6. Folmeriil a kérdés, hogy a
két becslés ugyanazt a korldtot adja-e. Ehhez meg kellett valahogy tudnunk, mi az a génusz.
Errdl Pintér Gergd (!!!) tandr urat kérdeztiik meg, aki a PhD dolgozatét algebrai geometridbol
irta. O elmesélte, hogy sokféle hasonlé génusz fogalom van (pl: algebrai, affin, projektiv),
mindegyik kicsit mas, mindegyik kicsit ugyanaz, egymdasbol nem feltétleniil szamolhatéak,

és egyéltalan nem konnyi 6ket kezelni. Amit biztosan lehet mondani, hogy

g= 3 (d—1)(d—2) P

ahol d a polinom fokdt, a P szdm altaldban valamilyen pélusok szdmat jeldli, és ez az ért€k
nagyon fiigg az egyenlett6l. A mi feladatinkra ez a pdlus a [12] konyv 5.57-es formula-
javal szamolhat6. Kiszdmolta a génusz értékeket a mi egyenleteinkre, &m nem a poélusok,
hanem az ugynevezett Milnor-szdm segitségével. Az igy kapott becslés megegyezett a Weil-
korléattal.

Megprobéltuk értelmezni a hallottakat. Itt lefrjuk a fentiek értelmezését, koncentrdlva a
minket érdekl6 kérdésre. A felsorolt fogalmakat és tételeket természetesen nem mind értjiik,

de a végsd Osszefiiggés érthetd lesz és hasznos.

4. Tétel. Legyen F(x,y) egy kétvdltozds d-edfokii polinom. Itt fokszdmon az osszfokszdmot
értjiik, azaz példdul deg(x>y — 2xy*)=4. Ekkor, ha

p>((d—1)(d-2))?
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akkor az F(x,y) = a egyenletnek van megolddsa modulo p minden a € 7 esetén.

Ennek a tételnek egy specidlis esete, amikor a 3 tétel feltételei is teljesiilnek. Ha a feladat

n

x" — yk = konstans" alakd, akkor a korlat felirhaté olyan alakban is, hogy:

(n=1)-(k—1))* <p.

Ennél nagyobb primekre minden lehetséges megoldas el6dll. Ez alapjan tudunk becslést
adni olyan p primre, amelynél kisebb primre érdemes csak vizsgdlni, nagyobbra nem, mert
minden eredmény el6all modulo p.

4

Tekintsiik el6szor az y* — x* = a tipusi egyenleteket. A felsS korlat:

(B-1)-(4— 1) = (2-3)> =36

Ez azt jelenti, hogy az y? — x* = a tipusi egyenleteket 36-n4l kisebb primekre érdemes vizs-
gélni, mert a 36-ndl nagyobb primekre minden megoldas el6fordul.

A kovetkezd tipusi egyenletek az y> — x* = b alakidak. A fels6 korlat ekkor:
((5—1)-(4—1)7 = (4-3)° = 144

Ez azt jelenti, hogy az y> —x* = b tipusii egyenleteket 144-nél kisebb primekre érdemes csak
vizsgélni, mert a 144-nél nagyobb primekre minden megoldas el6fordul.

4

Tekintsiik most az y’ — x* = ¢ tipusi egyenleteket. A felsé korlat most:

(7—1)-(4—1))>=(6-3)> =324

Ez azt jelenti, hogy az y’ — x* = ¢ tipust egyenleteket 324-nél kisebb primekre érdemes csak
vizsgélni, 324-nél nagyobb primekre minden megoldds el6fordul.

Altaldban egy feladatmegoldé didktSl még egyetemi szinten sem varhatjuk el, hogy adott
egyenletnél megnézze a lehetséges értékeket 144-ig, vagy 324-ig minden alkalmas primre.
A tétel korlatja segitség mind a feladat megoldénak a megoldasi médszerek alkalmazasdban,
mind a feladat kitiz6knek a megoldasi mddszerek kitaldldsaban.

Az eddig alkalmazott mddszerrel nem jutottunk megoldashoz, ezért mas "trikkkot" kell

alkalmaznunk.

y’ = x*+ 3 - negyedik prébalkozas - Uj médszer

Az egyenletiinknek minden p-re van megoldasa, igy uj trilkkhoz kell folyamodnunk. Ebben a
megoldasban prébaltuk 6tvozni a kiinduldsi olimpiai feladat 6tletét a kvadratikus maradékok
bevondsaval. Két esetet kiillonboztetiink meg.

1. eset: Ha x paratlan
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Hozzuk az egyenletet
V=x*4+3

alakidra. Ha x pdratlan, akkor x* is pdratlan, és x* = mod(8). Ekkor (x*+ 3) péros, és
x*4+3=4 mod(8). Emiatt a bal oldalnak is parosnak kell lennie. Az y’ akkor paros, ha y
péros. Ha y péros, akkor y/ =0 mod(8). Ezzel ellentmonddsra jutunk.
2. eset: Ha x paros
Hozzuk az egyenletet
y —1=x*+2

alakra. Legyen p # 2 prim az x* +2 egy primosztéja. A felirasbél lthatd, hogy a -2 kvad-
ratikus maradék modulo p. Igy a jobboldal minden primosztéja: 2, 8k + 1 vagy 8k + 3 alakd
ezért ennek teljesiilnie kell a bal oldalra is. Szorzatta alakitva a bal oldalt a kovetkezd kife-
jezéshez jutunk:

=10+ +3 +y +r +y+1) =" 42

Ha x péros, akkor az (x* 4 2) is pdros, és x* +2 = 2 modulo 8. Ez a baloldalra is teljesiil.
y’ =3 mod (8), ami csak akkor lehet, hay =3 mod (8). Ebben az esetben
(y—1)=2 mod(8), és a masik tényezd

3043434433432 434 1=1+43+1+3+1+3+1=5 mod(8)

Ezzel szintén ellentmonddsra jutunk, tehat az egyenletnek nincs megoldésa. [
A fenti gondolatmenet egyik f6 eleme a y® +y> +y* +y3 +y> + y+ 1 kifejezés 8-cal,
vagy inkdbb 4-gyel vett maradéka. A médszer alkalmazhaté azokra az y" —x* = 3 alakd
egyenletekre, ahol n = —1 mod (4). Igy példdul y3 —x* = 3 egyenletnek sincs egész meg-
oldésa. O
Ne gondoljuk, hogy egyszer ilyen feladatokat késziteni a fentebb hasznalt médszerek

segitségével. Példaul az

egyenletnek megolddsa x =2 és y = 5.
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