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BEVEZETO

Témavalasztdsom esett a hanyadostestre, mert az iskoldban tobb éven at oktatjak a
torteket, folyamatosan visszatérd anyag, ¢s mert személyes tapasztalataim is
vannak a tortek tanuldsaval és tanitasaval kapcsolatban. Altalanos iskoldban egy
olyan matematika tanart kaptam, aki jatékokkal és szemléltetd eszkozokkel elérte
nalunk, hogy ne csak megértsiik a torteket és a matematikat, hanem meg is
szeressiik. Kozépiskoldban viszont szinte mindenkinél a legutaltabb matematikai
témakor a kozonséges tortek voltak. Elgondolkodtatd volt mar akkoriban is, hogy
mi az, amiért ez nem megy a tobbségnek (hiszen mar 6vodas koruk 6ta hasznaljak
pl.: o6ra leolvasdsdnak értelmezése), illetve hogy miket ronthatnak el
feladatmegoldas kozben és miért. Akkor egyszerlien az volt a valasz, hogy nem
értik, és én ezt el is fogadtam. Most lehetéségem nyilt arra, hogy kutatdst
végezzek arr6l, hogy milyen hibdk meriilnek fel a kozonséges tortekkel
kapcsolatos ~ feladatok megolddsanal. Szakdolgozatom terjedelme annak
koszonhetd, hogy az utdbbi évben rengeteget kutattam, ami nagy hatassal volt

ram. gy le szerettem volna irni tapasztalataimat.

Kutatdsom elején fel szerettem volna mérni, hogy melyek a fébb tipus hibdk a
kozonséges tortekkel kapcsolatban, amit a didkok lekdvetnek. Ehhez
meglatogattam tobb iskoldt, és atnéztem 4203 feladatlapot ¢és fiizetet,
hogy megvizsgaljam, mik a f& tipushibak. Nehézségek mindig akadtak a
kutatdsom soran, de a legnagyobb gond azzal volt, hogy hogyan is tudnam a
kozépiskolasokat is bevonni a vizsgalatokba, akik konkrétan méar nem tanulnak a

tortekrol, csak alkalmazzak Oket.

Ezutan 0sszedllitottam egy feladatlapot, amely az altalam talalt hibakra kérdez ra.
A feladat Osszeallitasanal figyelembe vettem a szaktanarok véleményét is. Az
osszeallitasban Fried Katalin és Vasarhelyi Eva tanarnék segitettek. A végleges
verziot probaltam minél tobb altaldnos-és kozépiskolas didkkal megiratni. Az
iratdas  részleteit ¢és a  kozben  tapasztaltakat, mint példaul a

szaktanarok hozzaallasa, is részletezem a dolgozatban. A feladatlapok értékelése



soran Vas Vivien télem fiiggetleniil is lepontozta. Mindségi €s altalanos értékelést
is hasznaltam, amit az , Ertékelés” alcimben irok le. Kutatasomban Kimutatom,

hogy a feltételezett tipus hibak valoban tipushibak.

A szakdolgozatom masodik felében megprobaltam végig venni az 0Osszes
altalanos- és kozépiskolaban hasznalt kozonséges tortekkel kapcsolatos miiveletet.
Minden ilyen miivelethez ¢lészor egy olyan feladatot mutatok be, megoldva,
1épésrol-1épésre, amilyet az iskoldban tanulnak a tanulok. A leirt miveleteket
algebrai Uton is levezetem. Az algebrai uton vald levezetés utdn levezetem a
modszereket axiomatikusan, a testaxidomak segitségével is. Utdna megmutatom,
hogy ugyanezek a levezetések hogyan miikodnek a hanyadostestben. Ugy
gondolom, hogy ha egy szaktanar tisztdban van ezekkel a levezetésekkel, akkor

sokkal hatékonyabban tudja tanitani a torteket, és a veliik valdé miiveleteket.



A KUTATAS CELJA ES ELOKESZITO SZAKASZA

Szakdolgozatom célja, hogy megmutassa milyen tipushibakat kovetnek el a felsé
tagozatos és kozépiskolas diakok a kozonséges tortekkel kapcsolatos feladatok
megoldasa soran.

Kutatdsom elején megvizsgaltam tanulok gondolatmenetét a tortekkel kapcsolatos
feladatokban, majd a tipushibakat Osszegyiijtottem és csoportositottam. Ezutan
készitettem egy diagnosztikai feladatsort, ami a tapasztalt tipushibakon alapszik.
A feladatsor megiratdsa utdn Osszevetésre keriiltek a kordbban tapasztalt
tipushibak az altalam készitett feladatsorban ejtett hibakkal. A tortekkel
kapcsolatban tényleges tipushibanak azt a hibat nevezem a tovabbiakban, amely a
felmérés alatt és a feladatsorban egyarant megjelent. Megfigyelésen ¢és
dokumentumelemzésen kiviil, kutatasi eszkozként valasztottam még az interjut.
Matematika tanarokat interjuvoltam meg annak érdekében, hogy pontosabban
megértsem, milyen fogalmi utvonalak alapjan oldjak meg a feladatokat a tanulok.
A kutatas kezdeti szakaszanak folyamatat a kovetkezé oldalakon ismertetem

részletesebben is.

Kutatasomat Dunaujvarosban végeztem, mert ott ndttem fel és a pedagogus
szlileimnek koOszonhetéen szinte az Osszes iskola tamogatdsara szamithattam.
Célom az volt, hogy részletes példakkal alatimasztva lassam, hogy milyen hibak
szoktak el6fordulni a didkok munkdjaban a tortek hasznalatakor, ehhez 23
dunatjvarosi iskolakbol gytlijtdttem adatot.

Arany Janos Altaldnos Iskola; Dozsa Gyorgy Altalanos Iskola; Gardonyi Géza
Altalanos Iskola; Moéra Ferenc Altalanos Iskola és Egységes Gyogypedagogiai
Moédszertani  Intézmény; Moricz  Zsigmond Altalanos Iskola; Pentelei
Mentalhigiénés Altalanos Iskola; Petdfi Sandor Altalanos Iskola; Sandor Frigyes
Zeneiskola; Szérad Marton Altalanos Iskola; Vasvari Pal Altalanos Iskola;
Dunaferr Szakkozép- és Szakiskola Villamos Tagiskola; Dunaferr Szakkozép- és
Szakiskola; Dunaujvarosi Egyetem; Kalvin Janos Reformatus Gimnazium,
Szakkozépiskola ¢és Altalanos Iskola; Pannon Oktatasi Kozpont; Rosti Pal

Gimnazium és Altalanos Iskola; Szakképzé Iskola és Gimnazium; Szabé Magda



Reformatus Tagintézmény; Széchenyi Istvan Gimnazium és Kollégium; SZC
Banki Donat Gimnaziuma ¢és Szakgimnaziuma; SZC Hild Jozsef
Szakgimnaziuma, Szakkozépiskoldja és Szakiskoldja; SZC Kereskedelmi és
Vendéglatdipari Szakgimnaziuma ¢és Szakkozépiskoldja; SZC  Lorantffy
Zsuzsanna Szakgimnaziuma, Szakkozépiskolaja és Kollégiuma; SZC Rudas

Kozgazdasagi Szakgimnaziuma ¢és Kollégiuma.

Csak az altalanos iskolakban tudtam eredményes kutatast végezni a feladatlapom
Osszeallitasahoz. Kozépiskolds adatokat nem tudtam hasznalni, mert , Kilencedik
osztalytol a didkok mar nem foglalkoznak a tortekkel kiilon anyagrészben. Ha
talalkoznak is tortes feladattal, akkor azt szamologép segitségével oldjak meg.”

Ahhoz, hogy nagyobb ralatast kaphassak a témaval kapcsolatban, nyolc
kiilonb6z6, tagozatokkal rendelkezd 4altalanos iskolabol gytijtottem adatokat
(kisgimnazium, sport, ének és miivészet, tanc). Itt a hatodik osztaly dolgozataitol
a nyolcadikig megnéztem a vétett hibdkat (4brdzolads, &bra leolvasas,
egyszerlsités, bovités, dsszehasonlitds, halmazban levd elhelyezés, szdmegyenes,
szoveg feladatok, O0sszetett muveleti sorrendes feladatok, kozds nevezdre hozas,
vegyes alakba atiras). Az iskolak engedték, hogy belenézhessek a megiratott
dolgozatokba. Két honap alatt feladatsorbol és dolgozatbol 4203-at, fiizetbdl
pedig 97-et néztem meg. Ot f8 tipushiba osztalyt kiilonbdztettem meg egymastol,
amelyet a 1. abra tablazatban Osszegeztem. A kozOs nevezOre hozas okozta a
legtobb problémat, majd az osztds és a Szorzas. Az egyszerisités, bdvités a
harmadik legproblémasabb, mig a legritkdbban eléforduld hibdk kozé tartozik a

miiveleti sorrenddel kapcsolatos feladatok és a szoveges feladatok.

Lehetdségem volt interjit késziteni az iskolak igazgatdival és matematika
tanaraival. Oralatogatasokon vettem részt, igy a tortek oktatisara nagyobb
ralatasom lett. Azt tapasztaltam, hogy a pedagogusok nem szeretik ezt a témakort
oktatni. Egyik oka a pozitiv élmény és visszacsatolas elmarad, valamint hianyzik

az otthoni tanulas, a motivacio és az osztalytarsakkal valo egytittmikodés.



Végiil olyan feladatlapot allitottam &ssze, mellyel a kozépiskolasokat is
bevonhattam a kutatisomba, hogy a korosztalyok kozti kiilonbségek
nyilvanvalova vaéljanak. A feladatlap készitésénél mindségi és nehézségi
valtoztatasokat hajtottam végre az ELTE-s szaktanarok (Fried Katalin, Szabo
Csaba és Vasarhelyi Eva) javaslatara, igy a feladatsor megfelel a mai oktatasi
kovetelményeknek. Tipushibakon alapszik, és 45 perc alatt megoldhatd egy 6.
osztalyos diak szamara is. A végleges feladatlappal ujra felkerestem az altalanos-
és a kozépiskolakat, hogy az eredmények alapjan cafolatot vagy meger6sitést
kapjak a hipotéziseimre. Néhany intézmény sajat dontése alapjan nem vett részt
ebben a kutatdsi részben. Az okok kozott szerepelt, hogy az igazgatok szerint
nincs orakeret a feladatlap kitoltésére; a nyomtatasban nem tudnak segiteni; a
pedagogusoknak voltak fenntartasaik a feladatlap tartalma és erdssége miatt (a
feladatsor nehéz, valamint zavaro, hogy egy feladatnak tobb megoldasa van).
Végiil 6sszesen 13 iskola segitett kutatasom e részében. 596 diak irta meg a
feladatlapot 6.-11. évfolyamokban, melyet a 7. abraban Osszegeztem (12.

évfolyambol adatokat nem lehetet gyiijteni az érettségi kozelsége miatt).

Az feladatok értékelését harom tablazatban Osszegeztem (8.-10. abra). A
tanuloknak mar az alapfogalmakkal problémajuk van, ezért szdmitani lehetett arra,
hogy a szamitisok sordan a 3. feladatban hibak meriilnek fel. Osszesen 15
tipushiba jelentkezett ebben a részben, melybdl 13-at tablazatba rendeztem (9.
abra). Ezeket példakkal is alatamasztottam. Megfigyeltem, hogy minél idésebbek
a didkok, anndl gyakrabban hasznaljak a tizedes torteket a feladatok megoldasa
soran, illetve a halmazabrahoz sziikséges feladatmegoldo képességiik csokken.
Elemeztem azt is, hogy miben kiilonbozik a didkok teljesitménye akkor, ha (az
1gazgatok kérésének megfelelden) szadmologépet is haszndlhatnak. Az eredmények
alapjan kideriilt (12. abra), hogy a szamologépet alkalmazo tanulok rosszabb
pontszamot értek el. Ennek oka lehet, hogy a gép az eredményt kiszamolja és azt
le is irjak a didkok, de a szdmolds menetét teljesen kihagyjak.

Az évfolyamok eredményeit a 13. és 14. dbraban Gsszegeztem. A 8. évfolyamban
érték el a legjobb eredményeket, amire a felvételire valo késziilés adhat okot. A 6.

osztaly utan a 11. évfolyam teljesitett a harmadik legjobban.



Az értékelés és osztalyozas kétféleképpen tortént (13. és 14. abra). A megirt
feladatlapok értékelése kvalitativ modon, és iskolan beliili dolgozatjavitas
szempontjai alapjan is zajlott. A kvalitativ értékelésnél nem vettem hibanak, ha a
tanuld6 nem kezdett hozza a feladathoz, igy az nem jart pontveszteséggel. Az
érvényesség érdekében egy fliggetlen pontozd is atnézte a dolgozatokat. A
kiértékelt feladatlapok eredményeit nem  kellett visszajuttatnom az
intézményekbe. A pedagogusok koziil csak ketten tartottak igényt az
eredményekre és a tipushibakra, a tobbi tanar nem. Ezt azzal indokoltak, hogy
ismerik diakjaiknak a képességeit, és biztosak abban, hogy az osztaly nagyobb
része rosszul teljesit a feladatlap kitoltése soran. Az iskoldkon beliilli mérések
ellenére, nem hasonlitottam 0ssze az iskolakat egymassal, igy az anonimitasukat

is megoriztem, de az eredményeket (15.-16. abra) rendezetem.

A kutatdsom elején feltételezett tipushibak megalapozottaknak tiinnek. A
vizsgalat soran sok tapasztalatot szereztem az iskola dolgozoival és a kdzonséges
tortekkel kapcsolatban egyarant. Ezek a tipushibak ramutattak arra, hogy a
pedagoégus palyam alatt kiemelt hangsulyt kell majd helyeznem erre a témakorre,

ahhoz, hogy ezt a nagy mennyiségli hianyossagot csokkenthessem.
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1. dbra. A megvizsgalt 4300 feladatban megjelend tipushibak felsorolasa lathaté az abran, szazalékos
gvakorisaguknak megfelelden

»A szamtani szabdlyokat gyakran valtozatosan hasznaljdk és sok esetben
helyteleniil. A tartalmi megértés nincs kell6en fejlesztve.” (Padberg, 2002, old.:
529)

Az atnézett feladatsorokban, fiizetekben, dolgozatokban megfigyeltem milyen
tipushibak jelentek meg a megoldasok soran. Ezeket Osszegyiijtve Ot osztalyt
hoztam Iétre, amibe a hibak tipusa alapjan be tudtam sorolni a megoldasokat.
Tipushibak el6fordulasi gyakorisagat oszlopdiagramon (1. abra) abrazoltam. A
leggyakrabban ejtett hibat a legmagasabb oszloppal jeloltem, mig a kevésbé
gyakori tipushibat a legalacsonyabb oszlop mutatja.

Annak érdekében, hogy egyértelmi legyen, mit milyen tipust hibanak nevezek, a
kovetkezOkben példaval alatamasztva részletesebben jellemzem az egyes
tipusokat. A példdkat a dolgozatok, feladatsorok és flizetek feladataibol

valasztottam.



Egyszeriisités és bovités

Megfigyelhetd, hogy az elkovetett tipushibak alapjan els6 oszloppal szemléltetett
»egyszerlsités és bovités” jelenti a harmadik legproblémasabb fogalomkort. A
kategorian beliil négy altipusba sorolhatok a didkok hibai az alapjan, hogy milyen
feladatban kovetik el azt:

1) Egy tortet, amelynek a szamlaloja és a nevezbje is nagy szam,
egyszertsiteni kell. Példa egy flizetbdl:
615 2-5-41 41

380 2.2.8.19 38

A feladat megoldasakor a diakok kétféle ut koziil szoktak valasztani.

Az els6ben, megvizsgaljak, hogy melyik az a szam, amely a szamlaloban és a
nevezében is megvan, majd azzal egyszerisiteneck. Mindezt annyiszor hajtjak
végre, amig a legegyszeribb alakjat meg nem kapjak a tortnek, azaz amikor a
szamlalo és a nevezd relativ primek. A masodik lehetdség az, hogy a szamokat
primtényez0s felbontasat elkészitik, majd egyszertsitenek a k6zos primekkel. Ez
a megolddsmenet lathat6 a példan is.

Bar konnyebb egyszeriisitéseket és bovitéseket mar 5. osztalyban is végeznek a
gyerekek, bonyolultabb feladatokat a témakdrben csak 6. osztalyban vesznek. A
tanulds menete soran eldbb megtanuljadk az oszthatdsagi szabalyokat, majd a
primeket, a szamok primtényezdés felbontasat, ezutan ismerkednek meg egy, a
fentihez  hasonld, ,komolyabb”, tobb primtényez6t tartalmazo  tort
egyszerlsitésével. Ebben a példaban jol latszik, hogy az oszthatosagi szabalyokat
¢és a primtényez6s felbontast nem sajatitotta el kelldképpen a tanuldé ahhoz, hogy

egy ilyen feladatot meg tudjon oldani.

2) Egy tortet egyszeriisiteni, boviteni kell ugy, hogy a sorozatot folytatjuk és
a betiik helyére a megfeleld szamot irjuk.
2_a_b _3_8_ e

5 10 15 ¢ d 50



Tanul6i megoldas: a=—;b=—;c=§;d=£;e=§
5 20 50

Annak ellenére, hogy a tanuld a bdvitést és az egyszeriisitést szinte hibatlanul
hasznalta, nem vette figyelembe, hogy csak a szamlalot vagy nevezot kell leirni
nem pedig az egész tortet. A legtobb esetben a tanuloknil még nem valt
egyértelmiivé az, hogy itt a tort két egész szam hanyadosat jelenti vagy az
egységtortek tobbszoroseit. Ezt a tortértelmezést C. Neményi Eszter ,,masodik

értelmezésének’ nevezte.

3) Egy megadott torttel egy masik, a megadott torttel megegyez6 tortet kell

irni.

Megadott tort: g

Tanul6i megoldas: E = §
6 5

Eléfordul a didkok korében, hogy azt hiszik, hogy egy tort megegyezik a
reciprokaval. Az interjik utan vilagossa valt, hogy Osszekeverték a bovitést a

tortekkel vald osztassal.

Mivel itt egy egyszeriibb, viszonylag kis nevez6ji tortrél volt szo, meglepd, hogy
egy tanuld sem volt, aki modellezéssel oldotta volna meg a feladatot. A
modellezés (ami jelen esetben lehet akar csak egy ,,pizza-dbra” vagy egyéb
egyszerll abra alkotasa) sokat segitene a diakoknak, mert rajohetnének arra, hogy
a feladatnak tobb megoldasa is van. A fenti példaban segithetett volna a modell a
diaknak, hogy ellendrizze a feladatot, mert az abrazolas soran latta volna azt, hogy
az ,.eredeti” tort és az altala megadott tort nem egyezik meg. Voltak olyan didkok
is, akik modellezés nélkiil, egyszeriisitéssel vagy bévitéssel oldottak meg az ilyen

tipusu feladatokat.
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4) Egy, a miveleti sorrend ismeretét is igényld tortet tartalmazé feladatot kell
megoldani, ahol a végeredményt a legegyszeriibb alakra kell hozni,
mégpedig vegyes tort alakban, ha ez lehetséges.

10 4 10) 10 20 10 20 20 20 20 20

Annak ellenére, hogy a tanul6 a feladat 1épéseit hibatlanul hajtotta végre és a
végeredmény is a lehetd legegyszeriibb kozonséges tort, a vegyes tortté atalakitas
mégsem sikeriilt. Ennek egyik oka lehet, hogy a tanulénak nem vilagos, hogy mik
az egységtortnek a tobbszordsei, hiaba talalkozott veliik mar 4. osztalyban
kiilonboz6 képi szemléltetd eszkozokkel kiegészitve. (C. Neményi, Relaciok,

figgvények, sorozatok; A tortszam; A negativ szam, 2008)

A masodik példa pedig a kovetkezd: % 4= %

A szorzas maga is hibas, de amit ki szeretnék emelni, az az, hogy a tanulé a kapott
eredményét nem egyszerlsitette tovabb, és a vegyes alakjat sem adta meg a
kozonséges tortnek. Az egyik interjualanyom azt mondta, ez azért van, mert mire
a feladat végéhez ér oriil, hogy kapott egy eredményt, sikeriilt kiszamolnia és
gyorsan nekikezdhet a kovetkez6 feladatnak, miel6tt kifutna az idébol. Emiatt
sosem ellendrzi a feladatot, az eredményt és gyakran elfeledkezik arrdl, hogy a

legegyszerlibb alakot kéri a feladat.

Ko0z06s nevezo

A kovetkez6 oszlop a diagramon a ,,kdz0s nevezore hozas”, ezzel akadt a legtobb
problémdjuk a tanuldknak. Ide sorolom azokat a feladatokat is, amelyeket bar
mashogyan is meg lehet oldani, a kdzos nevezére hozas inkabb célravezetd.
Ebben a témaban nyolc kiilonféle hibat ejtettek a didkok, amelyekhez egy-egy
példat mutatok.

11



1) Szamegyenesen vegyilk fel az adott torteket, utdna pedig adjuk meg a

szamegyenesen jelolt betiik értékét.

2. dbra. Adott tortek abrazolasa szamegyenesen

Ebben a feladatban (2. abra) kaptak a didkok egy kis segitséget, hiszen annyi
részre volt felosztva a 0 és 1 kozotti szakasz, ami pont a kdzos nevezd volt és igy
minden tortet egy vonalhoz lehetett rendelni. Ehhez a tanuloknak érdemes kozos
nevezdre hozniuk a feladatban szerepld torteket. A bemutatott megoldéasban ezt el
is kezdi a didk, viszont mar ebben a lépésben problémak meriiltek fel. Helytelen
szamok kertlilnek a szamlaloba, ennek kdvetkezményeként rossz az abrazolas is.
Természetesen ez a feladat is megoldhatd kozos nevezore hozas nélkiil, viszont
ekkor a szakasz mar meglévo felosztasa mellett kellene berajzolni a tanulénak a 3,
majd a 6-felé osztast. Kozben konnyen belekavarodhat az abran szerepld sok

vonalba.

3. dbra. Betiik meghatdarozasa tortszamokkal

A feladat masodik részére vonatkoz6 példaban (3. abra) a betiik helyére kellett
keresni a torteket gy, hogy szintén meg volt adva a 0 és 1 kozotti szakasz
felosztasa. Itt a tortek leolvasasa lett volna a feladat, de sok didknak ez is

nehézséget jelentett. Az egyik kozvetlen ok az lehet, hogy a didkok sokszor nem

12



tudjak megkiilonboztetni, mely érték a szamlaloé és mely tartozik a nevezOhoz.
Ezt is a modellezés hianyahoz lehet visszavezetni.

Volt olyan feladat is, ami az abszolutértékkel, ellentettel és a reciprokkal volt
kapcsolatos, de itt szinte senki nem tudta a helyes valaszt. Az egyik tanuld szerint
ez azért volt nehéz, mert nem ismerik, nem emlékeznek a fogalmakra annak
ellenére, hogy tanultdk par éve.

Megfigyelhetd volt, hogy altaldban akinek az egyszeriisitéssel, bdvitéssel

problémai voltak, annak a k6zos nevezdvel is gondjai akadtak. Példaul az % _a

feladatban, ahol az ,,a” értékét kellett meghatarozni, az ,,a” helyére tobb esetben is
a =1 keriilt.

2) Tortek sorba rendezése.

Az a tapasztalat, hogy a didkok a sorbarendezésnél sem hasznaljak a kozos
nevezOre hozast. Az egyik tanuldval folytatott interju soran kideriilt, hogy 6 a

nevezOket veti Ossze egymassal, az alapjan teszi novekvé vagy csokkend
, . 2 1 : . o,
sorrendbe a torteket, igy a 3 < R Ez a fajta gondolatmenet magamtdl - az interju

segitsége nélkiil - nem jutott volna eszembe. A feladatsorok tobbi hasonld
feladatat vizsgalva és elemezve lathatd, hogy az imént emlitett gondolatmenet
nem egyedi, hanem szamos tanulonal megjelennek hasonlé hibak. Az ilyen tipusa
feladatokban is segitséget nytjthatna a didkoknak a modellezés, mint ellenérzés,

de senki nem élt ezzel a technikaval.

3) Abrazolni vagy leolvasni kell a rajz valahanyad részét.

4. abra. Mennyiségek felirasa tort alakban az abrak szerint
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Kétféle tipushibat kovettek el az altalanos iskoldsok ezen feladatok megoldasa
soran. Az egyik az volt, hogy annyit irnak a szdmlaloba, amennyi be van szinezve
¢s annyit a nevezdbe, amennyi fehéren maradt. A masik megoldas esetén jol
olvassék le az abrat, viszont a szamlalo és a nevezd helyét felcserélik. Mikor
abrazolniuk kellett az adott tortet, akkor ugyanezek a problémak meriiltek fel. Jol
mutatja a feladat, hogy a tortfogalom kialakitasa nem volt elég alapos ahhoz, hogy

erre épiteni lehessen a tovabbi tortekkel kapcsolatos alkalmazasokat.

4) Dontsiik el, melyik tort nagyobb.

A két megadott tort: g,% .

Tanuloi megoldas: 4 < 3
5 4

Ezt a feladatot is tobbféleképpen lehet megoldani. Lehet példaul abrazolni vagy
kozos nevezére hozni a torteket. Azonban a tanuldok ezek helyett itt is sokszor
csak a tort nevezdjét veszik figyelembe. Az egyik didk elmondasa szerint a példa
alapjan azért a harom negyed a nagyobb, ,,Mert a tortat csak négy részre kell
osztani és nem Otre. Mivel a néggyel nagyobb részekre osztottam a tortat, ezért az

a nagyobb”.

5) Adjuk meg a betiik értékét vagy értékeit a természetes szamok halmazan,

haa=0!

Példa: E > 2;
a

Tanul6i megoldas: a =5,4,3,21

Ennél a tipust feladvanynal jellemz6, hogy ha talalnak egy helyes megoldast a
kisebbek, akkor utana mar a tobbit nem is ellenérzik le, hogy jo lenne-e.

Mas megoldasfogalom ¢él a kiilonb6z6 koru (képzettségii) diakok fejében. A
kisebbek ugy gondoljak, hogy ha egy példat adnak, akkor az jo és végeztek a
feladattal. Mig a nagyobbak j6 esetben tudjak, hogy az 6sszes megoldast meg kell
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adni. Ezt az igényt fejleszteni kell egy bizonyos korosztalytol kezdve, fel kell
hivni a figyelmet arra, hogy tobb megoldasa is lehet egy-egy példanak.

Ebben a feladatban még egy hiba rejlik. Eldéfordulhat, hogy a tanuldok
bizonytalanok a relacidjelekkel kapcsolatban. Egy 14 évest idézve ,,Sose tudom,
merre mutat nagyobbat a kacsacsor.”

Sokat segithet a didknak, ha az egész szamot k6z0s nevezore hozza az adott torttel

és az alapjan mar konnyebben meg tudja adni a megoldasokat.

6) Végezziik el a miiveleteket tortekkel.

Tanul6i megoldas: E + E = E
4 3 7

A tanul6 k6zos nevezore hozas helyett a szamlalot a szamlaldval, mig a nevezot a
nevezOvel adta dssze. Ez a hibas 1€pés a leggyakoribb a tortek 6sszeadasakor. Az
utols6 1épést egy iskolas mondta el, hogy azért nem 5 van a szamlaloban, mert
,mivel két tortrél van sz6 ezért a szamlalonak az értékét meg kell szorozni
kettovel”.

Tovabbi tipushiba, hogy a kozos nevezd megtaldlasandl annyira a legkisebb
lehetséges kozos nevezdre torekszenek a didkok, hogy a nevezdknek nem
tobbszoroseit, hanem osztoit nézik.

3 7.1 6.5 1

_— + —_

10 40 5 5 5 5
Itt példaul az 5 az, ami mindhdrom nevezdnek osztoja. Ezt veszi k6zds nevezdnek,
utana pedig a szamlalot annyival szorozza meg, amennyiszer a nevezdben az 6t

megvan.

Kidertilt, hogy a didkok nagyon sokszor a tortre nem egy racionalis szamként
gondolnak, hanem mint két kiilonallo egész szamra. Mivel (az 6 fejiikkben) egész
szamokrol van sz6, ezért a rajuk érvényes miiveleti szabalyokat alkalmazzak. Igy
adodik, hogy a szamlalokat Osszeadjak vagy kivonjak egymasbol, majd a

nevezoket is ugyanigy.

Példaul: 2.1_1 3.9 12
3 4 -1 20 20 40
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Viszonylag ritkan, de az is eléfordul, hogy a k6zds nevez6t megtalélja, viszont a
szamlalokat nem valtoztatjadk meg, mint ahogy az alabbi példaban is ez torténik:
5,2.5,2 7
2 4 8 8 8,
7) Alakitsd at az egész szamokat és a vegyes torteket kozonséges tortekké.

4==
1

Nagyon nehezen értik meg azt, hogy az 1= % = % =..= % =..., sOt, ha mar nem

egy egészrol van szo, hanem tobbrdl, azt altaldban mar egyaltalan nem értik.

Ennél a kérdésnél is a modellezés hianya okozhat problémakat.

Miiveleti sorrend

A legritkabban el6fordulo hiba a diagramon a ,,miiveleti sorrend” a tortekkel. Ez a
tananyag is el6fordul mar 5. osztalyban, ott megprobalnak ra nagy hangsulyt
fektetni, és a késdbbi években a spiralitas elve szerint visszatérnek a fogalomra, és
egyre bonyolultabb miiveletek haszndlatdval mélyitik a moddszer megértését.
Mégis eléfordulnak tipushibdk, mint ahogy a kovetkezd példan is lathatjuk (5.

abra).

A példaban a didk mar ismeri és alkalmazni is tudja a tortekkel valo
miveletvégzés szabdlyait, de a modszere hibds, mert nem a valdés miiveleti
sorrend alapjan végzi el a miveleteket. A kutatdsom soran azonban azt

tapasztaltam, hogy az ilyen hibat elkdvetok szama elenyészo.

5. abra. A didkoknak meg kell oldaniuk ezt a feladatot, ahol alapmiiveletek vannak tortekkel és még a
miiveleti sorrendre is figyelni kell

16



Osztas, szorzas

Az utolsd elotti oszlop a diagramon a tortekkel vald szorzaséra és osztasara
vonatkozik. A didkok a ko0z0s nevezOre hozas utan ezt a hibat ejtik a
leggyakrabban. Ennek oka, hogy a gyerekek a szabalyokat megjegyzik, de aztan
elfelejtik, hogy mire kell alkalmazni, teljesen esetlegesen alkalmazzak Oket.
Elmondjak a rigmusokat példaul: ugy osztok, hogy az osztand6 reciprokaval
szorzok. A szavak nagy része megmarad a fejikben, de elfelejtik, hogy
Osszeadasra vagy szorzasra kell alkalmazni, vagy osztasra, vagy a
reciprokképzésre. A feladatok megoldasa kozben tizféle mdédon oldottdk meg
helyteleniil a szorzasi és osztasi feladvanyokat. A megvizsgalt feladatsorokbol
arra is lehet kovetkeztetni, hogy az osztassal kapcsolatos hibak sokkal gyakrabban
fordulnak el6, mint a szorzadssal kapcsolatosak. A példakat a dolgozatbodl

masoltam és egyes hibakhoz tobb példat is mutatok.
1) Végezziik el az alabbi szorzast.

Ezekben a példaban a didk szorzasnal az egész szamnak a reciprokat vette:
13111 11 r9_75_35
8 8 6 48 12 5 12 9 108
Ebbdl arra lehet kovetkeztetni, hogy keveri a szorzds és az osztds lépéseit
egymassal. Persze az is lehetséges az elsd esetben, hogy csak az egész szdmot
akarta atirni k6zonséges tort alakba és gy beszorozni, viszont akkor a tortek
bevezetésekor nem tudta értelmezni vagy megfeleléen elsajatitani az egészek

atirasat tort alakba.

Szorzasnal a leggyakoribb hiba, amit a gyerekek ejtenek, hogy a szamlalo

beszorzasa helyett a nevezdt szorozzak be: ? 9= 20

216
Az is érzékelhetd volt a feladatsorok attekintése kozben, hogy a didkoknak csak az

elenyészé része hasznalt keresztbe egyszeriisitést, mind egész szammal valo

szorzas esetén, mind tortekkel. Akik hasznaltdk ezt az egyszerlsitési 1épést, még
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azok sem tudtak kiszamolni a helyes eredményt altalaban, mint ahogy a kovetkezd

példaban illusztralom:

A példan latszik, hogy helyesen tudja a tanuld, hogy az egész szamot a nevezdvel
kell egyszeriisiteni, viszont a végrehajtasnal valamilyen sajatos technikat

alkalmaz.

Az is el6 szokott fordulni, hogy ha egész szdmmal val6 szorzasrol van szo, hogy a
didk a tort szamlalojat és nevezoOjét iS megszorozza az egész szadmmal és nem

24
42

veszi €szre, hogy gy szorzas helyett egy bovitést hajtott végre: ;-6

2) Végezziik el az osztasokat.
175

1 17
10

YA

Bl

10 1
Ebben a példdban az figyelhetd meg, hogy a szorzdsnak a keresztbe
egyszerlsitését haszndlja a didk. Vélhetden az is okozhatta a hibat, hogy a tanulo
arra emlékszik, hogy ha tud majd osztasnal, akkor keresztbe egyszeriisit, mert
ezek a lépések kellenek az osztds elvégzéséhez. Viszont egy 1épés kimarad,

méghozza az, hogy vegye az 0szto reciprokat és azzal szorozzon.

Adddott olyan megoldas is, hogy az osztandonak veszi a reciprokat a didk és a

tovabbi lépéseket mar helyesen hajtja végre.

Ebben az esetben is emlékszik a didk, hogy reciprokot kell venni, de ugy
rogz6dott benne, hogy mindig a tortnek a reciproka kell. A hibadk nagyobb része
azért keletkezhet, mert a tanulok pontosan nem tudjak, hogy mit jelenthet a
reciprok, hogy miért is jO, ha azt vessziik, és miért kell szorozni vele.
Tapasztalataim alapjan néhany iskolaban nem magyarazzak el ezt a gyerekeknek,

csak bemagoltatjdk a kovetkezé mondokat: ,,Ugy osztok, hogy az osztandd
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reciprokéval szorzok.”. Ezt a tanar az elején mindig mondja, majd csak elkezdi és

a gyerekek a feladat megoldésa kdzben befejezik a mondatot.

A kovetkezo példaban latszik, hogy az 6sszes miivelet, amit a gyerek végrehajtott,
helyes, azt leszamitva, hogy az egész szdmot helyteleniil irja at tort alakba.

7 78 71 7
Ahogy korabban is emlitettem, itt az lehet a probléma, hogy a diaknak nem volt

lehetdsége eleget modellezni, igy az alapfogalmak nem épiiltek be.

Az utolsé osztési tipushibabol adodik az is, hogy ha a nevezot el tudjak osztani

maradék nélkiil az egész szammal, akkor azt meg is teszik: S 4= 13 :

3
Ez a megoldasmenet abbdl is adodhat, hogy a tanarok, mikor ismertetik, hogyan
osztunk tortet egész szadmmal, akkor kétféle megoldast mutatnak egyszerre: a
reciprokkal szorzast és a szamlaloval valo egyszerlsitést. Ezek a 1épések

keveredhetnek Ossze a tanuldkban.

Mindkét mivelet esetében taldlkoztam olyan megoldasmenettel is, hogy kozos
nevezdre hozzak a torteket és ugy végzik el a feladatot.

35 ,,_350 35 _12250 _1225

60 60 60 60 6
Ilyenkor megtortént az, hogy ezres nagysagrendii szamokat szoroztak Ossze a

diakok és szamolasi hiba miatt nem sikeriilt a helyes eredményt megkapni.

Az osztési €s a szorzasi miiveletek Ugy is megjelentek a dolgozatokban, hogy egy

adott mértékegységet kellett atvaltani egy tdle kﬁlénbézébe,%kg =280g (6.

abra).
Az ilyen feladatoknal szinte senki nem tudta a megoldast. Neki se tudtak kezdeni
a tanuldk, mert a mértékegységek kozotti valtoszdmokban is bizonytalanok

voltak.
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Szoveges feladatok

6. dabra. Mértékegységes szoveges feladat megoldasa, amely alapmiiveletekre is épit

A diagram utolsé oszlopa a ,,szoveges feladatok” megoldasa, amit a didkoknak
elég kevés része hibazott el. Azonban érdemes azt is megjegyezni, hogy rengeteg
feladatsorba inkdabb nem is raktak szoveges feladatott a tanarok, mert az
alapfeladatokra helyezték inkabb a hangsulyt. Azoknal a feladatsoroknal, ahol volt

szoveges feladat, ott csak a legegyszeriibb tipustiak voltak megtalalhatoak.
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TANAROKKAL VALO EGYUTTMUKODES

Tobb iskolaban is lehetdséget kaptam, hogy matematikatanarokkal beszélgessek.

Ezen feliil, kutatdsom részeként az matematikatanar 6rajat két honapon keresztiil

rendszeresen latogattam. A beszélgetések, oOralatogatasok és dolgozatokra irt

megjegyzések alapjan sikeriilt jobb ralatast kapnom a tortek oktatdsarol és annak

hatékonysagardl. A tovabbiakban néhany, ebben a rovid iddszakban tapasztalt

helyzetet mutatok be.

A dolgozatok ellenérzése kozben észrevettem, hogy az egyik évfolyamnak

kifejezetten rosszul sikeriilt a dolgozat. A szaktanar szinte az Gsszes dolgozatra

rairta, hogy ,,Jarjal kiilon tandrhoz!” vagy ,,Korrepetalas javasolt!”.

Az egyik Oralatogatas eldtt a matematikatanar elmondta a tortek tanitasaval

kapcsolatos gondolatait:

En: On szerint mi lehet az oka annak, hogy a tortek ennyire nehezen
mennek a gyerekeknek?

Tanar: Régen a tanuloknak, miutdn hazamentek, akkor le kellett tilnitik és
meg kellett tanulniuk az egészet, amit az 6ran vettek a tanarral. Manapsag
ezt mar nem kotelezd megtenniiik, hisz a sziilék nem tudjak iranyitani a
gyermekeiket, igy azt csinalnak, amit akarnak.

En: Esetleg az nem lehet egy indok, hogy az 6sszes miiveletet a tortekkel
szinte egyszerre veszik, és nincs elég idejiik a gyerekeknek elsajatitani ezt
a témakort alaposan?

Tanar: Nem hiszem, régen is meg tudtdk tanulni a fiatalok, most is meg
tudnak, ha akarnak! En mindent megteszek! Leadom az anyagot, mindent
elmagyardzok tobbféleképpen és ezen felil van hetente egyszer
korrepetalasom, amire a didkjaim ellatogathatnak, de feleslegesen, mert ott

se figyelnek, csak hangoskodnak.

Azért, hogy az iskoldkban atnézhessem a filizetekben szerepld hibdkat, az orat

megkezdve a tanar bekérte a rosszul teljesitd didkoknak a flizetét. Amig ezeket

atnéztem, addig a szaktanar elvégezte a sziikséges adminisztraciot. Az ora tovabbi
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részére kiosztott négy feladatot a konyvbdl és még négyet felirt a tablara. Amig a
gyerekek a feladatokat probaltak megoldani, addig a tanar a tanitasi szemléleteit
osztotta meg velem. Az ora végén a konyves feladatoknak a megoldasat
elektronikus Uton ellendriztiik le, ahol csak a végeredményt lehetett latni. A
tablara irt feladatokat pedig a didkok a tablandl oldottdk meg. A feladatok
megoldasa kozben felmeriilt bennem néhany kérdés, amit a szaktanar

engedélyével fel is tehettem nekik.

- En: Azt szeretném megkérdezni, hogy hogy jott ki nektek egybél a
végeredmény? Mert a tablara nem vezettétek le a menetét a feladatnak, de
ez nem azt jelenti, hogy a flizetetekben nem tettétek volna ezt. Esetleg a
flizetben szdmoltatok?
- Diakok: Nem szamoltunk. Nem tudjuk végig levezetni a feladatot, igy nem
irjuk le és a végére tippeliink egy nagyjabol jonak tlind megoldast.
- En: Es azt tudjatok, ha csak elkezditek a levezetést, akkor mar
részpontszdmokat kaphattok a dolgozatban, illetve a felvételin?
- Tanar: Latjatok gyerekek hanyszor mondtam én ezt mar el nektek? Na,
hanyszor a héten (felemelt hangsuly)?
Mit szoktam irni a feladat végére mikor én levezetem a feladatot eldttetek a
tablan? Mit?
- Diakok: Pontszamokat.
- Tandr: Ugy van, pontszamokat. Szerintetek viccbél from le ezeket
mindig?

Hanyszor elmondtam mar ezt ezeknek, de sose hallgatnak ram!

Majd az 6ra végén még azt is megtudtam, hogy a matematika tanar minden
osztalyanak van egy online feliilete, ahova a hazi feladatokat €s a napi tananyagot
is feltdlti. Ezen kiviill tanuloparokat is alkottak, hogy egymast tudjak segiteni
matekbol.

A legtobb esetben, mieldtt a tanarok atadtak a feladatsorokat nekem, fliztek egy-

egy megjegyzést az eredményekhez. ,,Ne szamitsak til jo eredményekre, mert az
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osztaly motivalatlan és az érdeklddési koriik is teljesen eltérd a matematikatol.”.
»A feladatok a legegyszertibbek, mert nem volt elég id6 arra, hogy mindenféle
kontextusban megnézhessiik a torteket. Volt egy kis probléma a tortekkel valo
miveletek megértésével, igy az alapmiiveletekre helyeztem a hangsulyt.”.

Talalkoztam olyan tanarokkal is, akik boldogan meséltek arrol, hogy didkjaik
altalaban motivaltak, de néha 0sztonozni kell Oket. Annak ellenére is dicsérték
diakjaikat, hogy a dolgozatjegyek nem lettek a legjobbak. A tanarok elenyészo

része besz¢lt igy a didkjaikrol.

Kozépiskolakbol az igazgatok nem tudtak segiteni nekem a tipushibak
Osszegylijtésében, mert ,,Ezekben az években mar nem foglalkoznak a tanulok a
tortekkel, hisz azt mar megtanultdk. Ha mégis valamilyen feladatban
talalkozndnak tortekkel, akkor azt a szamoldgépiikkel konnyedén ki tudjak

szamolni.”.

Az Aaltalanos iskolakban volt lehetdségem a tanulok megoldott feladatsorait,
fiizeteit, dolgozatait tanulmanyozni. igy meg tudtam figyelni, hogy milyen
tipushibak fordulnak eld jellemzden ebben a korosztilyban. A kozépiskolasok
tudasarol ilyen formaban nem gyljthettem informacidt. Fontosnak tartottam
kozépiskolaban is megvizsgalni az egyes korosztalyoknal jelentkezd tipushibakat,
¢s az ottani eredmények Osszevetését az altalanos iskolasok kdorében
tapasztaltakkal. Ebben a korosztalyban a diakok tortekkel kapcsolatos tudasat egy
gondosan megtervezett feladatsor segitségével térképeztem fel, melyet 6., 7., 8.,
9., 10., és 11. évfolyamos didkok kitoltottek ki.
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FELADATLAP ALTALANOS ES KOZEPISKOLAS
KOROSZTALY SZAMARA

Ahhoz, hogy a kozépiskolasokat is bevonhassam a kutatdsomba és lassam az
egyes korosztalyok kozotti kiilonbségeket, egy feladatsort allitottam Ossze. A
feladatlap elkészitésénél szempont volt, hogy 45 percen beliil hatodik osztalyos
tudassal megoldhatd legyen, és rakérdezzen az egyes tipushibakra: a tortekkel
valé alapmiveletekre, a tort kiillonb6z6 funkcidira, nagysagara azok
Osszehasonlitasara, szamegyenesen vald elhelyezkedésére, tovabba fontosnak

tartottam, hogy szerepeljen benne vegyes és negativ tort is.

Feladatlap elsé6 valtozata

1) Abrazold a kovetkezd torteket az alabbi szamegyenesen, majd valaszolj a

kérdésekre!
E, _§’ 2§’ _Z’ _1§, §
3 5 2 2 4 6
1 1 | 1 1 1 ) | § 1 1 ' 1 1 1 1 1
I | ] LI | L] 1 | 1] LI | L] ] 1 ] 1 |
A 0 B 1 C
a) Hatarozd meg A= , B= ,és C= -t!

b) Keress egy olyan raciondlis szamot, amely az g ¢s a C kozé esik!

c) Sorolj fel 2db altortet a felsoroltakbol! ;

d) Mondj egy valos tortet a felsoroltakbol!
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e) Miaz % abszolut értéke?
f) Mi az ellentettje az g-nak?

g) Miaz % reciprokja?

2) Karikazd be a helyes valaszt!

a) Azt mutatja meg, hany részre van osztva az egész.

a, tortvonal b, nevezd ¢, szamlalo d, tort

b) 2:5= % miiveletben az 5 az a...

a, 0Szto b, osztando ¢, hanyados d, nevez6

c) Két egész szam hanyadosa a ...

a, tort b, nevezo ¢, szamlalo d, valos tort

d) Milyen miivelet van a 2% kozott?

a, SZorzas b, osztas ¢, 0sszeadas d, kivonas

3) Végezd el a miiveleteket és add meg a legegyszeriibb formajaban!

(f+@j.[3§j;@_(_2)
2) 5 180 2) 70

e (34

1 2 1000 _
——t—— .+
1001 1001 1001

4) Hasonlitsd 6ssze a két tortet egymassal, majd tedd ki a relacios jelet!

11
16
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5) Tedd igazza az egyenlOséget!

1_25 b_6 104 _c
a 105 35 10 13 d
a= , b= , c= d=

6) Vedd fel az N, Q és Z halmazokat egy abran, annak megfelelonek, hogy
melyiknek melyik a részhalmaza, majd ird be a felsorolt torteket a

megfeleld helyre!

7) Zsofi palacsintat siitott a csaladjanak. Mikor Attila hazaérkezett, akkor

megette a palacsintak g-at. Harminc perccel késébb Gergd is

megérkezett, és a maradéknak a g-et ette meg. Este, miel6tt Gyongyi

haza ment volna vett a boltban még 9 palacsintat a biztonsag kedvéért,

hogy maradjon holnapra is. Mikor hazaérkezett, akkor a maradék
palacsintak és a +9 palacsinta 3 -at ette meg és igy maradt még masnapra

13 palacsinta.

Mennyi palacsintat evett meg Gergd?

Mennyit evett meg Attila?

Mennyit evett meg Gyongyi?

Mennyi palacsintat készitett Zsofi?
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A palacsintdk hanyad részét ették meg ketten egylitt, Attila és
Gyongyi?

A feladatsor els6 valtozatanak kidolgozasaban Szabd Csaba tanar ur, Fried
Katalin és Vasarhelyi Eva tanarnék segitettek. Kozosen targyaltak meg és
elemezték ki az utmutatasuk alapjan elkészitett feladatokat, mind minéség, mind
nehézség szempontjabol. A valtoztatasokra azért volt sziikség, hogy a mai
oktatasnak megfeleljen, és hogy azonnal rajohessiink a tipushibakra. A javaslatuk
alapjan végeztem néhany atalakitast a feladatokon. Az els6 feladatbol kivettiik a
valds és az altortes részt, mert ezek a szavak elavultnak bizonyultak, a Nemzeti

Alaptantervben sem szerepelnek mar. A reciprokos feladatot is eltoroltiik, mert
félrevezetd lehet, hiszen azt sugallja, hogy csak egy tort reciproka az %-nak. A

céljainkat jobban szolgalta az, hogy a harmadik feladatot egy olyan véltozatra
cseréljiik le, amely egyszeriibb példakat tartalmaz, hiszen ezekbdl jobban
megallapithatd, hogy el tudjak-e végezni az alapmiiveleteket a tanulok vagy sem.
A negyedik, illetve az 6todik feladat esetén a megfogalmazason csiszoltunk. A
negyedik feladatban kitettiik a reldciojeleket és az egyenldségjeleket, hogy a
tanulok tudjak, hogy mik koziil vélaszthatnak. Az utols6 feladatban annyit
modositottunk még, hogy a 30 percet atirtuk tort alakba, €s ezzel kapcsolatban
még egy kérdést feltettiink. Erre azért volt sziikség, mert ezen keresztiil tudtunk
képet kapni arr6l, hogy a tanulok a torteket automatikusan leirjak, és azokkal
szamolnak, vagy megprobaljak értelmezni a feladatot. A valtoztatdsok és

tobbszori egyeztetés utan elkésziilt a végso feladatlap.

Feladatlap végso valtozata

1) Abrazold a kovetkezé torteket az alabbi szamegyenesen, majd valaszolj a

kérdésekre!
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a) Hatarozd meg A= , B= , es C= -t!

b) Keress egy olyan racionalis szamot, amely az — ¢és a C kozé esik!

2) Karikazd be a helyes valaszt!

e Azt mutatja meg, hany részre van osztva az egész.

a, tortvonal b, nevezd ¢, szamlalo d, tort

o 25= % miiveletben az 5 az a (2)...

a, 0Szto b, osztando ¢, hanyados d, nevezo

o Kettd egész harom 06tdd és a minusz négy harmad kiilonbségének a

négyszerese

a, 2§—E-4 b, 2§— _4 -4 2§— _4 -4 d,4-2§—ﬂ
5 3 5 3 5 3 5 3

e Milyen miivelet van a 2% kozott?

a, SZorzas b, osztas ¢, Osszeadas d, kivonas

3) Végezd el a miiveleteket és add meg a legegyszeriibb formajaban!

a) d)

64 (jj 11 (Ej_i (_ 2)_
9 \ 8) 2 2) 60 5)
b) e)

~2i(5)= _5).3,.3_
16'( °) ( 50)'15+11
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c) f)
8 11 8 10

_+__ =
32 64 11 11

4) Hasonlitsd 0ssze a két tortet egymassal, tedd ki a megfeleld relacios jelet

(<, =)
8] 3 b
9 4 16
Mely a, b, c és d értékekre teljesiil az egyenldség!
1_2s b_6 104 _c
a 105 35 10 13 d
a= , b= , c= d=

5) Vedd fel a N, Q és Z halmazokat egy abran, figyelve hogy melyiknek
melyik a részhalmaza, majd ird be a felsorolt torteket a megfeleld helyre!

50 2 6,3,3

7’8 3 2.3 "6

6) Zsofi palacsintat siitott a csaladjanak. Mikor Attila hazaérkezet este 6-Kor,

akkor megette a palacsintak g-ét. % oraval késobb Gergo is megérkezett

¢s a maradéknak a 5 -ét ette meg. Este, miel6tt Gyongyi haza ment volna

vett a boltban még 9 palacsintat a biztonsag kedvéért, hogy maradjon

holnapra is. Mikor hazaérkezett, akkor a maradék palacsintdk és a +9

palacsinta 3 -at ette meg és igy maradt még masnapra 13 palacsinta.

Mennyi palacsintat evett meg Gergd?

Mennyit evett meg Attila?
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Mennyit evett meg Gyongyi?

Mennyi palacsintat készitett Zs6fi?

A palacsintdk hanyad részét ették meg ketten egyiitt, Attila és
Gyongyi?

Hanykor ért haza Gerg6?

Az elsO feladatot azért készitettem, mert a tortek szamegyenesen torténd
abrazolasa jelentGs szerepet jatszik abban, hogy a gyerekek megértsék, mi a tortek
nagysagrendje. Tovabba egyenld tortek abrazolasakor tapasztalhatjdk a bovités,
egyszerlsités 1ényegét. Ezért az abrazolasos feladat egyszerd, viszont nem trivialis
az 1/b feladat miatt. Mindemellett megtudhatjuk azt is, hogy le tudjak-e olvasni az
értékeket a szamegyenesrdl. Ezt nehéz részfeladatnak érzem, mert a
szdmegyenesen a szakaszok nem voltak felbontva egyenld részekre, hogy pontos
megoldast kapjunk szamolassal.

A ,karikazd be a helyes valaszt” a szamonkérés egyik alapveté formaja. Fontos
megnevezni a dolgokat, mert beszélni kell roluk, tudni kell mely a nevezd, milyen
miveletet kozvetit egy ilyen tort, és ha nem tudjuk, melyiknek mi a neve, akkor
nagyobb az esély, hogy elrontjuk a veliik valé szamoldst, mert a neveknek
jelentdségiik van.

A harmadik feladat négy rovid és két kifejtos feladatot tartalmaz. Ezekben a
feladatokban taldlhatd negativ eldjelt tort, Osszeadds, kivonds, szorzas, osztas.
Minden, ami jelzi azt, hogy a tanulok rendelkeznek-e az alapmiiveletekhez tartozo
megoldo képességgel vagy sem.

A relacids feladat azért késziilt, hogy lassam, hogy egy sima, egyszerii torteket
tartalmazo egyenletet meg tudnak-e oldani a tanulok. Ebben a részben volt olyan
feladategység, amelyet mashogy értelmez egy altalanos és egy kozépiskolas diak,
mint egy egyetemista, mert a c-t és d-t is ismeretlennek vettik, igy nem
egyértelmii a megoldas.

Az 6todik feladat rdkérdez a szamok osztalyba sorolasara. Ebben a részben tudni
szeretném, hogy hogyan viszonyulnak a didkok az egész és a negativ szamokhoz.
Tudjak-e, hogy mely halmazba tartoznak, mert a NAT alapjan ennek fontos

szerepe lesz még tanulmanyaik soran. Ezt a feladatot egyszertinek gondoltam, igy
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tettem bele néhany trilkkkosebb tortet, ahol atalakitas utdn lathattdk, hogy
természetes szamrol van sz0.

Az utols6 feladat egy szokvéanyos szOveges feladat, amire szintén tobbféle
megoldasmenetet lehet alkalmazni, példaul egyenletrendszer megoldasat vagy
szakaszos abrazolast. Az idére vonatkozd kérdést azért tettem a feladatba, hogy
lassuk, mennyire stabil a tudasuk, dsszezavarodnak-e egy ilyen figyelemeltereld
tényez6tol. Itt arra voltam kivéancsi, hogy ha egy didk nekilat a szamolasnak,
akkor kell6 alapossaggal dolgozza-e¢ fel a szoveget ahhoz, hogy az id6vel

kapcsolatos tortet kiilon kezelje a tobbitdl vagy sem.

A feladatsor elkészitése utan ismételten felkerestem az iskoldkat, hogy minél tobb
évfolyamban megirathassam a feladatsoromat €s visszaigazolast vagy céafolatot

kapjak a tipushibakkal kapcsolatos eldzetes feltételezéseimrol.

A pontozas kialakitasa

A pontozas soran probaltam sok részpontszamra bontani az §sszpontszamot, hogy
pontosabb eredményt kapjak. A dolgozatok egy részét a validitas érdekében, Vas
Vivien fliggetlentiil lepontozta. A pontozast Szabd Csaba tanar ur és Fried Katalin
tanarnd is leellendrizte.

Az els6 feladatot harom részre tagoltam.

Az els rész, amikor el kellett helyezni nyolc k6zonséges tortet a szamegyenesen.
Minden egyes helyesen elhelyezett tortért fél pontot adtam. fgy Osszesen négy
pontot lehetett elérni. Arra is jart a pont, ha a torteket tizedes tortté atalakitottak és
ugy helyezték el a szamegyenesen helyesen (kevés didknal, de eléfordult).

A masodik egység az a) feladat volt, ahol a szdmegyenesen be volt jelolve harom
érték, melyet betlivel jeldltem. A betlik helyes meghatarozasaért szintén fél-fél
pontot adtam, igy ezzel a feladatrésszel 6sszesen masfél pontot tudtak szerezni a
diakok. Mivel a szamegyenesen az intervallumokon beliil nem voltak pontok
jelolve, ezért tobb megoldast is elfogadtam, a Iényeg az volt, hogy a valaszuk
realis legyen. Tehat példaul aki a B helyére 0,6-ot, 0,66-ot vagy 0,7-et irt azt

elfogadtam. Azért irtam én is tizedes tortben a példakat, mert annak ellenére, hogy
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a feladatsor kozonséges tortekrdl szolt, volt néhany tanuld, aki tizedes tortet
hasznalt. A tizedes torteket is elfogadtam jo valasznak, ha helyeset adtak meg.

A harmadik részben egy pontot lehetett szerezni. Fél pont jart arra, ha egy helyes
megoldast irtak le, és a masik fél pont arra jart, ha lattam szdmolast is, hisz itt

bdviteni kellett a tortet s ehhez sziikséges szamolast végezni.

A masodik feladatban az abcd részfeladatok mindegyikében, a helyes valasz
betlijelének bekarikazasaért egy-egy pont jart, igy négy pontot lehetett 6sszesen
elérni. Ennél a feladatndl nem lehetett részpontszamot adni, mert itt vagy jo a

megoldas, vagy nem, nincs koztes opcio.

A harmadik feladatban 6sszesen 14 pontot lehetett elérni.

Az a) feladatban 2,5 pont volt a maximalis pontszam, amit gy lehetett elérni,
hogy 1 pont jart arra, ha a harom tényez6bdl kettdt helyesen Osszeszorzott, fél
pont jart arra, ha a vegyes tortet atalakitotta helyesen kozonséges alakba és még 1
pont jart arra, ha helyesen elvégezve a szorzast megkapta a megoldast.

A b) feladatban 2 pontot lehetett elérni azzal, ha tudta a didk az osztasi szabalyt és
az osztonak a reciprokat véve az osztasjelet szorzasjelre cserélte és még egy pont
jart, ha a szorzast elvégezve helyes végeredményt kapott.

A c) feladatban 3 pont jart annak a tanulonak, aki tudta, hogy a +- elgjelbdl — lesz
(0,5 pont), a vegyes tortet helyesen kozonséges tortté alakitotta (0,5 pont),
helyesen hozott k6zds nevezdre (1 pont) €s a végeredménye is jo volt (1 pont).

A d) feladatban 3,5 pont volt a maximalisan elérheté pontszam. 1 pont jart, ha
tudta alkalmazni az osztasi szabalyt, igy az osztoénak vette a reciprokat és az
osztas miveleti jelet szorzasra cserélte. Tovabbi fél pont jart, ha a szorzést
helyesen végezte el. 1 pont jart a kozds nevezdre hozéasért és még 1 pont a
végeredményeért.

Az e) feladatban 2 pont akkor jart, ha a k6z6s nevezdre hozés és a végeredmény
helyes volt.

Az f) feladat 1 pontot ért, ami akkor jart, ha a végeredmény korrekt volt.
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Azoknal a feladatrészeknél, ahol a végeredmény negativ szam és az eldjelet
elhagytak, vagy a tortnek nem a legegyszerlibb alakjat adtak meg, ott 0,5 pontot

levontam.

A negyedik feladatot két részre osztottam. 2 pontot lehetett kapni akkor, ha a
relacidjelek helyesek és 4 pontot, ha az egyenldség jelet igazza tették. Az utolsod
résznél, ahol a c-t és a d-t kellett meghatarozni, ott tobb helyes megoldas is
1étezik, igy, ha akar csak egy j6 megoldast irtak, akkor mar jart a pont. Persze, ha
csak a c lett helyes és a d helytelen, akkor nem tudtam ra pontot adni, mert akkor
az egyenldség nem lenne igaz. Tehat igy dsszesen 6 pontot lehetett kapni ebben a

feladatban.

Az 6todik feladatban 1 pont jart, ha helyesen vette fel a halmazokat és jelolte
azokat. Majd fél-fél pont jart, ha helyesen helyezte el a torteket az abraban. gy

Osszesen 4 pontot lehetett szerezni. Itt a diakok kaphattak részpontszamot azzal,
ha egy tortet nem a legsziikkebb halmazba irtak. Példaul a 5 -et, ha nem az egész

szdmok halmazaba helyezte el, hanem a raciondlis szdmok halmazaba, akkor 0,25
pontot adtam, mivel igaz, hogy raciondlis szdm, de nem taldlta meg a legsziikebb

halmazt, amibe beletartozik.

Az utolsé feladatnidl a maximalis pont 6,5 pont volt. Fél-fél pontot kaptak a
tanulok akkor, ha a kérdésekre helyesen valaszoltak. A maradék harom pont pedig

a helyes szdmolasért jart.

A feladatsor soran 41 pontot lehetett szerezni. Mindegyik dolgozatot osztalyoztam
is, mintha az iskoldaban ez egy dolgozat lett volna. A hatarok a kdvetkezdképpen
alakultak: 90%-100% > 5

75%-89% > 4

55%-74% > 3

40%-54% -2

0%-39% —>1
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Majd mindségileg is osztalyoztam a gyerekeket, ami azt jelenti, hogy azoknak a
feladatoknak a pontszdmat nem szamoltam bele az 6sszpontszamba, amihez hozza

se kezdtek. Majd a fenti szazalékok alapjan Gigy is osztalyoztam oket.
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FELADATSOR MEGIRATASA, ERTEKELESE

Azokat az iskolakat kerestem meg el0szor is, akik mér a tipushibak
Osszegyljtésében is segitettek, majd tobb masik kozépiskolat is meglatogattam.
Sajnos szamtalan iskola elutasitotta az ismételt vagy 0j egyiittmiikodést. Néhany

visszautasitast idézek fel részletesebben a kovetkezdkben.

- Igazgato: Sajndlom, de nem tudunk segiteni. Mar igy is szivességet tettiink
azzal, hogy tanaraink megmutattak a feladatsorainkat. Nem varhatom még

azt is el t6liik, hogy épitsék be az o6rajukba az 6n feladatsorat.

Ebben az esetben (és néhany mas hasonld helyzetben) probaltam meggy6ézni az
igazgatot, hogy nem muszaj azonnal megiratni a feladatlapomat, hanem egy
hénapon beliil barmikor jo, mert igy a tanarok jobban be tudjak épiteni a
tananyagukba. Azt is probaltam hangstlyozni, hogy nem sziikséges matematika
oran megoldatni a feladatokat a didkokkal, hanem egy helyettesitésen is teljesen
megfelel, ahol a tanar az adminisztracids iigyeit tudnd intézni. Ezen felil a
feladatlapomat nem kotelez6 6ran megiratni, hazi feladatként is fel lehet adni a
didkoknak, mert jo gyakorld feladatsor lenne szamukra. Dolgozat helyett is lehet
hasznalni, melyet én javitanék ki és értékelnék, majd visszajuttatnam az
eredményeket az iskolanak, igy a tanarokrol levenném a terhet. Probalkozasaim

ellenére nem tudtam meggydzni ilyen esetekben az igazgatokat.

- Igazgaté: Hozott példanyokat, amelyeket ki tudunk osztani az
osztalyokban?

- En: Igen, hoztam egy minta feladatsort és abban biztam, hogy az iskola
tudna engem tdmogatni egy osztalynyi masolat készitésével.

- Igazgato: Kedves holgyem, nekiink ki van szdmolva mennyit
nyomtathatunk, mennyi papirt haszndlhatunk, ha azt a limitet tullépjiik,
akkor nekiink fizetni kell, tehat ebben egyaltalan nem tudunk segiteni. Az
on érdeke, hogy ez a dolgozat meg legyen iratva, ezért be kellett volna

fektetni pénzt ebbe az egészbe, késziilnie kellett volna minimum 200
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masolattal, amit az iskolanknak csak kiosztania kellett volna. igy sehogy
sem vallalhatjuk ezt el, ha lesz annyi példanya, akkor talan beszélhetiink

rola, addig felesleges. De szerintem egyik iskola se fog igy segiteni onnek.

Ez csak egy iskolaban tortént meg. A legtdbb iskola, fiiggetleniil attdl, hogy
altalanos iskola vagy kozépiskola, minimum egy osztalynyi dolgozat
sokszorositasaval és megiratasaval tudott tamogatni. Altalaban két vagy harom
osztalynyit nyomtattak nekem, de az is el6fordult, hogy hat osztalybol kaptam

eredményeket egy iskolan beliil.

Voltak olyan esetek, amikor nem technikai, hanem tartalmi okokra hivatkozva

utasitottak el.

- Igazgaté: Ugy dontottek matematika tanaraink, hogy mivel az els6
feladatban illetve a negyedik feladatban tobb megoldas adhato, tehat nem
egy konkrét szdm a megoldas, igy kifogasolhatova valt feladatsora. Sajnos,

igy nem tudunk segiteni Onnek.

Kiilon érdekesség, hogy pont egy kozépiskoldban gondoltak zavardnak, hogy par
helyen tobb megoldas is sziilethet. Probaltam megtudni, mi ebben az aggalykeltd,
ha én az Osszes helyes megoldast elfogadom, igy a gyerekeknek semmilyen

hatranya nem keletkezik a pontozas soran. Valaszt a kérdésemre nem kaptam.
Néhany tovabbi reakcio:
- Tanar: Nagyon erds dolgozatot allitott 0ssze. Ha be kéne kategorizalni,
akkor azt mondandm, hogy ezt egy versenyfeladatsornak tudnam

elképzelni a nyolcadikosok korében, de azt is leginkabb év vége felé.

Ezt a véleményt egy szakkozépiskolas tanar fogalmazta meg, ami meglepd, mert a

feladatsor 6. osztalyos feladatokra épiil.
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- Tanar: Ne érje meglepetés, ha az elsd szamegyeneses feladat liresen
maradt, mert annyira nem ment ez a tananyag az osztalynak, hogy inkabb
az alapokra helyeztem a hangsulyt. Viszont mondtam nekik, hogy ha a
harmadik feladatot nem tudjak megcsinalni, akkor megbuktatom az egész

osztalyt.

Itt ugyanazt tapasztaltam, mint mikor a tipushibakat gyljtottem Gssze, akkor is

néhany tanar a tanulasi nehézségekrol szamolt be.

- Igazgato: Tizenkettedik osztilyban nem lesz megiratva, mert nekik az

érettségire kell késziilniiik és nem zavarhatjuk meg ket ezzel.

A kozépiskolak a 12. osztalyban nem engedték a feladatsor megiratasat, valamint

feltételként szabtak, hogy a didkok szamologépet is hasznalhassanak.

Rengeteg olyan iskola volt, amelyek nem segitettek nekem, koztiik olyanok is,
amelyek a kutatasom elsé részében mar hozzajarultak a kutatasban valo
részvételhez. Ennek ellenére sok iskola részt vett a kutatas folytatasaban: Arany
Janos Altalanos Iskola, Banki Donat Gimnaziuma és Szakgimnaziuma, Hild
Jozsef Szakgimnazium, Kereskedelmi és Vendéglatdipari Szakgimnaziuma és
Szakkozépiskolaja, Moricz Zsigmond Altalanos Iskola, Rosti P4l Gimnazium és
Altalanos Iskola, Rudas Kozgazdasagi Szakgimnaziuma és Kollégiuma, Szabd
Magda Reformatus Tagintézmény, Széchenyi Istvdn Gimnéazium ¢és Kollégium,
Vasvari Pal Altalanos Iskola. Az iskolaknak készonhetd, hogy 596 db diakhoz
jutott el a feladatsorom. Felajanlottam a segit iskolaknak, hogyha szeretnék,
akkor visszajuttatom a kijavitott dolgozatokat vagy az eredményeket, hogy a
tanulok tanulhassanak hibaikbol és a tanarok is visszajelzést kapjanak. Csak két
tandr €It ezzel a lehetdséggel. A tobbi tanar nem szeretett volna visszacsatolast,
mert biztosak voltak osztalyaik teljesitményeikben és megfogalmaztak valami
sarkos véleményt, mint példaul: ,Ertékelni se tudnam az eredményeiket, mert
szinte biztos vagyok benne, hogy mindenki elégtelent ir.”. Igy éltalaban a

kozépiskolas tanarok nyilatkoztak.
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ERTEKELES

Adatok osszegyiijtése

A feladatlapok értékelése elétt elébb Gsszesitettem, hogy melyik évfolyambol
hany diak vett részt. Az értékeket a 7. abra nevii diagramon abrazoltam. A
grafikon jol mutatja, hogy sikeriilt szinte minden évfolyambdl ugyanannyi
feladatlapot megiratni, kivéve 7. osztalyban, ahol kimagasloan sok gyiilt ssze. Az
Osszes (596 db) feladatlap attanulmanyozédsa utan egy teljesebb képet kaptam a

tipushibakrol, melyeket a tanulok kovetnek el a feladatok megoldasa kozben.

Tanuldk szama évfolyamokra bontva,
akik megirtak a feladatlapot

172
104
) i i87 i . )

6. osztdly 7. osztdly 8. osztaly 9. osztaly 10. osztdly 11. osztdly

7. abra. Megirt feladatsorok mennyiségeének lebontasa évfolyamokra nézve
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8. abra. Az 1., 2. és 4. feladatokban eldfordult hibdk felsorolasa,eldfordulasuk gyakorisaganak megadasa
szazalékosan évfolyamokra bontva

Az elsd feladatndl (8. dbra) hdrom szempontot vizsgaltam meg: hanyan hagytak
teljesen iiresen a feladatot, hanyan hasznaltdk fel az adott torteket az 1/a
feladategységben €s hanyan hasznaltdk a tizedes torteket a kozonséges tortek
helyett. Az lathato, hogy minél iddsebbek a tanulok, annal szivesebben hasznaljak
a tizedes torteket. Ha a legjobb atlageredményt nézziik barmely évfolyamon,
akkor is csak 2,7 pontot érnek el a tanuldk a 6,5-bél.

A 11. évfolyamban harom érdekes dolgozatot lattam. Az elsd az volt, hogy valaki
a szamegyenest probalta felbontani egyenld részekre ugy, hogy a torteket el tudja
helyezni rajta. Ezen kiviil egyetlen eset volt, ahol a didk k6z6s nevezdre hozta az

Osszes tortet, majd ugy helyezte el azokat. Viszont lattam olyan feladatlapot is,

, . . 35 . . .
ahol a tanul6 nem tudta, mit kezdjen a — o torttel, mert nem tudta értelmezni az

el6tte szerepld eldjel miatt. 10. osztalyban egy didk a szamegyenes folé irta, hogy

a 0-t6l a jobb oldali rész a ,,+”, mig a bal a ,,-” rész, ezzel is segitve magat. Mig
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egy 8.-os didk csak egy ,,NOPE” feliratot irt az egész feladathoz. A tapasztalataim
alapjan a didkok nem tudjak a szamegyenesen elhelyezni a torteket, nem tudjak
melynek mi az értéke. Az 1/b résznél szamolast nem hasznaltak, csak tippeltek
egy tortre.

A masodik feladat (8. abra) fontossagat mar korabban emlitettem: enélkiil nem
tudnak a didkok mire épitkezni, sok hibat kovetnek el, ha ez nincs jol a fejiikben.
A tablazatban lathatjuk, hogy mely kérdést, az évfolyamra jar6 didkoknak hany
szazaléka rontotta el. Ebbdl a két leggyakoribb hiba az ,,a” és a ,,d” részben
fordult eld. Ezeknél az egységeknél latszik, hogy van olyan évfolyam, ahol a
didkok 67%-a nem tudta a valaszt. Egy didk altaldban két hibat ejtett ebben a
feladatban és koziilikk az egyik szinte mindig a ,,d” volt. A legjobb atlagpontszdm
egy évfolyamon beliil 2,5 volt a 4-bdl, mig a legrosszabb éppen eléri az 1,6-0s
atlagpontszamot. Ezt a feladatot konnyilinek és gyorsan elvégezhetonek
gondoltam, de a felmérések alapjan a didkoknak mar az alapfogalmakkal is
nehézségeik vannak.

A negyedik feladatban (8. abra) megnéztem, hogy az ,,a, b, ¢ és d” részben a
didkok hany szazaléka rontotta el a valaszt. Azt is figyelembe vettem, hogy hany
szazalékuk hasznal tizedes torteket ahhoz, hogy 6ssze tudjak hasonlitani a torteket
egymassal. Megfigyeltem, hogy a tizedes tortet nem haszndlé didkoknak hany
szazaléka nem hasznalt kozos nevezot az dsszehasonlitasndl. Meglepd eredményt
kaptam: volt olyan évfolyam, ahol a tanulok 80% -a nem hasznélt semmilyen
0sszehasonlitasi technikat a tortek kozott. Azonban voltak kivételes esetek is. 6.,
8. €és 9. osztalyban volt 1-1 didk, akik modellezve, korcikkeket rajzolva
hasonlitotta 0ssze a torteket. 7. osztilyban egy didk keresztbe egyszerisitést
végzett, mig 10. osztdlyban olyan megoldasokat irtak a didkok a feladat egyes
rész¢hez, mint ,Nem, Igen...”, ,a=c, b=d...” vagy ,Igaz, Hamis...”. Ebben a
feladatban a legjobb pontatlag a 3,2 volt. Ennél a feladatnal egy esetben valasz
helyett egy rajzot talaltam, ahol a tanulé egy fa alatt {il, és arra gondol, hogy
egyest kap - pedig a koncepciom az volt, hogy aki egy jo megoldast ir, azt
elfogadjuk (gondolva itt a ,,c és d” feladatra). Osszesen két hetedikes diak volt,
akik ezt a feladatot hibatlanul megoldottak.
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11. | 12 5 12 3 2 |75 2 2 1 1 1 0 0
10 25 6 6 3 3 6 1 2 2 2 2 8
9 22 \min| 8 | 24| 5 1 [min| 1 1 |[min| 8 min | 2
8. 1 28 | 10 | 22 | 13 8 16 6 6 1 11 13 3
7 6 0 9 22 | 12 6 12 2 4 1 11 4 1
6 0 0 7 38 | 18 | 11 7 4 2 4 14 8 5

9. dabra. 3. feladatokban eldfordult tipushibak felsorolasa a masodik sorban. El6fordulasuk gyakorisaganak
megadasa szazalékosan évfolyamokra bontva

Mikozben a harmadik feladatot (9. abra) javitottam, gondoltam, hogy néhany
alapvetd szamolasi problémaval taldlkozom majd, mint a kozds nevezd
eltévesztése, osztadsnal a reciprok, illetve az egészek atirdsa kozonséges tortté,
azonban ekkora mennyiség{i hibdra nem szamitottam. Osszesen 15 féle tipushibat
talaltam, melybdl 11-et soroltam fel a tdblazatban (9.4bra). Jeloltem még azt is,
hogy hany szdzalékban hagytdk {iresen a feladatokat és a tizedes tortek

hasznalatanak gyakorisagat. A hibatipusok a kovetkezdk voltak.

- Szorzasnal kozos nevezore hozzak a torteket

@(_g)ll_ 512-(-27)-36
o 8)72 72

- Elgjel elhagyasa
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15 11 30 11 22 22 22
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- Nem tudjék, hogy a +- el6jelbdl mi lesz
3) 4 2) 8 84 170
|-+l |=—=+—=="=
2) 60 5/ 60 60 60

- Vegyes tort atirasa kozonséges tortté
2 712 1 1

—12=2 1===
5 60 2 2

- Egyszerlibb alak megadasa

2.1
60 3
- Kivonasnal keresztbe egyszertisités
P
X
| 32 10
1 \b\ m&ﬁ"
- Osszead4snal keresztbe egyszertisités
1
1
32 E{S
- Osztasnal keresztbe egyszeriisités
NS
. 30 H‘a
- Ko6z0s nevezdvel kapcsolatos problémak
8 11 8 11 8 11 8 11
—+—=—+— —t—=—+—=
32 64 64 64 32 64 12 12
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- Osztasnal nem veszik az osztd reciprokat, vagy ha igen, akkor nincs

szorozas, de az is el6fordul, hogy az osztand6 reciprokjat veszik

15 80 15 15 75 15, 15 1

2 (-5 == —2(-5)=—2.5=—> ——_(—5):(__ J_=

16 15 . 16 16 16 : 16 16 5
- Osszeadasnal kiilon a szamlalok és kiilon a nevezdk Osszeadasa

8 11 1
32 64 96

A maradék négyféle hibat csak 1-1 évfolyamon beliil néhany didk kovette el, azaz
a relativ gyakorisaga ~ 1%, igy a tablazatba nem jeloltem, de itt megemlitem. A

maradék 4 hibatipus:

- Osztasnal k6zos nevezOre hozas

(_ij_i+§_ 825 _1650+2250
50) 15 11 8250 ) 8250 8250

- Egész szam éatirdsa kdzonséges tort alakba

- Muveleti sorrend
_5).3,3 (_5).8
50)°15 11 50) 26

- Ko6z06s nevezd esetén a nevezd elhagyasa

8 10
— =
11 11
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5.FELADAT 6.FELADAT
g & 'z . Csak az 1d6
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11. 48 6 0 23 22 | 13 0 13
10. 54 15 0 3 31 | 15 2 28
9. 52 2 min 15 41 | 11 2 17
8. 16 10 12 25 6 | 18 0 12
7. 23 15 9 4 8 | 11 2 7
6. 10 11 0 1 27 | 7 4 0

10. d@bra. 5. és 6. feladatokban eldfordult hibak, problémdk, megoldds menetek felsorolasa a masodik sorban.
Elofordulasuk gyakorisaganak megadasa szazalékosan évfolyamokra bontva

Az utolso el6tti részbe (10. abra) raktam triikkkdsebb torteket is, hogy jobban

felmérjem a valaszadok megértési szintjét. A feladat a legtobb didknak nagyon

nehezen ment, mar ott elakadtak a tanulok, hogy a halmazokat helyesen

lerajzoljak. Mivel a rajzok nem sikeriiltek, igy nem tudtdk jo helyre elhelyezni a

torteket sem. Ezért ennél a feladatndl rengeteg részpontszdmot adtam. A

részpontszam mar akkor is jart, mikor egy tortet egy bovebb halmazba helyeztek

el és nem a legsziikebbe. A halmazokat 11 féleképpen vették fel (11. abra):

[
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11. abra. Szamhalmazok abrazolasa 11 féleképpen a diakok altal

A tablazatbol kideriil, hogy az id6 elorehaladtaval egyre rosszabbul teljesitenck a
ebben a tipusfeladatban a didkok, az évek sordn csokken az ehhez sziikséges
feladatmegoldd képességiik. Kozépiskolaban, szinte az dsszes évfolyamban, az
Osszes didk 50%-a még neki se lat a feladatnak.

A legrosszabb eredményt az utolso feladatnal (10. abra) értek el a tanulok. A
legjobb atlagpontszam 1,2 a 6,5-bdl, a tobbi évfolyam még az 1-et sem éri el.
Fontosnak tartottam ennél a feladatnal, hogy a gyerekek altal adott megoldasok
koziil tobbfeélét osszegytijtsek. Sokan a szovegben megadott kozonséges torteket
adtdk meg valaszként a feladatra, szamolas nélkiil. Olyan is el6fordult, hogy csak
az ,,Id6”-vel tudott foglalkozni a didk. Szerencsére a tanulok tobbsége nem esett
abba a hibaba, hogy az adatokat leirja és elkezd szdmolni anélkiil, hogy a szovegre
figyelne. Persze akadt néhany kivétel is, ahol a diak csak az ,,Id6”-vel
foglalkozott, de nem sikeriilt pontosan megadnia. Rengetegen nem kezdtek hozza
a feladatnak, amelynek egyik lehetséges indoka az lehet, hogy nem tudtak
értelmezni a szoveges feladatot, nem tudtak atirni a matematika nyelvére. Volt két
megoldasmenet, amit nem emlitettem meg a tablazatban, mert a relativ
gyakorisaguk nem haladta meg a 2%-ot. Az egyik gondolkodasi modszer a
»gondoltam egy szamra”, mig a masik az, hogy tizedes torteket hasznalt a tanuld.

A két hasznalt levezetési technika a szakaszokkal vald abrazolas volt, mig a masik
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az egyenlettel valé megoldas. A tobbség az egyenlettel vald szamolést valasztotta,
de nem tudtdk helyesen felirni az egyenletet, és igy csak kevés pontot sikertilt
szerezniilk. Ezzel szemben, akik a szakasszal abrazolast valasztottak, azok koziil
sokan hibatlanul oldottdk meg a feladatot, és mindannyian a felénél t6bb pontot
értek el. Azt is észrevettem, hogy azok koziil, akik szakasz abrazolas segitségével
oldottak meg a feladatot, koriilbeliil a diakok fele elészor egyenlet felirasa Gtjan
kezdett neki a feladatnak, majd miutan felismerte, hogy ezen az iton nem tud
eljutni a végeredményhez, stratégiat valtott, és szakaszos levezetéssel eljutott

odaig.

Pontszamok alakulasa a harmadik feladatban

A legjobb atlagpontszam 7,2 volt a maximadlisan elérhet6 14 pontbol. A
tablazatban kiilon feltiintettem a szamologép hasznalatat, mert altalanos
iskoldkban nem hasznalhattak gépeket a didkok, mig 9. osztalytdl mar igen. Az
eltér6 feltétel oka, hogy a kozépiskolakban az igazgatok - arra hivatkozva, hogy
minden tortes feladatot géppel oldanak meg a didkok, mert azokat mar ki tudjak
szamolni maguktdl is — azt kérték, hogy ennél a feladatlapnal is engedélyezziik a
szdmologép hasznalatat, mi pedig megengedtiikk. Ennek ellenére az altalanos
iskoladsoknak az atlagpontszdma szinte az Osszes kozépiskolds évfolyammal

Osszevetve kozel dupla annyi.
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3-as feladat megoldasa kozépiskolaban

H9. osztdly ®10.osztdly i 11. osztaly
47%

30% 31%

Szamoldgéppel Szamoldgép nélkiil Uresen hagy Szamol is meg nem is

12. abra. Az elso két rész a 3. feladat megoldasa hibatlanul segédeszkozzel és nélkiile szazalékos eredményét
mutatja. A harmadik azt mutatja, hogy hany szdazalék hagyta iiresen ezt a feladatot a kézépiskolaban. Az
utolso részben van feltiintetve azoknak a szama (szdzalékban), akik szamoltak, de a feladatot félbehagytak

A kozépiskoldkban voltak didkok, akik hasznaltak szamologépet a feladatsor
megirdsa sordn, de sokkal tobb olyan tanuldo volt, akik nem hasznaltak
segédeszkozt. Volt egy 9. és egy 11. osztaly, ahol a didkok nem hasznalhattak
gépet. Iskoldjuk megkérte Oket, hogy sajat tudasuk alapjan toltsék ki ezt a
feladatsort, amely egy 6.-os tudasara épiil. Ha figyelmen kiviil hagyjuk ezt az
iskolat, akkor a szadmologép nélkiili részben a szazalékok megvaltoznak. 9.
osztalyban a didkok 33%, és 11. osztdlyban a tanuldk 16% nem hasznalt
szamologépet ebben az esetben. Hasonlo szazalékokat kaptunk azoknal, akik
tiresen hagytak a teljes feladatot. Arra is volt példa, hogy a didkok, a konnyebb
alapmiiveleteket irasban kiszamoltak, mint példaul az ,.e” és ,,f” feladatok, és a
nehezebb példakat a tanulok beirtdk a szdmologépiikbe, majd a végeredményt
leirtdk a papirra. Az eredményekbdl arra kovetkeztethetek, hogy minél jobban
hasznaljak a didkok a segédeszkozoket, annal jobban elfelejtik a feladatok
megoldas menetét. A gép kiszamolja a végeredményt, amit le is irnak, ezzel
értékes pontokat veszitenek, mert nem lehet részpontszdmot adni a feladat

menetére csak a végeredményre.

47




Adatok elemzése évfolyamok szerint

A 13. abra diagramban 0sszegeztem az eredményeket osztalyok szerinti
bontasban. Lathatdo, hogy a legjobban teljesitd évfolyam a 8. volt, majd
ugyanannyi pontot elérve a 6. illetve a 11. osztaly kovette. Végezetiil 7., 9. és 10.

osztalyok egymads utan.

Pontszamok atlaga évfolyamonként

H6.0sztdly @7.osztdly ®8.osztaly ®9.osztdly & 10.osztdly m11. osztaly

55,94 c1s
48,49 >~ 50,1

Szazalék atlaga az 6sszpontszamoknak MinGségi szazalék atlaga az
o6sszpontszamoknak

13. dabra. Az elso rész szemlélteti azt, hogy az évfolyamok milyen atlag szdzalékot értek el a didkok, mig a
mdasodik részben mindségi értékelést végeztem (amely feladathoz nem nyult hozza a didk, azt nem szamitottam
hibanak) és annak a szazalék atlaga van dabrazolva évfolyamokra lebontva

Megvaltozik az eredmény akkor, ha a legjobban teljesitdé iskolat ismételten
figyelmen kiviil hagyjuk (14. abra). A 8. évfolyam marad a legjobban teljesitok
kozott, mig 6. osztaly lesz az utana kovetkez6. Harmadik lesz a 7., negyedik a 11.,
0todik a 9. és hatodik a 10. osztaly. Abbol, hogy 8. évfolyamban lett a legjobb
eredmény, arra lehet kovetkeztetni, hogy a felvételi miatt a didkok ezt a témakort
atnézték. Ezt kovetden rosszabbul teljesitenek, mig 11. évfolyamban egy kis
javulas latszik a korabbiakhoz képest. Ez utobbi eredmény Onmagaban nem
értelmezhetd széleskortien annak ellenére, hogy maga a jelenség mindenképpen

érdekes.
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Szazalék atlag osztalyokra bontva ugy,
hogy a legjobban teljesit6 iskola nincs
benne

H6.o0sztdly H7.osztdly 8. osztdly H9.osztaly W 10.o0sztdly W 11. osztaly
55,94

51,8

38,62 37,37

31,83
24,36 24,23

Szazalék atlaga az 6sszpontszamoknak MinGségi szazalék atlaga az
6sszpontszamoknak

14. dabra. Az elsé rész szemlélteti azt, hogy az évfolyamok milyen dtlag szdazalékot értek el a didkok, mig a
mdasodik részben mindségi értékelést végeztem (amely feladathoz nem nyult hozza a didk, azt nem szamitottam
hibanak) és annak a szazalék atlaga van abrazolva évfolyamokra lebontva

A dolgozatok értékelése

A dolgozatokat kétféleképpen pontoztam. Az els§ moddszer korilbeliil
megegyezik azzal, ahogyan a tanarok értékelik az iskolakban a dolgozatokat:
minden feladatra kaptak pontszamot (részpontszamokat is) a diakok. A masodik
pontozasi modszerem inkabb kvalitativ jellegli volt, hogy a feladatmegoldas
mindségét is meg tudjam hatarozni. Ha egy didk nem kezdett hozzd egy
feladathoz, akkor azt nem vettem hibas feladatnak. Az utobbi alapjan a
feladatlapokat iskolak és évfolyamok szerint csoportositottam (van olyan
évfolyam, ahol tobb osztdly is). Az iskoldkat sorszamoztam, hogy anonimitasukat

megdrizzem. Az iskoldk eredményeit a 15. abraban és 16. dbraban 6sszefoglaltam.
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Altalanos iskolék évfolyamainak eredményei mindségi

szazalékokban
N N N N J N N <
Iskola
1 65,19 46,9 | 66,47 | 41,95 |35,93 51,29
Iskola
2 59,96 | 45,92 (54,52 | 53,35 55,33 | 65,95 55,84
Iskola
3 36,88 40 51,39 | 40,7 42,24
Iskola
4 33,19 33,19
Iskola
5 62,21 62,21

15. dabra. Iskolak évfolyamainak eredmeényei mindségi szazalékban (amely feladathoz nem nyultak hozza, azt
Nem szamitottam hibanak) megadva

Kozépiskolak évfolyamainak eredményei mindségi szazalékokban
9. osztaly 10. osztaly 11. osztaly Szazalék atlag

Iskolal 39,72 52 57,7 49,81
Iskola 2 30,33 24,53 30 28,29
Iskola 3 77,86 60,55 69,21
Iskola 4 21,5 36,75 44 34,08
Iskola 5 49,44 33,89 41,67
Iskola 6 42,7 51,83 47,27

16. dbra. Iskolak évfolyamainak eredményei mindségi szdazalékban (amely feladathoz nem nyultak hozza, azt
nem szamitottam hibanak) megadva
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A TORTEKKEL VALO MUVELETEK ERTELMEZESE A
HANYADOSTESTBEN

A tortek ¢és egész szdmok oktatdsahoz ismerni kell az egész szdmoknak a
fogalmat, az egész szdmoknak a bevezetését €s hogy hogyan keletkeznek a tortek.
Als6 tagozatban megtanitjuk a didkoknak az egész szdmokkal kapcsolatos
fogalmakat, mig felsé tagozatban mar a torteket vezetjiik be. A tudas atadasahoz
szlikség van tanitdsi és modellezési elemekre. Vannak olyan felsébb matematikai
elemek, amelyek nem szerepelnek egy matematika o6ran, mégis ott kell, hogy
legyenek a tanarnak a fejében, amikor magyardz. Ez biztositja azt, hogy az
anyagot pontosan tudjuk, illetve a felmeriil6 kérdésekre elbizonytalanodas nélkiil
valaszolhassunk. Ellenkez6 esetben, felmertilhet olyan kérdés, amire nem tudunk
kielégitd valaszt adni. Ha sokkal tobbet tudunk, mint egy didk, akkor a didk
kérdéseire egészen biztos tudunk majd valaszolni. Most olyan kérdéseket is
feszegetni fogunk ebben a dolgozatban, amik a természetb6l jonnek, amik a
definiciobol jonnek, meglévé fogalmakbdl jonnek, és amik felmeriilhetnek
egyaltalan, mint egy didknak a kérdése. Megvizsgaljuk, hogy a torteknek melyek
azok a tanitasi elemei, részei, amelyek szoba jonnek a tanitasnal és ezek, hogy
kapcsolodnak az algebrai definicidhoz.

Az egyik legtermészetellenesebb dolognak a tortek Osszeadasa tlinik, hiszen ott
kiilonbozé miveleteket kell végrehajtani. El6szor kozds nevezdre kell hozni,
utana Osszeadni, majd egyszerlisiteni. Nagy kérdés, hogy miért nem valasztunk
valamilyen egyszeriibb osszeadasi modot. Az Gsszeadast szamos modon lehetne
természetszerien definidlni. Gondoljunk csak bele abba, hogy vannak tréfas, és
vannak valddi példék arra, hogy hogyan adunk 6ssze szamokat és torteket. Ilyen
példaul, mikor megkérdezziik, hogy egy kupac homok és még egy kupac homok
az hany kupac homoknak felel meg, amelynek megoldasa egy kupac homok lesz.

Egy masik valodi példa a sportbol jon. Képzeljiik el, hogy egy kosarlabdazéd
huiszat dob ra a kosarra, és abbol tizenharom talal be. A dobott szazaléka % -nak

felel meg ebben az esetben. A masodik félidoben huiszat dob ra, és tizenkettdt talal
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be a kosarba, melynek a dobott szazalékértéke 0 -ad lesz. Az egész mérkdzésen

negyvenet dobott ra, és huszonotot talalt be, ami %-nek felel meg. Ebbdl az

kovetkezik, hogy a dobdszazalékot tigy adom 6ssze, hogy a szamlalot és a nevezot
kiilon-kiilon 6sszeadjuk.

Ezek szerint, hogy a torteket miért kell ugy Osszeadni, az a természetbdl nem
adodik dnmagaban, hiszen mar a dobdszazalék Osszeadasa az nem ugyan az, mint
a szokasos Osszeadas. Mi az, ami természetes modon adodik a természetbol? A
természetesen adodik az, ha azonos nevezdji torteket adunk Ossze, akkor a
szamlalokat Osszeadjuk. Valojaban ezzel is kezdjiik a tortek tanitdsat, hiszen a
torteket részekre osztdssal tanuljuk és igy ugyanolyan tipusu részeket dsszeadva
természetesen logikusan adodik az, hogy a szdmlalokat adjuk Ossze azonos
nevezonél. KovetkezOkben eldszor attekintjiik a racionalis szamok algebrai
definiciojat. Ezt csak roviden vazoljuk, mert ez része a tananyagnak és nem
szeretnénk a tananyagot megismételni. Utdna pedig ezeknek a definicioknak
alapjan megvizsgaljuk, hogy a kiilonb6z0 tanitdsi elemek miért igazak a
matematikan beliil. Es a kiilonboz6 tanitasi elemeket a tortekkel valokiilonboz
szabalyokat mikor tanuljuk azok miért igazak akar a hanyadostest definicigjabol,
akar a testaxiomakbol. Ezek az elemek: egyszerlisités és bdvités, azonos alapt
tortek Osszeadasa és kivonasa, kiilonbozd nevezdjii tortek dsszeaddsa és kivondsa,
tortek Osszeadéasa egész szdmmal, szorzads egész szammal, tort szorzas torttel, tort
osztasa egész szammal, tOrt osztasa torttel, vegyes alaku tortek, szoveges
feladatok.

A raciondlis szamok bevezetéséhez sziikségiink van az egész szamokon vald
miiveletek ismeretére. Az egész szamok halmazan Osszeadas, szorzas, ellentett
vagy kivonas miiveleteket ismeriink. Ha gy tekintliink az egész szamokra, mint
formalis gylirli, akkor az ellentett helyettesiti a kivondst, mert az ellentett
hozzéadasa jelenti a kivonast. Abban az esetben, ha gy tekintiink az egész
szdmokra, mint ahogyan kozépiskolaban tanuljuk, akkor nem az ellentettet
vezetjiik be eldszor, hanem a kivonast.

A racionalis szamokat a tortek segitségével vezetjik be még 6todik, hatodik

osztalyban. El6szor az egységtorttel ismerkednek meg a didkok, majd a tortekkel
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valé miiveletekkel. Egyetemi szintli bevezetése a torteknek a hanyadostest
segitségével valosul meg. A kérdés, hogy amit felsében tanulnak a tanuldk, azok
mennyire illenek a hanyadostest fogalméhoz, illetve melyek azok a tulajdonsagok,
amelyek a hanyadostest definici6jabol erednek.

A kovetkezOkben megmutatjuk, hogy az iskoldban tanitott tortekkel wvalo
miveletek hogyan teljesiilnek formalisan €s algebrailag, valamint a racionalis

szamok testében.

crer

masoljuk ki a Bevezetés az algebraba (Kiss, 2007.) cim{ konyvbél. Kiss Emil a

kovetkezOképpen irja le a hdnyadostestet:

»A racionalis szamokat ugy kapjuk az egészekbol, hogy torteket képziink.
Szeretnénk olyan tortekkel is szamolni, ahol a szamlalo és a nevezd polinom
(vagy egy altalanos gylrli eleme). Erre mar sziikségiink is lett volna a 3.4.11.
Tétel bizonyitashoz, amikor a szamelmélet alaptételét akartuk belatni Z[x] helyett
tetszOleges, alaptételes gyliri  folotti  polinomgytiriiben. A 3.4.11. Tétel
bizonyitasa azaltal valik teljessé, ha a tortek bevezetését precizen elvégezziik (lasd
a megjegyzéseket a tétel eldtt).

A tortek azért hasznosak, mert osztani is lehet kozottiik, tehat egy R gyliribdl egy
T testet kapunk. Mindegyik tort az R két elemének hanyadosa, ez indokolja a
kovetkezd elnevezést.

5.7.1. Definici6. Azt mondjuk, hogy a T test az R gytlirlinek hanyadosteste, ha R
részgylrtije T-nek és T minden eleme eléall R két elemének hanyadosaként.”.

»---» legyen P ={(a,b):a,beR,b=0}.

a
Az (a,b)leirasakor az y tortre fogunk gondolni.

. . . . 2
Van egy masik probléma is. A racionalis szdmok esetén tudjuk, hogy a 2 és a 3

tort ugyanazt a szdmot adja. Ezért a P halmazban is azonositani kellene azokat a

torteket, amelyekrél tgy gondoljuk, hogy az ,.értékiik” egyforma. Mikor lesz a/b
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¢s c/dkét ilyen tort? Ha mar megvan a T test, akkor a kettd egyenléségét
keresztbe szorozva ad = bc adodik. Legyen tehat

(a,b) ~ (c,d) < ad =bc. Azokat a parokat, amelyekre ez teljesiil, azonositanunk

kell.”

»A miveletek bevezetéséhez a tortek szokasos 0Osszegét ¢€s szorzatat kell
folirnunk. Motivacionk az, hogy ha mar készen lenne a T test, akkor kozos

nevezore hozassal

ac

a

¢ ad+bc, ., ac
= és nyilvan —- — .
bd b d bhd

Ennek alapjan legyen (a,b)+(c,d) =(ad +bc,bd)és (a,b)(c,d) = (ac,bd).
Ez két mivelet, amit a P halmazon értelmeztiink.”

Most pedig térjiink r4 néhany olyan szabalyra, amelyek felmeriilnek a tortek

tanitasa soran.

Tortek egyszeriisitése

Az egyszerlsités szabalya leirja, hogy a tort szamlalgjat és a nevezdjét, hogyha
ugyanazzal a szammal osztjuk, akkor a tort értéke nem valtozik.

Az egyszerlisitéshez hasznos tudni a szadmelmélet alaptételét. Ezt azonban
hatodikban nem mondjunk ki, a tétel hasznalatit viszont gyakoroljuk. A
szamelmélet alaptételét példakon keresztiil mutatjuk meg, és megmutatjuk azt,
hogy a szamok felbomlanak primszdmok szorzatara, €s azt is, hogy a legnagyobb
ko6z0s 0sztd vagy legkisebb kozos tobbszords keresésénél a kozos tényezoket kell
megkeresni. Ez egy proceduralis, gyakorlati tanitds, mert az elméletét nem
mondjuk el hanem csak azt mutatjuk meg, hogyan kell hasznalni. Ezt a kialakult
gyakorlatot tudjuk majd alkalmazni a tortek egyszeriisitésénél és bovitésénél. Egy

példa a tizzel val6 egyszertsitésre.
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Miel6tt megnéznénk, hogyan hasznaljuk ezt a tortek bovitésénél, azelott keressiik
meg az egyszeribb alakot. Egyszertsitésnél gyakran nem a legegyszeriibb alakot
keressiik, hanem észrevesziink egy szamot ¢€s azzal egyszeriisitiink, majd talalunk

még egy szamot ¢és azzal is egyszerisitiink, €s igy tovabb.

Algebrai uton leirva:

abza
c-b ¢

A hanyadostestben:
(ac,bc)=(a,b)

Tudjuk, hogy két tort akkor eckvivalens, ha keresztszorzatuk egyenl6k
(ac)-b=(bc)-a. Ez egyenl6 az szorzas kommutativitas és asszociativitis miatt.
Tehat a szamlalot és a nevezodt lehet osztani ugyanazzal a szammal és akkor egy
vele ekvivalens tortet kapunk. A keresztszorzatokat ellendrizve latszik, hogy

tényleg egyenldk egymassal.

Formalisan testben:

a—f: szamhoz az a-b-(c-b)ﬁlvalés szamot rendeljiik. 8 sz4mhoz pedig a-c™*
C- C

szamot rendelem. Azt kell leellendrizni, hogy igaz-e, hogy az a-b- (C . b)fl =a-c*'

Mivel c-b*=b'.c'(hisz a c-binverze <c¢*-b" ezért az
a-b-b*.ct=a-lct=a-ct.
Mostantdl fogva az asszociativitast nem irjuk ki mindig, és csak akkor tessziik ki a

zarojeleket, hogyha az fontos a bizonyitas szempontjabol.

Tortek bovitése
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Tortek bovitését tobbszor el6jon a matematikaban. Mikor két kiillonbdzd nevezdji
tortet Ossze szeretnénk hasonlitani, vagy amikor 0&sszeadjuk, kivonjuk a
kiilonb6z6 nevezdji torteket akkor bovitésre van sziikség.

A bovités azt jelenti, hogy a tortértéke nem valtozik, de a szdmlalot és a nevezot

, . 2 4
ugyanazzal a szammal szorozzuk, vagyis igaz hogy az 3 = 5

Algebrai uton leirva:

a_ac
b b-c
A hanvadostestben:

(a,b)=(ac,bc)

Ugyan azt a levezetést kell hasznalni, mint az egyszerlsitésnél. Keresztszorzatuk
egyenld (a-b-c=Db-a-c-vel). A definici6 szerint ennek a két tortnek ugyan az az
értéke. Mig az egyszerisités és a bovités a didkok korében komoly problémat
okoz addig az algebrai definicionak kozvetlen része, tehat ezt nem is kell
bizonyitani, mert része a definicidnak. A keresztszorzatokat ellendrizve latszik,

hogy tényleg egyenldk egymassal.

Formalisan testben:

a . a-b_, : ER
— szémhoz az a-Cszadmot rendelem. —bszamhoz pedig az a-b-(c-b) " valés
C C-

szamot rendeljiik. Azt kell leellendrizni, hogy igaz-e, hogy az a-b- (C . b)fl =a-c*!
Mivel c-b*=b*-ct(hisz c-binverze c¢t-b"  ezért az

a-b-b*.ct=a-l-ct=a-c?.

Bovités testben:

©

(ac)-c*b)=a-(clcb?))=a-(cc?)b=a-1-b=ab™

Azt kell leellendrizni, hogy ab™ = (ac)-(bc)™.
).

Azt tudjuk, hogy ez megegyezik az (ac 1b_1) az inverz képzés szabalyai miatt.
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Azonos alapu tortek osszeadasa

Egyenld nevezoji torteket gy adunk Ossze, hogy a szamlaldjukat 6sszeadjuk, €s
nevezdjiikket valtozatlanul leirjuk. Egy példa az azonos nevezdji tortek

Osszeadasra:

NN
+
MNlw

Nl

Algebrai uton leirva:

a C a+C

—_—t =

b b b

A hanyadostestben:

(a,b) +(c,b) = (ab + bc, bb)
(a,b) + (c,b) = (ab+cb,b?) = (a+c,b)

A keresztszorzatokat ellendrizve latszik, hogy tényleg egyenlok egymadssal.

Formalisan testben:

ab™+cbt=(a+c)-b™

A testben az % reprezentaci6 azab ™ felel meg. A testben szerepel az ab™ +cb™*

és akkor azt kapjuk a testben a disztributivitas miatt, hogy (a+c)-b™.

Azonos alapu tortek kivonasa

Azonos alapu tortek kivonasanal a kisebbitendd szamlaldjabol kivonjuk a
kivonand6 szamlalojat, ennek a kiillonbségét irjuk az eredmény szamlalojaba, a

nevezOt valtozatlanul leirjuk.

Hlw
|
NG N
g
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Algebrai uton leirva:

a ¢c_a-c
b b b
A hanvadostestben:

(a,b) —(c,b) megegyezik az ellentett hozzaadasaval —(c,b) = (—c,b)
(a,b) + (-c,b) , akkor megegyezik az (ab — bc, bb) —vel.
(ab—bc,b?) ~ (a—c,b)

A keresztszorzatokat ellendrizve latszik, hogy tényleg egyenlok egymassal.

Formalisan testben:

ab™®—cbt=(a-c)-b*

A testben az % reprezentacié azab™ felel meg. A testben szerepel az ab™" —cb™

és akkor azt kapjuk a testben a disztributivitas miatt, hogy (a—c)-b™.

Kiilonb6z6 nevezdji tortek osszeadasa

Tortek Osszeadasanal el0szor gy bovitjiikk a torteket, hogy kozds nevezdjik
legyen. A ko6zds nevezd legtobbszor a legkisebb kozds nevezd, ami nem mas,
mint a legkisebb kozos tobbszords. Eldszor megmutatjuk, hogy helyes az a
modszer, hogy ugy bovitjiikk a torteket, hogy a kozds nevezd az az eredeti
tortekben szerepld nevezOk szorzata legyen, majd utina megmutatjuk, hogy a
legkisebb kozds tobbszords, mint nevezd, az is megfeleld.

2 1 4 5 9

= 4 —=—
5 2 10 10 10

Algebrai uton leirva:

_ﬂJrg_adJrcb
“bd bd bd

a ¢
_+_
b d
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Hanyadostestben:

Def
(a,b) + (c,d) = (ad + bc, bd)

Hanyadostestben pontosan ez az Osszeadas definicioja. Vizsgéaljuk meg azt a
kérdés, hogy valoban vélaszthatd-e a nevezdbe a legkisebb kozds tobbszords.
Tudjuk, hogy bd a legkisebb kozos tobbszords. A legkisebb k6zos tobbszords

szorozva a legnagyobb kozos osztoval (a,b)-[a,b]=ab. Ezt a b és a d nevezokre

alkalmazzuk és bd=[b,d]-(b,d) azaz [b, d]: bd_ , mert a bd a legnagyobb kozds

(b.d)
osztd. A legkisebb ko6zos tobbszordst eldallitjuk ugy, mint két szam szorzata

osztva a legnagyobb kozos osztoval. (a,b)+(c,d)=(ad+bc,bd) a bd-t és a d-t és a b-t

d b bd
“b,0) bd) " b.d)

leosztom a legnagyobb kozos oszt(')val( ] Tudjuk, hogy

az a-L egész L-C egész és a i
b.d) = bd) (b.d)

még mindig Ossze €s igy a masodik legkisebb tényezd a legkisebb kozos

szintén egész, tehat torteket adunk

tobbszoros. Formalis definicidbdl ugy kapjuk meg, hogy hasznaljuk az elobb mar
tisztazott egyszerUsitést, egyszerlsitettiik a tortet a bd legnagyobb k&zos
osztdjaval. A keresztszorzatokat ellendrizve latszik, hogy tényleg egyenlok

egymassal.

Formalisan testben:

d b
. +C-
(b,d) (b,d)

ab*+cd?t=a

Kiilonb6zo nevezéju tortek kivonasa

Kiilonb6z6 nevezdji tortek kivonasanal a torteket egyszertsitéssel vagy bovitéssel
kozos nevezére hozzuk, majd a kisebbitendd tort szamlaldjabol kivonjuk a
kivonandé tort szamlalojat és a kiilonbségiik a szamlaloba keriil, mig a nevezdt

valtozatlanul leirjuk.
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Algebrai uton leirva:

a_c_ad o _ad-ch
b d bd bd bd

Hanyadostestben:

(a,b) - (c,d) = (ad — bc, bd)

Hényadostestben pontosan ez az 6sszeadas definicidja. Az a kérdés, hogy valdban
valaszthat6-e a nevezébe a legkisebb kozos tobbszords. Tudjuk, hogy a bd a
legkisebb kozos tobbszords, tehat a b és a d szamnak a bd a legkisebb pozitiv
egész szam, amelynek az adott szdmok mindegyike osztoja. A legkisebb kozos
tObbszords szorozva a legnagyobb kozos osztoval (a,b)-[a,b]=ab. Ezt a b és a d

nevezOkre alkalmazzuk ¢és bd=/b,d]-(b,d), azaz [b,d]:i ahol bd a

(b.d)’
legnagyobb kozds osztd. A legkisebb kozos tobbszorost eldallitjuk ugy, mint két

szam szorzata osztva a legnagyobb kozos osztoval. (a,b)-(c,d)=(ad-bc,bd) a bd-t

¢és a d-t és a b-t leosztom a legnagyobb kdzos osztéval(a- d __b -C bd j

(b,d) (b,d) "(b,d)

- Tudjuk, hogy az a‘ﬁ egész, —(b,bd).c egesz €s a —(;’(;)

torteket adunk még mindig Ossze és igy a masodik legkisebb tényezd a legkisebb

szintén egész, tehat

kozos tobbszords. Formalis definiciobdl ugy kapjuk meg, hogy hasznaljuk az
elébb mar tisztazott egyszeriisitést, egyszerisitettiik a tortet a bd legnagyobb
kozos osztojaval. A keresztszorzatokat ellendrizve latszik, hogy tényleg egyenlok

egymassal.

Formalisan testben:

(b,d)  (b,d)

ab*-cd?t=a

Osszeadas definiciét alkalmazva:
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(a,be) + (¢, de) = (ad + bc, bde) = (ade + bec,bd ?) = (ade + bec, bde?)
Ez azért 1igaz, mert a definici6 szerint keresztbe szorzunk ¢és
(ad +bc) -bde® = bde - (ade + bec) .

Bizonyitani a mar tanult egyszerusitéssel is lehet, mert az egyszertisités azt jelenti,
hogy a par mindkét tagjat leosztjuk ugyanazzal az egész szammal.
szorzat, de ahogy mi tanitjuk, a legkisebb kozos tobbszorost kell keresni, az egy

egyszeriibb alakot ad és az is helyes ¢és megfelel az algebrai definicionak.
Szorzas egész szammal

Mikor egy tortet egész szdmmal szorzunk, akkor a szamldlot szorozzuk be az
egész szammal. A szorzatot a szamlaloba irjuk, mig a nevezdt valtozatlanul
leirjuk.

5-25_25
3

w| ol

Algebrai uton leirva:

b ab

—_ a [ —

c c
Hanvadostestben:

(a,b)-(r,)) = (ar,b) megfelel a definicionak, a tortes laknak, ami kovetkezik a

crer

Formalisan testben:

Az asszociativitds miatt az is igaz, hogy (a-b)-c™ :a‘(b-c‘l), ami a testbeli

levezetése ennek a szabalynak.

Tort szorzasa torttel
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A tortet mikor megszorzunk egy masik torttel, akkor a szamlalot a szamlaloval,

nevezOt a nevezdvel szorozzuk be.

olw
oN
gl

Algebrai uton leirva:

ac_ac
b d bd
Hanyadostestben:

(a,b)-(c,d) =(ac,bd)

Ez a szorzés definicioja.

Formalisan testben:

(ab™)-(cd ™) = ab*(cd 1)) =a((bc)d ) = a((cb™* )d ) = (ac,bd ) = (ac, (bd) )

Igazoltuk tehat a testaxiomak segitségével, hogy a testben is gy szorzodnak a

tortek, hogy szamlalot szamlaloval, nevez6t nevezdvel szorzom.

Pillang6 szabaly:

A pillang6 szabalyt a tortek szorzasanal oktatjuk, és arra szolgal, hogy a szorzas
elvégzése eldtt keresztbe lehet egyszeriisiteni, azaz a kiilonb6zd tényezdok
szamlalojat és nevezdjét lehet ugyanazzal osztani.

1514 32 6 _,

710 12 2

Algebrai tton:

a c_ac
b de bd
Hanyadostestben:
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(ae,b) - (c,de) : (aec, bde)

A keresztszorzatokat ellendrizve latszik, hogy tényleg egyenlok egymassal.

Formalisan testben:

(ae,b)-(c,de) = (aeb™)-(c-(de)™) = (ac,b'd ™) = (ac, (bd) ™)

Keresztbeszorzds utan kapjuk, hogy a pillangd szabaly is teljesiil a

hanyadostestben a definicidja miatt.
Tort osztasa egész szammal
Tortet mikor egész szammal osztunk, akkor vessziik az egész szamnak a
reciprokat, majd megszorozzuk vele a tortet a szorzas szabalya alapjan.

2 21 1

Li4=2.2
5 54 10

Algebrai uton leirva:

Az osztas az inverzzel vald szorzassal felel meg.

a a 4
—ic=—-C
b b

Héanvyadostestben:

A (cl) par a c-nek felel meg, igy a c'-nek az (Lc)par felel meg.
(a,b)-(L,c)=(a,bc). A keresztszorzatokat ellendrizve latszik, hogy tényleg

egyenldk egymassal.

Formalisan testben:

A nevez6t kell szorozni C-vel, amit szintén megkaptuk a hanyadostest
definiciéjabél. Testben ez tigy néz ki, hogy (ab™*)-c* =a-(bc?) =a-((bc) ),

tehat valoban a nevezot kell megszorozni.
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Tort osztasa torttel

Az oszt6 reciprokjaval kell megszorozni a tortet abban az esetben, ha tortet osztok

torttel, majd a miiveletnek megfeleléen hajtom végre a szorzast.

10 5 10 14 140 _

714 7 5 35

Algebrai uton leirva:

Miutan meghataroztuk, hogy az osztas az az inverzzel vald szorzast jelenti, tehat
az inverzt kell behelyettesiteni a szorzas formuldba, onnant6l kezdve a

definiciobdl kovetkezik a kovetkezo allitas is:

a.c_ad_ad
b'd b c¢ bc
Hanyadostestben:

(a,b): (c,d) = (ad,bc)
(a,b)-(d,c) = (ad,bc)

A keresztszorzatokat ellendrizve latszik, hogy tényleg egyenlok egymaéssal.

Formalisan testben:

ab™-(cd )" =a-b™-d-c’=a-d-b™-c?

Itt is kijott az (ad,bc) par.

Vegyes alaku tortek

Vegyes alaku tortek atalakitdsanal az egész szdmot megszorozzuk a nevezdben
szerepld szdmmal, majd az eredményhez hozzdadjuk a szadmlaloban szerepld

szamot. Az Osszeg érteke a szadmlaloban fog elhelyezkedni, mig a nevezot

valtozatlanul leirjuk.
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Algebrai uton leirva:

b ac+b
a+—=

Cc C
Hanyadostestben:

(a,1) + (b,c) =(ac+b,c)

Rogton kovetkezik az 6sszeadds definiciojabol. A keresztszorzatokat ellendrizve

latszik, hogy tényleg egyenldk egymassal.

Formalisan testben:

a+bct =acc™ +bct =(ac+b)c™
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