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1. Bevezetés

A Kozépiskolai Matematikai Lapok 2003. novemberi sziméaban leltiink ra erre a példara, amely felkeltette az érdek-
16désiinket:
B.3673. Oldjuk meg az aldbbi eqyenletrendszert a pozitiv valds szamok kérében:

P ray+yt =7
v +yz+ 22 =13
2?+ w2+ 2% =19

Majd 2007-ben — egy kis modositassal — ismét visszatért ez a feladat:
B.3977. Legyenek x,y, z pozitiv valos szdmok, melyre:

P Hay+yt =2
Y +yz+ 22 =3
?+az+22=5

Hatdarozzuk meg xy + yz + xz értékét!

Célunk, hogy minél tobb oldalrol megvizsgaljuk ezt a példéat, és a megoldasi modszereit részletesen kidolgozva
ismertessiik. Feladatunk tehat a kévetkezd:

Legyenek x,y, z pozitiv valds szamok, melyre:

(1) P +ay+yt=a
(2) v +yz+22=0
(3) 4w+ =c

Hatdrozzuk meg xy + yz + xz értékét!



2. Gondolkodjunk kicsit!

Hogyan kezdene neki egy atlagos didk a feladat megoldasanak? Tapasztalatom szerint els§ korben ,nekiugranak”
és ugy indulnak el, mint egy hagyomanyos egyenletrendszernél altalaban. Néhany alapmiiveletet elvégezve megpro-
balnak egyszeriibb kifejezést kapni, majd kifejezni a valtozokat vagy valamely kombinaciéjukat, visszahelyettesiteni
ezeket stb. Miel6tt azonban mi is ,nekiugranank” gondolkozzunk kicsit.

Megfigyelhetjiik azt, hogy az egyenletrendszer ,majdnem” szimmetrikus, hiszen x,y, z ismeretleneket felcserélve
csak a jobb oldalon lév6 konstansok valtoznak, a bal oldalon ugyanazok a kifejezések maradnak. Viszont a keresett
xy+yz+zz teljesen” szimmetrikus. Ebbdl kiindulva probaljuk meg kifejezni xy+yz+x2-t a, b és c segitségével, gy,
hogy csak olyan miiveleteket végziink az egyenleteken, melyek nem rontjak el a szimmetriat. Természetesen elGszor
a 3 egyenlet Osszeadaséval probalkozunk. Ekkor az ismeretlenek négyzetének 2-szerese marad még feleslegesen.
Lathatjuk, hogy Osszeadas és kivonas nem elegend6 zy + yz + vz kifejezéséhez. Milyen szimmetrikus kifejezéseket
tudnank még létrehozni?

Probalkozhatunk szorzassal: ekkor vagy mindharmat szorozzuk, vagy paronként osszeszorozzuk, majd osszeadjuk
6ket. Esziinkbe juthat még a négyzetre emelés: vagy egyenként emeljiik négyzetre és utana adjuk ossze 6ket, vagy az
osszeget emeljiik négyzetre. Tgy megtartjuk a bal oldal szimmetrikussagat. Barmelyikkel kezdjiik is, észrevehetjiik,
hogy nem kapjuk meg kozvetleniil zy + yz + xz-t, hiszen az egyes tagok foka (szorzasnal és négyzetre emelésnél is)
4-re valtozik. Igy az tiinik a legjobb 6tletnek, ha nem xy + yz + x2-t, hanem a négyzetét probaljuk kifejezni.

(vy +yz +22)* = 2%y + 2%2% + 2?27 4+ 2(2yz + 29’2 + 2y2?)

Tehat ha ezt, vagy ennek konstansszorosat sikeriilne kifejezniink, akkor mar zy + yz + vz értékét is tudnank.
Kezdjiik el az egyik kifejezéssel a felsoroltak koziil és figyeljiik meg, hogy milyen alaka tagok szerepelnek benne.
Elgszor probalkozhatunk példaul a négyzetosszegekkel.
Emeljiik négyzetre az egyenletrendszer mindharom egyenletét:

()% : 2t 4+ y* + 20%y + 2217 + 32%? = a?
(2)% -yt + 2 + 2082 + 2y2° + 3222 = 1
(3% 2t 4 2t 4 2032 + 202° 4 32727 = &



Ezeket sszeadva azt kapjuk, hogy: (1)> + (2)* + (3)*:

20t + 2yt + 22" + 32%y% + 39727 + 32727 + 22y + 2my® + 2972 + 2y2° + 222 + 202° = a® + 1P + &
(4) 2(z* + y* + 24 4+ 3(2%? + 227 + 2?22 + 22y + a4+ Py + 2ty +ad) = a® + 0P+ P

Vizsgaljuk a (4) egyenlet bal oldalat. Ahogy véartuk, szimmetrikus kifejezést kaptunk, ami azt jelenti, hogy az
azonos alaki tagok egyiitthatoja megegyezik és azt is, hogy ezek a tagok x, y, z minden kombinéci6jaban el6fordulnak.
Tehat valtozoit tetszéleges modon felcserélve ugyanazt kapjuk. Igy az z* alaka tagbol 3 db van: z*, y*, 2%, ahol
mindegyik egyiitthatoja 4. Az z%y? alakubol 3 db: 22y?, 9?22, 2222 és egyiitthatojuk 3. Mig az 23y alakitiaknak
— 23y, 2y, 3z, 23, 32, w22 — pedig 2 az egyiitthatoja. Ezt dsszefoglaljuk az alabbi tablazatban, amiben csak a
kiilonboz6 fajta monomok (tagok) egyiitthatojat tiintetjiik fel, hiszen tudjuk, hogy ezek a tagok z,y,z minden
kombinaciojaban eléfordulnak. Igy minden szimmetriaosztalyt egy monommal képviseliink.

Alak | 2* | 2%y? | 2%
Darab | 2 3 2

Ez a tablazat egy jo leirds a szimmetrikus polinomokrol, hiszen rovid, atlathatd és segitségével egyértelmiien
rekonstrualhato. Emellett egyszeriibb miiveletek, mint példaul az 0sszeadas, konstanssal valo szorzas konnyen elvé-
gezhetd rajta. Természetesen nem minden esetben helyettesitheti a polinom teljes kifrasat, hiszen adédhatnak olyan
miveltek — pl. két polinom Gsszeszorzasa — , amelyre a tablazat kevésbé alkalmas.

Osszevetve xy + yz + xz négyzetével, latszik, hogy nekiink az 2%y? alakd monomok kellenek az egyenletek
négyzetosszegébdl, a masik kettét valahogy el kell majd tiintetniink.

Most probalkozzunk a paronként Osszeszorzéssal:

(1)-(2) : 2%y + 2%yz + 2222 + 2y’ + o’z + oy +yt P2+ 9227 = ab
(1)-(3): 2+ 2824 2222 + 23y + 2%yz + 2y + 2%y + 2y’ + 2 = ac
2)-(3): 2t +yt+ 2t 3% + 22 PR i+ dy oy oy 2t a2 4 3(2fyr + ayPe + ays?) = be



Majd adjuk 6ssze 6ket: (1)-(2) + (1) - (3) + (2) - (3):
(5) ot byt 2t 30+ 22 ) P+ By oy 4wy 2 a2 4 (2 4wyt + oyt =
=ab+ ac+ bc

Ennek a bal oldalat is foglaljuk 6ssze:

Alak | 2* | 2%y? | 2%y | 2%yz
Darab | 1 3 1 3

Most ezt hasonlitjuk Ossze xy + yz + xz négyzetével és az egyenletek négyzetosszegével (el6z6 tablazat). A
paronként dsszeszorzas, majd dsszeadas utén keletkeznek 2%y? és z2yz alaku tagok, amelyek kellenek zy + yz + vz
négyzetéhez, a maradékok — 2, 23y alaktak — pedig ugyanazok, mint a egyenletek négyzetdsszegénél. Ezért, hogyha
az egyiitthatok is megfelelGek, akkor (4) és (5) linearis kombinaciojabol megkaphatjuk xy + yz + xz négyzetét.

Osszegezve a két tablazatot:

4 2,2 3 2

= |y | 20y | Tiyz
(D7 +(2° +(3)* = (4) 21 3 [ 2] 0
H-2+1)-B)+2)-B=6G) 1] 3 | 1] 3
2% (5) — (4) 0] 3 |0 6

Latszik, hogy az (5) egyenlet kétszeresébdl a (4)-et kivonva pont kiesnek a felesleges tagok. Ekkor a tablazat
utols6 sorabdl kiolvashatd, hogy a kovetkezGt kapjuk:

(2 + 222 + y?2?) + 6(2?yz + 292 + 1y2®) = 2+ (ab + ac + be) — (a* + b + &)
Tudjuk, hogy:

3(wy +yz +x2)? = 3(2*y® + 2227 + y*22) + 6(2%yz + 29z + 2y2?)



Amibél kiévetkezik,hogy:

3wy +yz+32)? =2 (ab+ ac + be) — (a* + b* + )

3
Ty +yz+ a2 = \/?_\/Q(ab+bc+ac)—(a2—l—b2+c2)

Igy xy 4+ yz + x2-t kifejeztiik a, b és c segitségével.

Természetesen xy + yz + rz nemcsak igy kaphaté meg. Akkor is kifejezhetd, ha nem pont a négyzetosszeggel
és a paronként szorzassal kezdjiik. Példaul, ha az egyenleteket Gsszeadjuk, majd ezt négyzetre emeljiik és levonjuk
a négyzetosszegek kétszeresét, baloldalon szintén a zy + yz + xz kifejezést kapjuk. Ezt mutatja meg a kovetkezd
tablazat:

x| 2%y | 2y | 2Pyz

(1)°+(2)° + (3)° 2 3 [ 21 0

(1) +(2) + (3))? 419 4 6

(D+@+G)* -2 +@°+B))[0] 3 0| 6

Tehat:
3(x?y? + 222 + y?2?) + 6(2?yz + 292 + 2y2®) = (a+ b+ ¢)? — 2(a® +b* + )
3(zy +yz+x2)* = (a+b+c)” —2(a® +b* + )
(6) xy+yz+xz:?\/(a+b+c)2—2(a2+b2+02)

Ezzel a modszerrel egy egyszer és gyors megoldashoz jutottunk. Miel6tt azonban azt gondolnank, hogy vé-
geztiink a feladat megoldasaval még el kell gondolkodnunk néhény dolgon. Példaul azon, hogy mikor létezik a
xy + yz + xz. Miért meril fel ez a kérdés? Természetesen azért, mert az 6t meghatarozo kifejezésben — (6) jobb



oldaldn — négyzetgyok szerepel. Erre, és a,b, c vizsgalatira még kés6bb visszatériink. Fontos lenne még elgondol-
koznunk azon, hogy ha létezik is a megoldas, még nem lehetiink biztosak abban, hogy x,y, z is létezik egyenként.
Mit jelent az, hogy ,létezik”? A feladat szovegébdl kideriil, hogy esetiinkben azt jelenti, hogy léteznek olyan pozitiv,
valos szamok, melyekre teljesiil az egyenletrendszer adott a, b, c-re. Osszefoglalva tehat: az, hogy ezzel a modszerrel
formalisan megkaptuk zy + yz + rz értékét még nem biztositja azt, hogy létezik olyan pozitiv, valés z,y, z, melyre
teljesiil az egyenletrendszer. Ezt nekiink kell kiilon megvizsgdlnunk, amihez ez a megoldasi modszer nem elegendd.



3. Az els6 gondolatunk

Kell talalni egy 1j megoldast, amely az ismeretlenek értékeinek a létezését is igazolja. A legkézenfekvébb maguknak
az ismeretleneknek a kiszadmolasa. Ebben a fejezetben az algebrai mtiveletekre gy tekintiink, mintha azok min-
dig elvégezhetGek lennének, igy példaul minden szamnak feltételezziik, hogy van két négyzetgyoke. Ezt egyetemi
szinten ugy oldhatjuk meg, hogy feltessziik, hogy a komplex szamtest f6l6tt dolgozunk, ilyenkor a gy6kvonasoknéal
automatikusan az Osszes gyokot értjik az eredmény alatt. Ha kozépiskolai szamolasként szeretnénk ugyanezeket
elvégezni, akkor parosadik gyok vonasakor mindig ellendérizniink kéne, hogy a megfelels gyokvonés elvégezhet6-e. Ez
esetiinkben két szempontbol is félrevezetd, illetve nehézkes. Paraméteres, tobbvaltozos kifejezéseknél a pozitivitas
ellenérzése gyakran tilmutat a kozépiskolai anyagon. Mig, ha konkrét szamok lennének az eredeti feladatban, akkor
konnyedén lathatnank, hogy a megfelel6 szam pozitiv-e vagy negativ. A masik hatuliit6je a dolognak, hogy példaul
a harmadfoki egyenlet megoldasa soran is kell negativ szambol négyzetgyokot vonni, mikdzben a végeredmény valos.
Ezért célszertibb, hogy a megoldasok valos, illetve pozitiv mivoltat mar a paraméteres képlet birtokdban elemezziik.

Térjiink vissza az els§ gondolatunkhoz, mely szerint ,nekiugrunk” az egyenleteknek és megprobalunk valamit
kifejezni, visszahelyettesiteni stb. Els6 1épésként jo lenne az egyik ismeretlent kiejteni az egyenletrendszerbél. Hogy
érhetnénk ezt el? A szokésos kozépiskolai modszerrel sehogyan sem, hiszen barhogy probalkozunk egyetlen egyen-
letbél nem tudjuk egyszerten kifejezni semelyik ismeretlent sem. Példaul az els6 egyenletbdl kifejezziik x-et y

—y + +/4a — 3y?
tiiggvényében. Ekkor a masodfoka megoldoképlet segitségével x; o = i 5 i

tesithetnénk (3)-ba és kifejezhetnénk z-t, de helyette tigyeskedjiink inkabb.
Ha kivonéssal probalkozunk az egyik ismeretlen négyzete kiesik. ElGszor az els6 egyenletbdl a mésodikat vonjuk
ki:

-et kapjuk. Ezt visszahelyet-

-2 tyr—yzr=a—>b

Innen adodik az, hogy alakitsuk szorzatta:
(x+2)(xr—2)+yle—2)=a—0>
(7) (x—2)(z+y+2)=a—0

Ekkor x + y + z-t ki tudjuk fejezni a paraméterek és 2 ismeretlen segitségével. Ez egy szimmetrikus kifejezés, ezért
sejthetjiik, s6t mi biztosan tudjuk, hogy a masik két egyenletbdl is hasonldan megkaphato.



Vonjuk ki a mésodik egyenletbdl a harmadikat, majd alakitsuk szorzatta:

v -2 +z2(y—x)=b—c

(8) (y—x)(r+y+z)=b—c

gy = +y+ 2-t kifejeztiik egy masik ismeretlenparral. A 3. ilyen egyenletet is megkapjuk, ha az elsébsl a harmadikat
vonjuk ki. Természetesen ez mar nem ad tjabb Osszefiiggést az ismeretlenekre.

v — 2 taly—z)=a—c

(9) (y—2)z+y+tz)=a—c
Elosztva egymaéssal (7) és (8) egyenleteket a kovetkezst kapjuk:
(1) r—z a—b

(8) y—x b—c

Szorozzunk be a nevezékkel, majd bontsuk fel a szorzatot:
(z —2)(b—c) = (a—b)(y — )
xb—xc— 20+ zc=ay —ax — by + bx
Rendezziik z, y és z szerint a kapott egyenletet:
(10) (a—c)x+(b—a)y+(c—b)z=0

Ekkor kaptunk egy linearis osszefiiggést az x, y, z ismeretlenekre. Ez méar olyan egyenlet, amibél az egyik ismeretlen
konnyen kifejezhets:

(a—by+(b—0)

a—=c¢C

(11) r =

10



Ezt visszahelyettesitve az egyenletrendszer elsé vagy harmadik egyenletébe kiejtenénk z-et és kapnank egy tjabb
egyenletrendszert két ismeretlenre. Természetesen ez is helyes lenne, de ha kicsit iigyeskediink, akkor egy egyszertibb
egyenletrendszerhez jutunk.

A triikk pedig a kovetkezG: a 3 ismeretlenre kapott linearis osszefiiggésbdl kifejezziik x + y + 2-t, majd vissza-
helyettesitiik a (7), a (8) és a (9) egyenlet koziil valamelyikbe. Igy ejtjiik ki az egyik ismeretlent. (10)-bol mar
kifejeztiik x-et: (11). Majd (11)-hez adjunk hozza y + z-t:

(2a —b—c)y+ (a+b—2c)z
a—c

rT+y+z=

Helyettesitsiik be példaul a (9)-be. Majd szorozzunk be nevezgvel.

(y—2)(z+y+2)=a—c
(y—2)((2a —b— )y + (a+b—2c)z) = (a — ¢)*

Felbontjuk a zarojelet, 6sszevonjuk a lehetséges tagokat. Majd az (2) egyenlettel kapunk egy egyenletrendszert y és
z ismeretlenekre:

(2a —b—c)y* + (—a+2b—c)yz — (a+b—2c)z? = (a — ¢)?
Vv 4yz+22=0

A masodik (a — 2b + ¢)-szeresét hozzdadva az elsG egyenlethez kiesik az yz:
3(a—b)y* +3(c—b)z* = (a —c)* +bla — 2b+c)
Kifejezziik y2-et:

2_(a—c)2+b(a—26+c) (b—rc) ,
= 3(a—0) Tla=n)’

Itt természetesen adodik az az otlet, hogy gyokot vonva y-t visszahelyettesitjiik y? + yz + 22 = b-be. Ezt elvégezve
figyelniink kell arra, hogy a gyoknek két értéke van és az esetleges tovabbi szamolésoknal — ha sziikséges — figyelembe
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kell venniink, hogy épp melyik gyokrsl van sz6. Mi is igy kezdtiik, de az egyenlet atrendezése kdzben ezt a kifejezést
négyzetre kellett emelni. A folosleges diszkussziok elkeriilése végett inkabb (szamitéan) el6bb rendezziik és emeljiik
négyzetre az egyenleteket, majd utdna helyettesitjiik be y? értékét. Az y? + yz + 22 = b-t rendezziik at gy, hogy yz
maradjon a bal oldalon, majd emeljiik négyzetre az egyenletet.

yz =b— 2% —y?
y22? = 02+ 2 4yt — 2027 — 2by? + 2272
Rendezziik y szerint jobb oldalra az egyenletet:
0 = y* + 22y — 2by® + 21 + b* — 2022
Ebbe helyettesitsiik be 3%-et:

((a—c)?* +bla—2b+c¢))? (b—c)? AL 2(b—c)((a —c)® + bla —2b + C))22 N (a—c)2+bla—2b+c) ,
9(a — b)? (a —b)? 3(a —b)? 3(a—b)
+b—cz4_2b((a—c)2+b(a—2b—|—c)) b

—c
— 2b 2407+ 2t —2b2°
a—1>b 3(a—b) a—bz+ T N

0=

Szorozzuk be 9(a — b)*-tel:

0= ((a—c)*+bla—2b+c)>+9(b—c)?z" +6(b—c)((a—c)*+bla—2b+c))z*+3(a—b)((a—c)*+
+b(a—2b+¢))2* +9(a — b)(b— c)z* — 6(a — b)b((a — ¢)* + bla — 2b+ ¢)) — 18b(a — b) (b — ¢)z* + 9(a — b)*b*+
+9(a — b)?z* — 18b(a — b)*2?

Az egyenletet rendezziik e - z* + f - 22 + g = 0 alakra. Ekkor 2* egyiitthatoja a kovetkezd lesz:
e=90b—-c)*+9a—0b)(b—c)+9(a—b)?=9(a*+ b+ —ac— ab— bc)
A 22 egyiitthatoja pedig:

f=60b—c)(a—c)*+bla—2b+c))+3(a—>b)((a—c)*+bla—2b+c)) —18b(a — b)(b—c) — 18b(a — b)?
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Ekkor (a — ¢)? + b(a — 2b + ¢)-t az els6 kett6bsl, —18b(a — b)-t a két utolsobol kiemelve, majd dsszevonva kapjuk:
f = —12a*c — 12a®b + 15ac* — 3¢2b + 15ab* — 3cb* + 3a® — 6b* + 9ach — 6¢°
A konstans tag:
g=((a—c)?+bla—2b+c)* —6(a—b)b((a—c)*+bla—2b+c))+9(a— )b
Hasonlbéan kifejtve adodik:
g=a*+ " + b1+ 20%c — 4b3a — 4ac® + 2¢%b — 4a®b — 4aPc — 8ac®b — Sach® + 6a>c* + 6a%b* + 3c2b* + 10abe

Az egyenlet z?-ben masodfokt, tehat kiszdmolhaté a masodfoki megoldoképlet segitségével. Ennek kiszamolasa
koriilményes és hosszu, egy attekinthetetlen betiihalmaz, melyet nehézkes lenne zart alakra hozni. Ezért a kézi
szamolas helyett segitségiil hiviuk a Maple programcsomagot, mellyel kiszamoltatjuk az e-2*+ f- 224 g = 0 egyenletet
az el6bb megkapott e, f és g egyiitthatokkal. A z-re 4 megoldéast adodik. Ezeket megprobaltuk a Maple beépitett
eljarasaival egyszertsiteni, de az igy kapott, sokkal révidebb kifejezések is meglehetGsen hossztinak bizonyulnak a
tovabbi szamolasokhoz. Példaként megmutatjuk z;-re kapott tortet:

1V3v2y/—(—ac — ab —bc + ¢ + a2 + b2)(—2¢% — cb* — c2b — da’c — 4a2b + a® + 5ac? + 5ab* — 203
6 a?+b>+ ¢ —ab— ac— bc

21 =

+3ach + V31/—(a% + b + 2 — 2ab — 2ac — 2bc)(be — ac — ab + a?)?)
a?+b*+c?—ab—ac—bc

Nem csoda, hogy nem tudta leegyszertisiteni, hisz a Maple vagy mas matematikai programcsomag is csak meg-
adott algoritmusok alapjan alakitja 4t a polinomot, nem tudhatja, hogy szamunkra mi a ,szép” kifejezés. Egy
versenyfeladat hivatalos megoldasanal az szerepelne, hogy vegyiik észre, hogy ez ennyi, meg ennyi, de ennek a dolgo-
zatnak a célja pont az ilyenek elkeriilése, ezért keressiink valami kozvetlenebb, emberi modot, amellyel kezelhetGbb
megoldast kapunk.
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4. Egyetemistaként

Sok kozépiskolds mondand azt, hogy ez egy haromismeretlenes harom egyenletbdl allo egyenletrendszer, tehat min-
dig van megoldasa. FEz természetesen igaz nem elfajuld linearis egyenletrendszerekre, és abban az esetben példaul
a Gauss-eliminacié vagy sok mas ismert eljaras is alkalmas lenne a megoldas keresésére. A mi egyenletrendszeriink
viszont nem linearis, ezen eljarasok nem alkalmazhatdak ra. Valojaban az igazi gondot — ahogy azt az el6z6 megol-
dasban is lathattuk — a paraméterek jelentik. Egy ideig még egészen konnyen ,cipelhetGek”, de bizonyos esetekben
kezelhetetlenné valhatnak.

Milyen més technikit ismeriink még tobbismeretlenes egyenletek megoldasara? A magasabbfokd paraméteres
egyenletrendszerekre biztos modszert ad a rezultans. A rezultans az eredeti egyenletek gyokeibdl keletkezett kife-
jezés, mely akkor és csak akkor nulla, ha az eredeti egyenleteknek van kozos gyoke (vagy ha a fGegyiitthatok mind
nullék). A megoldandé egyenletrendszeriinkén mutatjuk be ezt a modszert, elGtte azonban tekintsiik at altalanosan.
Két ismeretlen, két egyenlet esetén a két egyenletet az egyik ismeretlen polinomjaként irjuk fel (pl. f(z), g(z)) és a
polinomok egyiitthatoibol képzett determinans segitségével elGallitjuk a rezultanst. Ekkor a rezultans (R(f,g)) mar
csak a masik ismeretlentdl fiigg (h(y) := R(f,g)), hiszen f(z), g(z) egyiitthatoi y polinomjai. Ezzel elGallitottunk
egy egyismeretlenes polinomot a kétismeretlenes egyenletrendszerbdl, ami pontosan akkor nulla, ha f(z), g(x) polino-
moknak (tehat az eredeti egyenleteknek) van kozos gyoke, vagy ha f(z), g(x) f6egyiitthatoja is nulla. A kozos gyokok
h(y) gyokei. Ha tobbismeretlenes az egyenletrendszer, akkor ezt az eljarast egymas utan tobbszor alkalmazzuk amig
egyismeretlenest nem kapunk.

Térjiink vissza tehat az eredeti egyenletrendszeriinkhéz. Vegyiik az els§ és a harmadik egyenletet:

(1) 2*+zy+y*=a

(3) ?trz+2=c
Ezekbdl készitsiik el R(y, z)[x] polinomokat:

fla)=2+ay+y*—a

glz) =2 +xz+ 2" —c

(1) és (3) egyenletnek gyoke x, akkor és csak akkor, ha a polinomokboél képzett rezultéans 0. A rezultanst a polinomok
egylitthat6ibol képzett determinansbol kapjuk meg. A determinanst a kévetkezSképpen allitjuk els: legyenek f(x)
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egylitthatoi ag, a1, as, g(z)-é pedig bo, by, ba, ahol ay és by jeloli a féegyiitthatot. A determinédns soraiban az egyiitt-
hatok szerepelnek sorban, sorainak szama pedig a polinomok fokainak az 0sszege lesz. Az els6 polinom egyiitthatoi
annyi sorban szerepelnek, amennyi a foka a masodik polinomnak és forditva. A polinomok egyiitthat6it minden
sorban egy oszloppal arrébb ,cstsztatva”, lépcsézetesen irjuk le, a maradék helyekre pedig nullak keriilnek:

v—a vy
0 y? —
22—C

0 22 —c

Tehéat (1)-nek és (3)-nak, akkor kozos gyoke x, ha taldlunk olyan y-t és z-t, melyre a rezultans nulla lesz.
(f(x),g(x) f6egyiitthatoja 1.) A rezultanst a (2)-es egyenlettel dsszevetve a kovetkezs egyenletrendszert kapjuk:

“ =y' — 22 + (¢ — 2a)y* + (cz + az — 2%)y + a® — 2ac + 2 + az* — 2¢2? + 2* a rezultans.

I\
IS NSO
O~ O

~— =

vV 4+yz+22=0
vt — 23 + (c—2a)y? + (cz +az — 23)y + a® — 2ac + * + az* — 222 + 2* =0

Az 14j egyenletrendszeriinket ismét a rezultans modszerével oldjuk meg. Most tekintsiink ezekre az egyenletekre,
mint y polinomjaira.

h(y) =y* — 20° + (¢ — 2a)y® + (cz + az — 2°)y + a® — 2ac + & + az® — 2c2* + 2*
k(y) =y* +yz+2*—b

R(h, k) rezultans legyen a kovetkezo:

o ¢1 ¢ c3 ¢ 0 co=a*—2ac+c+az? —2c2+2 dy=2>—b
0 Ch C1 Co2 C3 (4 3

bd o400 0 cp=cz+az—z dy =z
0 a1 do ) o =
0 dy dy dy 0 0 Ahol: ¢ =¢c—2a dy =1
0 0 dy di dy O 03 =—%

0O 0 O do dl d2 cg =1
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A Maple program segitségével kiszamjuk a determinénst:

—12a%¢2? — 12a%2%b + 10a%be + 15ac?2? — 8ac®b — 8ach® — 3¢*2%b — 9azc — 9az*b + 15a2b* — 9cz*b—
—3¢2%0? + a* + A + bt — 4ade + 64 — 4aPb + 6a%b? — dac® — 6¢32% + 263 + 3¢2D + 3a32 + 9P+
+9z%a% + 92%?% — 6220 + 20%¢ — 4b%a + 9acz?Db

A h(x), k(x) egyiitthatoja 1, tehat az eredeti egyenletiinknek pontosan akkor van megoldasa, ha ez a polinom
nulla. Az egyenletet e - 2% + f - 22 + g = 0 alakra rendzve:

e = —9ac — 9ab — 9bc + 9a® + 9b* + 9¢?

f = —12a%c — 12a*b + 15ac* — 3¢*b + 15ab* — 3cb?® 4 3a® — 6b° + 9ach — 6¢°

g=a*+c+ b+ 263c — 4b3a — 4ac® + 263D — 4a3b — 4a3c — 8ac?b — 8ach® + 6ac? + 6a%b* + 3¢%b? + 10abe
Ezt kellene megoldanunk, de lathato, hogy ez pont az az egyenlet, amit ez el6z6 megoldasban kaptunk. Igy nem

jutottunk ,elérébb”, nem kaptunk egyszertibb alakot z-re, viszont egy biztos eljarassal ellendriztiik a helyettesitgetds
megoldas helyességét.
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5. Triikkkozziink!

A szimmetrikus tulajdonsagot kihasznalva egy tjabb triikkel szeretnénk megmutatni egy olyan modszert, amely mar
szamunkra is kezelhets kifejezést ad a véaltozokra. A megoldas soran olyan tton haladunk, mely figyelembe veszi
azt, hogy milyen algebrai Gsszefiiggések vannak a kiilénboz6 valtozok és kifejezések kozott.

A szamoléasok soran tobbszor szerepelt a x + y + 2 kifejezés, mely szimmetrikus z-ben, y-ban és z-ben. Ezenkiviil
még azt is lathatjuk, hogy z — x-et és z — y-t hozzdadva pont 32-t kapunk. Ez utobbi két kifejezéshez hasonloak
szintén elGjottek a masodik megoldasban a szdmolés soran (példaul (8): (y — z)(z +y + 2) =b —¢).

Hogyan tudnéank kifejezni x + y + 2-t a, b, ¢ segitségével? Természetesen szimmetrikus kifejezéseket keressiink.
El6szor adjuk 6ssze a harom egyenletet:

207 + 2 + 222 tay+yz+rzr=a+b+c

Majd észrevehetjiik, hogy mindkét oldalhoz 3(zy + yz + x2)-t hozzdadva az egyenlet bal oldalan éppen = + y + 2
négyzetének kétszerese all:

22 4+ 2y* +22% + Aoy +4yz +drz =a+ b+ c+ 3(vy +yz + 22)
a+b+c+3(zy +yz+x2)
2

(x4+y+2)?*=

Tehat:

2

Ekkor a, b, c-n kiviil még zy + yz + xz is szerepel a kifejezésben, de ezt az els§ megolddsban mar meghataroztuk
a, b, c fliggvényében.

a+b+c+3xy +yz+x2
x—i—y—i—z:\/ (zy +y )

V3
3

a+b+c+3< \/Q(ab+bc+ac)—(a2+b2+02))

(12) THy+z=

2
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Ezek utdn még z — x-et és z — y-t szeretnénk kifejezni. Ekkor hasonldéan jarunk el, mint a hosszi megoldas elsé
lépéseinél. Kivonjuk a masodik egyenletbdl az elsGt, majd szorzatta alakitjuk.
-2 +ylz—1)=b—a
(z—z)(x+y+z2)=b—a
Csak most z — z-et fejezziik ki:
b—a
rT+yt+=z
Ugyanigy jarunk el a (1), (3) egyenlettel is. Kivonjuk a harmadikbol az els6t, szorzatta alakitjuk és kifejezziik z —y-t:

Z— T =

2y ta(z—y) =c—a

(z—y)lz+y+tz)=c—a
c—a

Z—y=—+

4 rT+y+z

A kovetkezs egyenletrendszert kaptuk:

+ b+ c+V3y/2(ab+ be + ac) — (a® + b2 + 2
x+y+2:\/a c+v34/2(a c+ac) — (a c?)

2
b—a
Z—r=—
r+y+z
c—a
z — =
4 rT+y+z

Tagjait 0sszeadva és 3-mal elosztva kifejezziik z-t:

a+b+c+v3y/2(ab+ be + ac) — (a2 + b2 + c2)
2

3\/a+b+c+\/3\/2(ab+bc+ac)—(a2+62+02)

—2a+b+c+

z =

2
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Egyszertsitsiik a kifejezést. Elgszor hozzuk kézds nevezdre a szamlalot.

—3a + 3b + 3¢ + v/3/2(ab + be + ac) — (a2 + b2 + c2)

2

z =

3 a-+b+c+3y/2(ab+ be + ac) — (a2 + b2 + c2)

2
Majd 3-mal egyszertsitve:
3

—a+b+c+ g\/Q(ab—kbc—l—ac) — (a2 + b2 + 2

z =

2\/a+b+c+x/§\/2(ab+bc+ac)—(a2+b2+c2)
2

Igy rovidebb, kezelhetébb kifejezést kaptunk z-re.

19



6. Diszkusszio

Térjiink at a megoldas és az ismeretlenek létezésének vizsgalatahoz. A megoldas menetébdl és a képletbdl latszik,
hogy a komplex szamtest f6l6tt 1étezik megoldasa az egyenletrendszernek. Attol fiiggden, hogy a négyzetgyokvonasnal
a két lehetséges érték koziil melyiket valasztjuk, x, y és z értékére altalaban 4-4 fajta érték adodik. A kozépiskolas
megkozelités sokkal inkabb a valosakat keresi, ezen beliil is a feladat konkrétan a pozitiv, valos megoldasokat kérdezi.
Ebbdl kiindulva foglalkozzunk mi is valos szamtest feletti megoldasokkal.

Kezdjiik a z-re kapott kifejezés vizsgalataval. Egészen hasonld lesz y-ra és x-re is a megoldas, hiszen a z-re
kapott kifejezés nagyrészt szimmetrikus. Kovetkeztetéseink megfelels betiizések mellett alkalmazhatoak lesznek a
maésik két ismeretlenre is. Ebben a kifejezésben a szdmlaloban 1év6 gyok és a nevezGben 1év6 belsé gyok megegyezik,
igy ezek vizsgalatat egyszerre végezhetjiik. Probéljuk meg szorzatta alakitani, majd megvizsgélni azt, hogy mikor
lesz nemnegativ a gyokjel alatti 2(ab + be + ac) — (a® + b? + ¢?) kifejezés.

2(ab+ be+ ac) — (a®> +b* +¢*) >0
Alakitsuk at erre a kézenfekvé alakra:
4ab— (a+b—c)*>0

Alkalmazzuk ra a A2 — B? = (A + B)(A — B) azonossagot, ahol A? = 4ab és B?> = (a + b — ¢)?. Ekkor a gyokvonas
miatt 4ab pozitiv kell, hogy legyen. Vizsgiljuk meg mit tudunk a, b, c-r6l. Ha atalakitjuk az eredeti egyenleteinket
rogton lathato, hogy a, b és ¢ nemnegativ. Vegyiik példaul az els6 egyenletet: 22 + zy + y?> = a

1. Alakitsuk teljes négyzetté: 2% +xy +y° = (z + 29)> + (Ly)> = a >0 Vo,y—ra

3_ .3
2. Alkalmazzuk a nevezetes azonossagokat: % + xy + y? = i - a >0 Vr,y —ra
r—y
. 1 1/2] |z o .
3. Kvadratikus alakban: [m y] L/Q 1 } [y} pozitiv definit.
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Tehat 4ab > 0V valos x, y, z esetén, igy vehetjiik a négyzetgyokét. Alkalmazva a fent emlitett nevezetes azonossagot
azt kapjuk, hogy:

(2Vab+a+b—c)(2Vab— (a+b—¢)) >0
Ekkor észrevehetd, hogy a két zarojelben pont v/a + vb és \/a — Vb négyzete, illetve (—1)-szerese all:
(Va+Vb)* =¢)(c— (Va—vb)?> 20

Még egyszer alkalmazzuk ra az A*> — B? = (A + B)(A — B) azonossagot:

(Va+ Vbt vVo(Va+ Vb — Vo) (Vet+ va— V) (Ve = Va+ V) 20

Tegyiik fel azt, hogy c a legnagyobb. (Szimmetrikus a kifejezés, igy barmelyiket valaszthatnank.) Ekkor a szorzat
el6jele csak (v/a + /b — \/c)-t6l fiigg, hiszen a szorzat tobbi tagja pozitiv. Tehat 2(ab + be 4 ac) — (a + b + ¢?)
nemnegativ, ha \/a++vb—+/c > 0. Ezt azt jeleneti, hogy \/a, Vb, \/c-re teljesiil a haromszog-egyenlGtlenség hatraléve
része is: v/a + v/b > \/c, hiszen a szorzat 3. és 4. tagjabol tudjuk, hogy /a + /¢ > Vb és /e + Vb > \/a teljesiil.

Most nézziik meg, hogy a nevezében 16v6 gyokre mikor teljesiil a kovetkezd:

a+b+c+v3y/2(ab+ be + ac) — (a2 + b2 + c2)
2

>0

Tudjuk, hogy a,b,c nemnegativ és azt, hogyha teljesiil a haromszog-egyenlétlenség +/a, Vb, Vere, akkor a gyok
alatti kifejezés is nemnegativ, tehat létezik a gyok a valos szamtest felett. A gyoknek 2 értéke lehet, ezért ha valos
megoldasokat keresiink, akkor mindkettét meg kell vizsgalnunk. Ha a gyodk pozitiv, akkor a vizsgalt egyenlGtlenség
teljesiil. Ellenkezd esetben v/3+/2(ab + be + ac) — (a2 + b2 + c2) negativ, ezért hozzdadjuk az egyenlstlenség mindkeés
oldalahoz.

a+b+c>V3y/2(ab+be+ ac) — (a2 + b2 + )

Ekkor mar négyzetre emelhetjiik, hiszen az egyenlGtlenség mindkét oldalan nemnegativ kifejezés szerepel.

a? +b* + 2 4 2ab + 2bc + 2ac > 6ab + 6bc + 6ac — 3a% — 3b? — 32
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Rendezziik a bal oldalra a tagokat:
4a® + 4b* + 4¢* — 4ab — 4be — 4ac > 0
Eszrevehetjiik, hogy 2-vel leegyszeriisitve éppen 3 kifejezés négyzetét kapjuk:
(a=b?+(b—0c)+(c—a)?*>0

Ez az egyenlGtlenség pedig mindig igaz lesz, igy z nevezGjében szerepld nagy gyok alatt nemnegativ kifejezés all, tehat
a gy0kvonéas minden esetben elvégezhetd. Ki kell térni még arra is, hogy a nevezs akkor lesz nulla, haa = b= c = 0.
Ezt tehat ki kell zarnunk.

Megéallapithatjuk tehéat, hogy z pontosan akkor létezik a valos szamtest felett, ha teljesiil /a, Vb, Vere a
haromszog-egyenlétlenség. Most nézziik meg azt, hogy z mikor lesz pozitiv. A nevezében 1év§ gydk pozitiv és
negativ értéket is felvehet, &m ezek nem adnak kiilonbozs feltételt, hiszen z-t, y-t és z-t ellentett elGjellel véve
kapjuk meg egyikbél a masikat. Igy nem kell kiilon esetként vizsgalni 6ket. Tekintsiik azt az esetet, mikor a gyok
pozitiv: z pontosan akkor pozitiv, ha a szamlal6 is az.

Vizsgaljuk meg z szamlalojat, azaz nézziik meg, hogy milyen feltételek mellett lesz

—a+b+c—i—\/?§\/2(ab+bc+ac)—(a2+b2—i—02)20.

Akkor, hogyha b + ¢ > a, akkor a bal oldalon két pozitiv szam Osszege szerepel, azaz az egyenlStlenség teljesiil. Ha
b+ c < a, akkor
V3

3
adodik, amelynek a feltétel miatt mindkét oldaldn pozitiv kifejezés all. Ekkor a négyzetreemelés nem valtoztatja
meg az egyenlGtlenség iranyat:

V2(ab+bc+ac) — (a2 + b2 +c2)>a—b—c

1
E(Q(ab + be + ac) — (a* + V* + %)) > a® + b* + & — 2ab + 2bc — 2ac
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Atrendezve és egyszerisitve a kovetkezot kapjuk:

0 > 4a® + 40* + 4¢* — 8ab + 4be — 8ac
0>a%+b%+c — 2ab+ be — 2ac

Egészitsiik teljes négyzetté, majd alakitsuk szorzatta:

0> (—a+b+c)*—be
0> (—a+b+c+Voe)(—a+b+c— Vo)

A b+ ¢ < a feltétel miatt a szorzat masodik tagja biztosan negativ, igy a szorzat elGjele az els6 tagtol fligg. Az
egyenlGtlenség teljesiil, tehat a szamlalé (igy z is) pozitiv, ha —a + b+ ¢ + Vbe > 0.

Az y-t és az x-et vizsgilva ugyanezt feltételt kapnank, csak a, b és ¢ méas kombinaciojaban. Ezért tegyiik fel,
hogy ¢ a legnagyobb, majd foglaljuk 6ssze, mely esetekben lesz valos, illetve pozitiv megoldasunk. Pontosan akkor
van valos megoldas, ha /a, Vb, Ve-te teljesiil a haromszog egyenlétlenség, és ahhoz, hogy a megoldas pozitiv legyen
a+b<cesetén a+ b+ vab > c-nek is teljesiilnie kell.

Ez a hosszi elemzés és a haromszog-egyenl6tlenség felbukkanasa azt sugallja, hogy geometriai tartalmat is ad-
hatnank ennek a feladatnak. Az, hogy ez mennyire nem természetes az is mutatja, hogy az altalunk megkérdezett
matematikusok egyike sem gondolt geometriai interpretaciéra, hanem algebrailag oldotta meg, és még a megoldas
utan sem jutott esziikbe a geometriai értelmezés. Néhany észt professzor és doktorandusz jegyzete a mellékletben
megtekinthets.
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7. A vilag mas szemszogbdl

Els6 ranézésre a legtobb ember azt mondand, hogy ez egy (szép) algebrai példa. Most lépjiink egy lépést hatrébb és
vizsgaljuk meg tGjra az egyenletrendszeriinket. Tényleg csak az lehet? Mi lenne, ha nem ragadnénk le az ismeretlenek
kifejezésénél, sem a szimmetrikus polinomoknél? Mi az, amit még ,belelathatunk” az egyenletekbe?

Esziinkbe juthat a koszinusztétel, hiszen a egyenletek bal oldalan pont az ismeretlenek négyzete és szorzata
szerepel. Probaljuk meg ennek segitségével megoldani a feladatunkat. Ekkor kicsit atalakitva az egyenletrendszert
kapjuk a kovetkezét:

22+ zy +y? = a =22+ y? — 22y cos 120°
2

VP 4yz+22=vVb =9* + 2% — 2yzcos120°

2z ta? = =22+ 2% — 223 cos 120°

Ezek szerint z,y,v/a, y,z,Vb és z,x,/c egy-egy haromszoget alkot:

Ezeket Osszeillesztve egy 1/a, Vb és V/c oldaltt haromszoget kapunk, ahol z, y és 2 a megfelel§ szakaszok hosszai.
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A feladat zy +yz + x2-t keresi, ezért felmeriil a kérdés, hogy honnan kapjuk meg ennek a kifejezésnek az értékét?
J6 gondolat lehet, ha a haromszdgek teriileteit probéaljuk meg felirni. A kis haromszogek teriiletei:

zysin120° /3

h=——y—=7w
T, — rysin120° ﬁyz
2 4
2y sin 120° V3
=" =7

Ekkor a nagy haromszog teriilete el6all a kis haromszogek teriileteinek Gsszegeként, ami a konstans szorzotol el-
tekintve pont a keresett megoldas. Persze a nagy haromszog teriiletét felirhatjuk az oldalaibol is a Héron-képlet
segitségével, igy kapunk ra egy olyan Gsszefiiggést is, ami csak a paraméterektdl fiigg.

3
TA:T1+T2+T3:%(xy+yz+zx)

BN e e e SO AR 2

Ebbdl kévetkezik a megoldés:

4
Ty +yz+z2x = ﬁ\/s(s—\/a)(s—\/l—))(s—\/z)
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Fejtsiik ki a kapott képletet. ElGszor helyettesitsiik be s-t:

4| Vat+ Vbt e (Vo e—va\ [Vat+e—vVbY [ Va+Vb— /e
WAYEE I =p 2 2 2 2

Ekkor a 2-eseket kiemelve a gyok alol pont kiejtik a 4-est. Majd alakalmazzuk a gyok alatti szorzat 1. és 3., illetve
2. ¢s 4. tagjara a (a +b)(a — b) = a® — b* azonossagot.

1 2 2
s 2w = o (Va+ Vi =)o~ (Va - V)

A gyok alatt emeljiik négyzetre a két kifejezést, majd ismét alkalmazzuk az azonossagot:

1 1 5
zy+yz+zx:ﬁ\/(a+b+2\/%—c)(c—a—b+2\/%):E\/élab—(c—a—b)

Ha ezt egy kicsit atalakitjuk, akkor lathaté lesz, hogy ez pont az els6 megoldasban kapott formalis kifejezés.

ry +yz+zx = %\/4(16— (a® + b + 2 + 2ab — 2bc — 2ac) = ?\/Z(ab%—bc%—ac) — (a2 + b2+ ¢?)
Vizsgéaljuk meg egy kicsit alaposabban ezt a geometriai interpretaciot. Az egyenletekre felirt koszinusztételbél
megkaptuk, hogy x,y, v,z és z,z is 120° szoget zarnak be egymassal. Ezeket Osszeillesztve a /a, Vb, Ve oldala
haromszogben kapunk egy P pontot, melyb6l a hdromszog mindhdrom oldala azonos szégben latszik. Ez a pont
megszerkeszthetd az oldalak 120°-o0s latokoreinek metszéspontjaként. A mésik megoldas, ha egy-egy szabalyos harom-
szoget emeliink a haromszog oldalaira, és az (ijonnan kapott csicsokat Osszekotjiik az eredeti haromszog szemkozti
csucsaival. Ezen szakaszok metszéspontjat az eredeti hdromszog cstucsaival 6sszekots szakaszok lesznek z, y és z.
Ezzel a két modszerrel megszerkesztheté P és egyben megkapjuk z, y, z szakaszt is, ahogy a 1. dbrén is lathato.
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1. abra.

Felmeriil a kérdés, hogy milyen feltélelek mellett 1étezik olyan P pont, melybd&l a haromszog minden oldala 120°-
os szogben latszik? Természetesn akkor van ilyen P, ha a haromszégnek nincs 120°-nal nagyobb szoge. Ekkor P a
haromszog izogonalis, mas néven Fermat-pontja. Ez az a pont a hiromszog sikjaban, melyet a haromszog csicsaival
Osszekotve a keletkez6 6sszekots szakaszok Osszhossza, tehdt x4y -+ 2z minimalis. Ez az 0sszeg az algebrai szamolasok
soran is tobbszor el6jott. Hasonldan az xy + yz + 2z megoldashoz, ki tudnank-e fejezni x + y + 2-t is geometriailag
a, b, c-vel?

ABC haromszoget forgassuk el C' cstcs koriil (az 6ramutato jarasaval egyezd irdnyban) 60°-kal. Ekkor P’A" = PA
és PP’ = PC, hiszen PP'C haromszog szabalyos. Tehat x +y+ 2 = BP + PP’ + P'A’ és az 0sszeg minimalis, ha ez
harom szakasz egy egyenesre esik. Masképpen megfogalmazva x 4+ y + z minimalis, ha BP + PP+ P'A" a BA'-vel
egyenls. A mi feladatunkbol kijon, hogy P-bél minden oldal 120°-0s szogben latszik, tehéat izogonélis, igy teljesiil
rd, hogy = + vy + 2 = BA'.

BCA’ haromszogre felirva a koszinusztételt megkapjuk = + y + z-t. Kell még hozza BC A" sz6g. Jeldljiik az
eredeti haromszogiinkben a C' cstcsnal levs szoget, tehat BCA szoget a-val. Igy BCA' = o + 60°. a-t ki tudjuk
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fejezni az ABC haromszogre felirt koszinusztételbsl:

c:a+b—2\/%cosa
c—a—>

—2vab
(c —a— b)
a = arccos | ———
—2vab
Irjuk fel BC' A’ haromszogre a koszinusztételt:

—a—>b
T4+y+2)2=a+b—2Vabcos (arccos ($) —1—600)
(z+y+2) W

cosa =

Az addoécios tételekbdl tudjuk, hogy:

cos (z +y) = cos(x) - cos(y) — cos(z) - sin(y), tehat

c—a—> c—a—> c—a—>
cos | arccos [ ————— | +60° | = cos | arccos [ —— - cos(60°) — sin [ arccos [ ———— - sin(60°
(avces () ) = o (aneon (552727 ) ) -conto0) —sin (neos (<5227 ) sinor
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1 3
Azt is tudjuk, hogy: cos(arccos(x)) = x , cos(60°) = 3 és sin(60°) = % Kell még sin(arccos(z)). Ezt egy rovid
levezetéssel megkaphatjuk a Pitagoraszi azonossagokbol:
cos?(z) + sin®(z) =1

Legyen x = arccos(y). Ekkor:
cos?(arccos(y)) + sin?(arccos(y)) = 1

Rendezziik at tgy, hogy a sin(arccos(y)) maradjon az egyik oldalon:
sin?(arccos(y)) = 1 — cos?(arccos(y)), ahol cos?(arccos(y)) = y?
Egyszertisitve és gyokot vonva megkapjuk a keresett szinuszt:

sin(arccos(y)) = /1 — y?

y helyébe helyettesitsiik be az eredeti haromszogre felirt koszinusztételbdl kapott o szdget.

an (s (820)) - i (5020

Ezt egyszertsitsiik le tgy, hogy a gyokjel alatti kifejezést kdzos nevezdre hozzuk, majd a gyokvonast kiilon végezziik
el a szamlalon és a nevezon.

- <c—a—b>2_ \/4ab— (c—a—b)% +/4ab— (c—a—Db)?
—ovab 4ab 2v/ab
Térjiink vissza az addiciés tételhez és helyettesitsiik az egyes tagokat a nekik megfelels értékkel:
c—a—>b c—a—> c—a—>b
cos | arccos | ————=— | +60° | = cos | arccos | ———— - cos(60?) — sin | arccos | ————=— - sin(60°
(avcos () +007) = o aoces (55275 ) ) onto0) i aneos (<5222 ) stntor

c—a—>b c—a—>b\ 1 fdab—(c—a—10)2 /3
cos | arccos| ——— | +60° ) = ——— | - = — V2
( (—2\/@> ) <—2\/%) 2 2v/ab 2
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Ezt behelyettesitve a BC' A’ haromszogre felirt koszinusztételbe megkapjuk = + y + z négyzetét:

—a—>5
T4+y+2)2=a+b—2Vabcos (arccos (L) +60°)
(z+y+2) W

(x+y+z)2=a+b—2\/%<(%\/;_bb) -%— \/4ab_2(\ja__ba_b)2.\/7§)

Bontsuk fel a zardjelet és vonjuk Gssze a lehetséges tagokat:

—a—1b 3y/4ab— (¢ —a —b)?
(:c+y+z)2=a+b+c ; +\/_\/a 2(c a—b)

2 a+b+c+3y/4ab— (c —a—b)?
N 2

(x+y+2)

Nézziik meg algebrailag mit kaptunk = + y + z-re. A 4. fejezet elején Gsszeadtuk a 3 egyenletet és mindkét oldalhoz
3(zy + yz + x2)-t hozzaadva megkaptuk = + y + 2z négyzetét.

a+b+c+3xy+yz+x2)

(12) : x+y+z:\/ i

Az 1. fejezetben zy + yz + w2-t kifejeztiik a, b és ¢ segitségével. Ezt (12)-be helyettesitve adodik x + y + z, ami -kis
atalakitds utan- rogton lathato, hogy megegyezik a geometriailag kapott kifejezéssel.

rT+yYy+z=

V3
at+bte+3=y/2ab+be+ac) — (o +12 + <) _\/a+b+c+\/§\/4ab—(c—a—b)2
2 B 2

Tehat feladatunknal ez a kifejezés minimalis.
Erdekes vizsgalni a geometriai és algebrai megoldasok kozti osszefiiggéseket. Az algebrai levezetés soran meg-
kaptuk, hogy a feladatunknak akkor van valos megoldéasa, ha teljesiil a haromszog-egyenlGtlenség +/a, Vb, Vere.
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Ez természetesen igaz a geometriai értelmezésre is, hiszen akkor ,jilleszthet6k 0ssze” az egyenletekbdl kapott kis
haromszogek egy nagy haromszoggé.

Arra, hogy x, y, z mikor pozitiv a kévetkez6t mondtuk: tegyiik fel, hogy ¢ a legnagyobb; pontosan akkor van
pozitiv megoldas, ha a + b < ¢, akkor a + b+ Vab > c is teljesiil. Vegyiik észre, hogy az eredeti egyenletiinkhoz
nagyon hasonlo ez a feltétel (z = Vb, y = Ve és z = y/a helyettesitéssel), igy adodik az, hogy itt is alkalmazzuk
a koszinusztételt. FEkkor azt kapjuk, hogy ha a két oldal négyzetosszege kisebb a harmadik oldal négyzeténél,
akkor a két (kisebb) oldal ne zarjon be 120°-nal nagyobb szoget. Ez pedig pont az a feltétel, amit az izogonalis pont
léetezésénel is kikotottiink. Igy a feladatunkat latvanyosan szemléltethettiik haromszogekkel, illetve egyszertsithettiik
a megoldast a geometriai értelmezéssel.
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