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1. Eloszo

Amikor témat kellett valasztanom, hdrom szempontot vettem figyelembe. Lehe-
téleg ismerjem az oktatdt, a téma legyen szdmomra érdekes és érthetd, illetve

lehetdleg valamilyen szinten kapcsolddjon a tandri szakirdnyhoz.

Az éltalam ismert oktatok kiirt szakdolgozati témai kozt keresgélve akadtam ra
erre a témdra. Rogton felkeltette az érdeklddésemet két dolog miatt is. Az algebrat
mindig is szerettem, illetve tgy gondoltam, hogy feladatokkal val6 foglalkozds, a
problémamegoldas, az érthetd megolddsok elkészitése az egyik legfontosabb do-

log egy leendd tandrnak.

Miutdn a témét kivalasztottam és a Tandr Ur is véllalta a témavezetést mér csak
egy dolgom maradt, hogy a témakiirdsban szereplé konyv fejezetei koziil va-
lasszak egyet, amelyikkel foglalkozni szeretnék, hiszen sem a szakdolgozat ter-
jedelme, sem az elkészités ideje, de taldn még évek munkdja is kevés lenne egy

embernek, hogy az ismeretanyagot feldolgozza.

A kiilonboz6 algebrai struktirak koziil szandékoztam valasztani, hiszen ezekkel
mindig szerettem foglalkozni. Csoportelmélettel is taldlkoztam mar egyetemi ta-

nulmanyaim sordn. Végiil erre esett a valasztasom.

Ez a fejezet azonban még mindig tdl nagy volt 6nmagdban, ezért két alfejezetet
vélasztottam beldle. Az egyik a bevezetd fejezet (A csoport definicidja, generator-
rendszere; ciklikus csoport) volt, Tanar Ur tandcsara, ami késébb valéban JO va-
lasztdsnak bizonyult, hiszen kordbbi tuddsomat meglehet&sen fel kellett frissiteni,
el kellett mélyiteni és ehhez valoban hathatds segitséget jelentett. A masodik rész
kivalasztdsa tobb fejtorést okozott. A Sylow-tételek azért keltették fel érdekl6dé-
semet, mert tandri szakirdnyosként nem taldlkoztam veliik tanulmdnyaim soran.
Kérdésemre, hogy mik is ezek, a Tanar Ur roviden osszefoglalta a 1ényegiiket, il-
letve ajanlotta 6ket, mint megérthetd, logikus, az eddigiekre épitkezd 4j ismeretet.

Igy esett végiil vdlasztisom a Véges csoportok, Sylow-tételek cimii alfejezetre.
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Témam feldolgozdsa és eddigi tanulmanyaim felelevenitése, elmélyitése sordn va-
16ban sikeriilt megértenem és alkalmaznom Sylow tételeit. A végén meg tudtam

oldani a feladatgy(jtemény altal nehezebbnek jelzett feladatokat is.

Eldszavam befejezéséiil eziton is szeretnék koszonetet mondani Dr. Szabd Csa-

banak minden segitségért, amit t6le kaptam a szakdolgozatom megirdsa sordn.
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2. Bevezetés

A Balintné Szendrei Maria, Czédli Gabor és Szendrei Agnes altal oOsszeallitott
algebrai feladatgy(ijtemény, a mai napig az egyetlen teljességre torekvo feladat-
gyljtemény a matematikdval foglalkoz6 egyetemistdk szdmara. Els6 megjelenése

Ota szdmos alkalommal djra kiadtdk, gyakorlatilag valtozatlan feladatokkal.

Jelentdsége mostanra annyira megnovekedett, hogy felmeriilt az amerikai kiadas
lehetdsége. Ehhez azonban a szerzok szerint eldszor a magyar nyelvli megolda-
sok részletes kidolgozdsa sziikséges. A tengerentili feladatgytijtemények eseté-
ben ugyanis elképzelhetetlen, hogy egy feladatgytijteményben ne legyenek meg-
oldésok, illetve a megolddsok menetének vazlatos ismertetése helyett "szdjbara-

gbsabb" magyardzatot varnak el a hallgatok.

Szakdolgozatommal ebbe a nagyszabasi munkéba, a gylijtemény Osszes feladata-

nak pontos, értheté megolddsanak kidolgozasdba csatlakozom be.
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3. A csoport definicigja, generatorrendszere; cikli-

kus csoport

3.1. Csoportot alkotnak-e az alabbi halmazok a megadott mii-

veletre nézve:

Egy halmaz akkor csoport az adott miiveletre nézve, ha teljesiil rd a kovetkez6
harom axiéma:

1. axiéma (asszociativitds): Barmely a,b,c € G-re (a-b)-c=a- (b- ¢).

2. axiéma (egységelem létezése): Létezik e € G, amelyre a € G esetén:
e-a=a-e=a.

3. axiéma (inverz létezése): minden a € G-hez taldlhatd inverz. (a-a ' = a~'-a =
e)

A 2. és 3. axidma esetén sziikséges és elégséges feltétel a csoporttulajdonsag el-
dontésére, ha 1étezik baloldali egységelem, illetve inverz. (Bizonyitast lasd: 3.9.

feladat.)

(a) (Z2; )

Az egységelem ebben a csoportban 1. (Bizonyitds: 1«0 =0; 1% 1 =1.)
A csoport mésik elemének, 0-nak nincs baloldali inverze. (Bizonyitds: 1 x 0 = 0;
0x0=0.

Tehat ez nem csoport.

(b) (Zy; +).

Bizonyitjuk, hogy teljesiil a hdrom axiéma:

1. axiéma: Modulo p gy{irtik mindig asszociativak dsszeaddsra.

2. axioma: A 0-t hozzdadva barmelyik Z,-beli elemhez az elemet kapjuk, tehat
e=0-ra teljesiil a 2. axioma.

3. axiéma: 1-nek 1 az inverze (1 + 1 = 0 Zy-ben), mds elem nincs.

Mivel mind a hdrom axiéma teljesiil, ezért ez csoport. O
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k-+m, ha k paros,
(¢)(Z; o), ahol ko m =
k—m kiilonben

Az 1. axiéma akkor teljesiil, ha barmilyen a, b, ¢ € Z-re igaz, hogy
ao(boc)=(aob)oc

A miivelet definicigjabdl adédéan négy esetet kell megvizsgalnunk.

1. eset: a és b is péros.

Az egész szdmok halmazan mindig teljesiil: a + (b +¢) = (a +b) + c.
2. eset: a paros, b paratlan.

Az egész szamok halmazan mindig teljesiil: a + (b —¢) = (a + b) — c.
3. eset: a paratlan és b paros.

Az egész szdmok halmazan mindig teljesiil: a — (b + ¢) = (a — b) — c.
4. eset: a és b is paratlan.

Az egész szamok halmazan mindig teljesiil: « — (b —¢) = (a — b) + c.
Tehat az 1. axidma teljesiil.

A 2. axioma teljesiil, ha van baloldali egységelem.

Ebben a halmazban 0 egységelem a megadott miiveletre, mert0ca =0+ a = a,
ami mindig igaz az egész szdmok halmazan.

loa=0

A 3. axiéma, akkor teljesiil, ha minden elemhez taldlhat6 inverz, azaz a™
mindig teljesiil.

Ha a péros, akkor az inverze is pdros kell legyen, mert akkor lesz az 0sszegiik
vagy a kiilonbségiik 0. Tehét a=' + a = 0-nak kell teljesiilni.

Ilyen inverz mindig taldlhaté: a=! = —a

Ha a pératlan, akkor hasonlé okok miatt negativ kell legyen az inverze. Tehat

a~! — a = 0-nak kell teljesiilni.

Ilyen inverz is mindig taldlhaté: ¢~ = a.

Mivel teljesiil a hdrom axiéma, ez egy csoport. O

(d) (Q\ {0};0),ahol z oy = z/y.

Az 1. axiéma nem teljesiil példaul a (12/3)/4 # 12/(3/4) esetben.

Tehat ez nem csoport.
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(e) R\ {—1};0),ah0laob=a+ b+ ab.

Vizsgéljuk meg, hogy teljesiil-e a hdrom axiéma.
ao(boc)=a+b+c+bc+ ab+ ac+ abc
(aob)oc=a+b+ab+ c+ ac+ bc+ abc

Mivel a kett6 kifejezés megegyezik, asszociativ a halmaz a megadott miiveletre.
A 2. axiéma teljesiiléhez e o a = e + a + ea = a egyenlet megolddsat kell megke-
resniink.

Mindkét oldalbol kivonva a-t e+ea = 0-ra médosul az egyenldség. Ekkor kiemel-
hetiink e-t, ekkor e(1 + a) = 0 alakra hoztuk az egyenl6séget. Ez akkor teljesiil,
haa = —1 vagy e = 0.

A halmaznak nem eleme —1, igy ezt az esetet kizdrhatjuk. A 2. axioma teljesiil
e = 0 esetben.

Keressiink bal oldali inverzet, tetszSleges a € R \ {—1} elemre:

aloa=0

al+a+at-a=0

al (14+a)=-a

-1 _ —a
a ~ 1+4a

Ez mindig a halmaz eleme lesz, tehat a 3. axiéma is teljesiil.

Ez egy csoport. O

® (R\ {0} x R;0),ahol (a,b) o (c,d) = (ac, bc + d).

Ellendrizziik a hdrom axioma teljesiilését a halmazra.

((a,b) o (c,d)) o (e, f) = (ac,bc +d) o (e, f) = (ace, bce + de + f)

(a,b) o ((¢,d) o (e, f)) = (a,b) o (ce,de + f) = (ace, bee + f)

A kettd egyezik, tehat asszociativ.

Az (e1,e3) o (a,b) = (e1a, esa + b). Ahhoz, hogy az (e, e2) egységelem legyen,
era = a-nak és esa + b = b-nek kell teljesiilnie.

Ez e; = 1 és ey = 0 esetben lesz igaz. Tehdt (1,0) az egységelem.

Az (a7 07" o (a,b) = (a"ta,b~'a + b) = (1,0). Ahhoz, hogy az (a~',b7!)

1

inverzelem legyen, a™"a = e; = 1-nek

és b~la + b = ey = 0-nek kell teljesiilnie.
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Eza™' = 1é bt = —2 esetben lesz igaz. Vagyis barmely (a,b) elemnek van
b

inverze: (1, —2)

a’ a

Mivel teljesiil a hdrom axiéma, ez egy csoport. O

(g) (P(H);U), ahol H tetszileges halmaz.

A 2. axiéma szerinti egységelem az iires halmaz, hiszen ez az egyetlen eleme az
alaphalmaznak, amelynek barmely halmazzal vett unidja az eredeti halmaz.

Az 3. axidma szerinti inverz elem igy olyan halmaz kell legyen, amivel a halmaz
unidja iires halmaz.

Ilyen elem nincs, mert két nemiires halmaz unidja nem lehet tireshalmaz.

Tehat ez nem csoport.

(h) (P(H);N), ahol H tetszoleges halmaz.

A 2. axiéma szerint az egységelem az alaphalmaz, hiszen ez az egyetlen, amely-
nek metszete barmelyik halmazzal az eredeti halmazt adja.

Az inverz elem igy olyan halmaz kell legyen, amivel egy halmaz metszete az alap-
halmaz.

Ilyen elem nincs, hiszen két halmaz metszete nem lehet nagyobb unidjukndl, vi-
szont az alaphalmaz barmely két elemének unidja részhalmaza az alaphalmaznak.

Tehat ez nem csoport.

(i) (P(H); A), ahol H tetszileges halmaz.

Az 1. axiéma ellenSrzéséhez el6szor értelmezziik mit jelent AA(BAC), illetve
(AAB)AC.

Az els6 kifejezésbdl (BAC) azon elemeit tartalmazza B és C' halmazoknak, ame-
lyek csak az egyikben vannak benne. Amikor ennek vessziik a szimmetrikus kii-
1onbségét A-val, akkor (BAC) és A azon elemeit kapjuk, amelyek a két hal-
maz koziil csak az egyikben vannak benne, vagyis vagy csak A-nak vagy csak
B-nek vagy csak C-nek az elemei vagy a hirom metszetében taldlhatéak (hiszen
BnNnC ¢ BAQ).
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A masodik kifejezésben az el6z6hoz A és B azon elemeinek, melyek csak az
egyikben vannak benne vessziik a szimmetrikus differencidjit C'-vel. Ekkor ugyan-
azokat az elemeket kapjuk, mint az els6 esetben, hiszen AN B ¢ AAB.

Tehat a P(H ) asszociativ szimmetrikus differencidra nézve.

Legyen az egység e: eAA = (eU A)\(enN A) = A.

Az iires halmaz kielégiti ezt a feltételt, hiszen az uniéja barmilyen A-val A, met-
szete viszont (). A-bdl elhagyva az iires halmazt A-t kapjuk. Tehat van egységelem
ebben a halmazban A-ra nézve.

Keresiink inverz elemet: A7'AA = (AP UAN\(ATNA) =0.Ha A = A,
akkor ez az egyenl8ség teljesiil. Tehdt minden elem sajdt magénak az inverze.

Mivel mind a hdrom axiéma igaz, ez egy csoport. O

3.2. Az alabbi halmazok koziil melyek alkotnak csoportot a

szokasos osszeadasra nézve:
@) {k € Z: 2|k}

A miivelet asszociativ lesz, hiszen az 6sszes egész szam korében a szamok 0ssze-
addsa asszociativ. [gy azok az 6sszeaddsok is, amelyekben két paros szamot adunk
Ossze.

Az egységelemnek a kovetkezd egyenldséget kell kielégitenie: e + £ = k. Ennek
az egyenletnek gyoke az e = 0 és eleme a {k € Z : 2|k} halmaznak, tehit egy-

ségelem.
Az egész szamok korében k~! = —k. Mivel, ha k oszthat6 volt 2-vel, akkor az
ellentettje is, k~' = —k az alaphalmaz eleme szintén, k inverze —k.

Mivel a csoportaxiomak teljesiilnek, ez egy csoport. O

(b) N.

Az egységelem csak a O lehet, hiszen egyediil ez az elem teljesiti az e +n = n
feltételt, ahol n € N.
Keressiink inverzelemet tetsz6leges n elemhez. Ennek az n=! +n = 0 feltételt

kell teljesitenie.
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Az inverz igy —n lenne, ami azonban nem eleme az alaphalmaznak.

Tehat ez nem csoport.

(¢) k € Z: k 10-es szamrendszerbeli alakjaban a 0 elofordul.

Ennek a halmaznak vannak olyan elempérjai, amelyeket 6sszeadva halmazon ki-
viili elemet kapunk.
Példaul 101 + 20 = 121, ami nem eleme a halmaznak.

Ezért ez nem csoport.

3.3. Az alabbi halmazok koziill melyek alkotnak csoportot a

szokasos szorzasra nézve:
(a) N.

Az egységelem e=1, mivel ez az a szorzd, ami valtozatlanul hagyja barmelyik (ter-
mészetes) szamot.

Ugyanekkor a 3. axiéma értelmében kell, hogy legyen taldlhaté inverz barmelyik
csoportelemhez. A természetes szamok a reciprokukkal szorozva adnak 1-et ered-
ményiil (ami a csoport egységeleme). Az 1-nél nagyobb természetes szamoknak a
reciproka nem egész, tehit nem eleme ennek a halmaznak.

A természetes szdmok nem alkotnak csoportot szorzdsra nézve, mert nem teljesiil

az inverz létezésére vonatkozd csoportaxioma. (Mds indoklds is taldlhatd.)

(b) {—n :n € N}

Nem taldlhat6 egységelem ebben a halmazban szorzdsra nézve, hiszen barmely
két elemet Osszeszorozva a halmazon kiviili elemet (pozitiv szdmot) kapunk.

Ez nem csoport.
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(©) {2F : k € Z).

Mivel tetsz6leges halmazbeli k1, ks, k3-ra igaz lesz, hogy

(2k12k2>2k¢3 — okitke)+ks — okitkatks — oki+(katks) — 2k:1(2k:22k:3), ezért ez a
halmaz szorzdsra asszociativ.

A 2° = 1 egységelem ebben a halmazban, hiszen 2°2%F = 20+~ = 2%,

Tetszbleges 2* elem inverze, 27%, mert 27%2F = 27F+F = 20 — ¢,

Mivel mind a harom axioma teljesiil, ez egy csoport. O

3.4. Igazoljuk, hogy egy csoport Cayley-tablazatanak minden
soraban és minden oszlopaban a csoport minden eleme

pontosan egyszer fordul elo.

A Cayley-tablazat a csoport szorzotabldja.

Tegyiik fel, hogy van egy olyan sor vagy oszlop (legyen ez a sora vagy oszlopa),
ahol van legaldbb 2 elem, ami ugyanazt az eredményt adja a-val vald szorzas ese-
tén.

Legyen o a miivelet, amelyre a halmaz csoportot alkot! Az el6z6 allitds forméli-
saniaob=aoc.

Vegyiik a kvetkezs egyenlGséget: a™ o (a0 b) = a' o (aoc). (Azért lesz igaz,
mertaob=aoc.)

Mivel a csoport az axidmdkbdl kovetkez&en asszociativ, az el6bbi egyenldséget

Yoa)ob=(a"toa)oc.

felirhatjuk igy is: (a~
Az inverzével szorozva a az egységelemet adja. Tehat az egyenletiink igy médo-
sul: eob=ceoc.

Az egységelem azonban a miivelet utdn az eredeti szamot adja: b = c.

Ez viszont ellentmondas, hiszen a Cayley-tdbla sor-, illetve oszlop-fejléceiben

minden csoportelem csak egyszer szerepel, igy kiillonbozdének kell lenniiik. O
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3.5. Igazoljuk, hogy egy G csoport tetszoleges a, b, x,y, a1, as, . .., a,

elemeire teljesiilnek a kovetkezok:

(@) (ab)™' =bta?

A csoportaxiémdkbdl az inverz létezése miatt kovetkezik, hogy aa=! = e.

Szintén a csoportaxiomdakbol kovetkezik, hogy egy szorzatba e-t barhova beszurva
a kifejezés értéke nem véltozik: aca™! = e.

Helyettesitsiik e-t bb—!-vel, illetve (ab)(ab)~!-vel. Ezt megtehetjiik, mivel egy
csoportelem és inverzének szorzata mindig e, illetve a csoport barmely két elemé-
nek a szorzata is csoportelem. Igy a kovetkezst kapjuk: a(bb~1)a~! = (ab)(ab)~".
Az asszociativitds miatt ez ekvivalens (ab)(b~ta™!) = (ab)(ab)!-vel.

Az 1.4. feladatbdl kovetkezik, hogy ha ry = zz egy csoportban, akkor y = z.

Ezértb~ta™! = (ab)~!. O

Ma'l=b"'=a=5b

Tudjuk, hogy csoportokban mindig létezik inverz és igaz r4, hogy aa™! = e.

Ugyanezen ok miatt igaz lesz, hogy: aa=! = bb~1.

Mivel a feladat feltevése szerint ¢! = b~ !

és vy = x2-bol kovetkezik, hogy
y = z. (Bizonyitést lasd az 2.4. feladatban.)

Az eddigiekbdl kovetkezik a bizonyitand6 allitas, azaz a = b. O

©azb=ayb=>2x=1y

Asszociativitas miatt igaz lesz, hogy a(zb) = a(yb)

Az (a) és (b) részben is felhaszndltuk (és az 1.4. feladatban bizonyitottuk), hogy
de = df-bdl kovetkezik, hogy e = f.

Ezen azonossdg miatt a feladat x = y feltevésébdl kovetkezik, hogy zb = yb.
Ebbdl tovabb kovetkeztethet6 az el6z6hoz hasonlé mdédon a bizonyitandé allitas,

hogy x = y. O
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@) (a1az...a,) t =a;ta . apt

n n—

Az inverz- és az egységelemtulajdonsag, illetve az (a) feladatban bizonyitott 4llitds

miatt igaz lesz, hogy (a1as .. .a,)(a1as ... a,) " = aras . .. ana;ta,ty .. ayt.

1 1

Az asszociativitds miatt (ajas . .. a,)(a; a,t, ... a; ") alakban is felirhat6 az egyen-

let jobb oldala.
Az el6z6 harom részfeladatban is felhasznélt 6sszefiiggésiinkbdl (amely allitdsa
szerint xy = xz-bdl kovetkezik, hogy y = 2) kovetkezik a bizonyitandé allitas,

hiszen az elsé tényez6 ((ajas . . . a,,)) mind a két oldalon megegyezik. O

3.6. Az alabbi kovetkeztetések koziil melyek érvényesek min-
den csoportban tetszoleges a,b,c,d, g, x,y elemekre? Az

érvényeseket bizonyitsuk be, a tobbire adjunk ellenpéldat.

@abr=aby=2x=y

Szorozzuk abxr = aby mind a két oldalat balrdl ab inverzével:
(ab)"tabxr = (ab)aby

Igy 2 =, mert (ab)~'ab = e. O

b)xcd =ycd =z =1y

Az (a) feladathoz hasonld, (ab) ™! helyett (cd)*-nel szorzunk, ezittal jobbrdl. O

©@rc=cy=x=y

Az 4llitas nem igaz. Ellenpélda:
Legyen a kvaterniécsoportban x = —k; c = j; y = k.
Ekkor(—k)j =i = jk.
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dcrd=dyc=z=y

Az 4llitas nem igaz. Ellenpélda:

Legyen e = (1;1); z = (1;1); d = (2;2); y = (1;3) az 3.1. (f) feladatban
megadott csoportbdl.

Ekkor (1;1) o (1;1) 0 (2;2) = (2;6) = (2;2) o (1;3) o (1;1).

(e) abc = dbg = ac = dg

Az allitds nem igaz. Ellenpélda:
Legyen kvaterniécsoportban a = ;b = j;c = k;d = —7; g = —1.
Ekkor ijk = —1 = (—j)j(—1).

Har=1=>z=0a"

Szorozzuk jobbrol a-t x-szel, illetve az inverzével.
A feladat feltétele miatt ax = 1, az inverztulajdonsdg miatt aa™! = 1.

A két szam, amivel a-t szoroztuk az 1.4. feladatban bebizonyitottak alapjén egyenld. O

@abr=1=z=a'b"!

Az allitds nem igaz. Ellenpélda:
Legyen kvaterniécsoportban a = i; b = j; x = —k.
Ekkor ij(—k) = 1,de —k # (—i)(—j) = k. (Kvaterniécsoportban: i~! = —i;

it =)

(h)zab=c=z=cb la!

Szorozzuk jobbrol az eredeti egyenletet b~'a~'-nel. Ekkor az zabb~ta~! = cb~la™?
egyenletet kapjuk.

Asszociativitds miatt el6szor elvégezhetjiik a baloldalon a bb—! szorzast. Ennek e
az eredménye, 1gy ezutdn az (ae)a~! szorzast kell elvégezniink.

Igyz =cb a1 O
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Dzxab=a=2=0b"

Az 4llitas nem igaz. Ellenpélda:
Legyen kvaternidcsoportban: x = k; a = 1; b = k.
Tudjuk, hogy kik = i,de k # k! = —k.

3.7. A szabalyos n-szog szimmetriacsoportjat n-edfoku diéder-

csoportnak nevezziik és D, -nel jeloljiik.

(a) Igazoljuk, hogy |D,| = 2n, és a D,, csoportot generilja a 27 /n szogi

elforgatas és egy tengelyes tiikrozés.

A cstcsok sorrendjén a szimmetridk nem véltoztatnak, csak a koriiljarasi irdnyon
és az eredeti helyzettdl valé elmozduldsukon. Tehat egy cstics helyzete és a ko-
riiljarasi irdny meghatarozza a szabalyos n-szoget. Ha n csicsa van a sokszognek,
akkor egy csucs n helyre keriilhet (beleértve a helyben maradast is), illetve min-
den helyzethez kétféle koriiljarasi irdny tartozik (pozitiv és negativ). Ez azt jelenti,
hogy Osszesen 2n elemii egy n-sz0g szimmetriacsoportja. O

Egy csticcsal vald elmozduldshoz 27 /n szogi forgatds sziikséges, hiszen ekkora
kozépponti szog tartozik egy oldalhoz. A koriiljardsi irdnyt pedig egy tengelyes
tikkrozés megvaltoztatja. Tehat ez a két miivelet valéban generdlja mind a 2n le-

hetdséget. O

(b) Mutassuk meg, hogy ha a a 27 /n szogii elforgatast, ¢ pedig egy tengelyes

tiikrozést jelent, akkor érvényesek a kovetkezdk: a” = 1,t> = 1 és at = ta" !

a” =1:

Elvégezziik n-szer a 2m /n forgatast. Tehdt 6sszesen 27-t forgattunk. Ez sikon az
identitas.

2 =1:

A tiikr6z€s tavolsagtartd, csak a koriiljarasi irdnyt valtoztatja meg. Ezért a sikban
ugyanarra a tengelyre végzett 2 tiikrozés szintén helybenhagyast ad eredményiil.

(A koriiljarasi irany megfordul, majd visszafordul.)
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at = ta™

El6szor vizsgédljuk meg a bal oldalt. Azt jelenti at, hogy elforgatom egy csuccsal
a sikidomot, majd ezt tiikrozom, az eredeti 1-es csticson (az a cstics, amin a t
atmegy) atmend szimmetriatengelyre. Ekkor az 1-es csics a mdsik oldalra keriil,
megfordul.

Most vegyiik a jobb oldalt. Itt ta™~! azt jelenti, hogy tiikrozéssel megforditom a
korbejarasi irdnyt, majd (n — 1)-et forgatok rajta, tehat egy csiccsal keriil az 1-es
csucs a kiindulasi helye elé.

A két oldal megegyezik. O

(c) Fejezziik ki a és t segitségével a tobbi szimmetriatengelyre vonatkozé tiik-

rozést.

Az egyes csticsokhoz tartozé szimmetriatengelyt jelolje sx, ahol k a csics szdma,
I-gyel kezdve a szdmozast a forgatds irdnydban folytatva. Legyen az 1-es az a
csucs, amelyen ¢ dtmegy. Egy tetszdleges csucsra valo tiikkrozés megcseréli a két
hat az 1-es csucs annyival fog k csics masik oldaldra keriilni, amekkora t6le mért
tavolsaga. Tehat az 1-es £ — 1 cstcsot mozdul el.

Mivel meg kell véltoztatni a korbejardsi irdnyt, ezért eldszor tiikkrozni kell. A ke-

resett transzformacié: ta* 1.

3.8. Bizonyitsuk be, hogy a (P(H); /\) csoportban

(a) AABAC azon H-beli elemekbdl all, melyek az A, B, C' részhalmazok ko-

ziil pontosan 1-ben vagy 3-ban vannak benne.

Vegyiik A é€s B halmazok nem ko6zos részének C-vel nem kozos részét. A vég-
eredmény tehdt a haromszoros metszet elemeit, illetve A, B, C' azon elemeit tar-
talmaz6 halmaz, amelyek A, B, C koziil pontosan egy halmaznak elemei. (Hiszen
a kétszeres metszetek koziill az A N B elemei nincsenek benne AA B-ben. Az
ANC,illetve BN C elemei pedig AABAC-ben.) O
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(b) Ugyanez az allitas igaz AABACA D-re.

Az (a) feladatbdl lathatjuk, hogy az AA BAC-ben a 2-szeres metszetek nem lesz-
nek benne. igy, ha D belemetsz egy ilyen részbe, akkor az része lesz AANBACAD-
nek. Viszont, ami AABAC eleme (azaz egyszeres, illetve hiromszorosmetszet),de
D metszi, az nem lesz benne AABAC /A D-ben.

Tehat 4 halmaz esetén is azok a halmazok lesznek benne a szimmetrikus kiilonb-

ségiikben, amelyek pontosan 1-ben vagy 3-ban vannak benne. O

(¢) Altaldnositsuk ezeket az ereményeket n részhalmazra.

Vegyiik az 0sszes halmaz unidjat, aminek a szimmetrikus kiilonbségét vessziik.
Ennek tetszbleges elemét vizsgdljuk meg, hogy benne van-e az eredményhal-
mazban. Amikor a miivelet végrehajtdsa sordn el8szor ériink olyan halmazhoz
(A;), amely tartalmazza az elemet, akkor az addigi részeredményben szerepelni
fog az elem. (Hiszen nincs benn A;AA;A ... A;_i-ben, mert egyetlen korabbi
halmaz se tartalmazta.) Ha djra tartalmazza egy kovetkezd halmaz, akkor nem
lesz benne az 4j részeredmény-halmazban, hiszen az el6z6 részeredmény-halmaz
tartalmazta, igy benne lesz a metszetben. Ez pedig igy ismétlodik tovabb, ha
még tobbszor eléfordul. Minden pératlanadik el6fordulds utdn bekeriil az aktu-
alis részeredmény-halmazba, minden parosodik el6fordulds utdn pedig nem keriil
bele. Amikor végigértiink a miiveletsoron akkor attdl fiigg, hogy az eredményhal-
maz tartalmazza-e, hogy 6sszesen hanyszor fordult eld.

Tehat azok az elemek szerepelnek n részhalmaz metszetében, amelyeket péaratlan

szamu halmaz tartalmaz.
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3.9. Tegyiik fel, hogy az S félcsoportban a szorzas rendelke-
zik a kovetkezo tulajdonsaggal: S-ben létezik egy ¢ balegy-
ségelem gy, hogy minden s(€ S) elemhez talalhat olyan
s’ € S, hogy s's = e. Bizonyitsuk be, hogy S csoportot

alkot erre a szorzasra nézve.

A feladat sz6vegébdl tudjuk, hogy s's = e és mivel e balegységelem es = s.

[rjuk ss’ 6nmagéval val6 szorzatat: (ss')(ss'). Mivel a félcsoport asszociativ ezt
dtalakithatjuk s(s's)s-é. Tudjuk, hogy s's = e és e balegységelem, teht (ss')(ss") =
(ss"). Vagyis mivel létezik e balegységelem (ss')(ss’) = e(ss').

Ebbdl kovetkezik, hogy (ss') = e.

Ekkor viszont (ss’)(ss’) = e, tehdt e jobboldali egységelem is.

Bebizonyitottuk, hogy ha 1étezik baloldali egységelem és baloldali inverz egy fél-

csoportban, akkor az csoport. O
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4. Véges csoportok, Sylow-tételek

4.1. Igazoljuk, hogy ha {1} # N < G, ahol G véges p-csoport,
akkor NN Z(G) # 1.

Tudjuk, hogy N elemszama oszt6ja P elemszdmanak, illetve azt is, hogy P elem-
szdma p-hatvdny.

Ebbdl kovetkezik, hogy |N| = p*.

Az N a P néhany konjugdltosztilydnak egyesitése. Abbdl, hogy P minden konju-
gdltosztalyanak is oszt6ja p, ha nem egyelemd, az kovetkezik, hogy az egyelemi
konjugéltosztalyok szdmanak is oszthatonak kell lenni p-vel. Tehdt szamuk leg-
alabb p.

Az egyelem konjugéltosztilyok alkotjak Z(P)-t. O

4.2. Igazoljuk, hogy a p’ rendii csoportok, ahol p prim, sziik-
ségképpen Abel-félék.

Legyen P egy p? rendii csoport, ahol p prim.

Ekkor Z(P) nem lesz egyelemi. Bizonyitas:

[rjuk fel P osztilyegyenletét: | P| = |Z(P)|+|Ki|+...+| K| (Az osztdlyegyenlet
a P konjugdltosztalyainak unidja.) Az egyelemi osztalyok P centrumét alkotjak.
(Z(P)) A Ky, ..., K,;, anem egyelem konjugdltosztdlyok.

Minden K; elemszdma osztéja P rendjének (ami p?), tehdt tetszdleges K; elem-
szdma p vagy p>.

Mivel K; és P is oszthaté p-vel, az osztilyegyenletbdl kovetkezik, hogy Z(P)-
nek is osztahténak kell lennie p-vel, ezért nem lehet egyelemd.

Tehat | Z(P)| = p vagy p?

Ha Z(P) = p, akkor vdlaszthatunk egy g € Z(P)-tésegy h ¢ Z(P), h € P-t.
Tekintsik H =< ¢,h >= {g"h™} halmazt. E halmaz elemei felcserélhetdek,
hiszen g P minden elemével felcserélhetd, centrumtulajdonsag miatt.

Tudjuk, hogy Z(P) C H, mert < g >= Z(P).

Azonban H-t egy mdsik, nem Z(P)-beli elem is generélja, nagyobb kell, hogy
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legyen, mint Z(P), egyenl&ség nem éllhat fenn koztiik.

Tehat Z(P) C H. Ebbdl viszont kdvetkezik, hogy |H| = p?. Ezért H = P.
Ekkor azonban P barmelyik elem felcserélhetd a masikkal, hiszen g™ és h'™ fel-
Z(P)| = p*

Ez ellentmondas az eset kiindulasi feltételével, amely szerint |Z(P)| = p.

cserélhetd, tehat

Egy esetet nem vizsgaltunk még, amikor |Z(P)| = p®. Ekkor Z(P) = H. Vagyis
a centrum az egész csoport, tehat barmelyik elem felcserélhet6 barmelyik elem-
mel.

Ez azt jelent, hogy a csoport kommutativ, azaz Abel-féle. O

4.3. Mutassuk meg, hogy minden p° rendii (p prim) nem Abel-

féle csoportnak p-edrendii a centruma

Legyen P egy p? rend csoport, ahol p prim.

Ekkor Z(P) nem lesz egyelemd. (Bizonyitast lasd 3.2. feladat megolddsaban.)

A centrum elemszdma ugyanakkor osztja a csoport elemszamat, esetiinkben spe-
cilisan p, p? vagy p° lehet.

Tudjuk, hogy Z(P) # p?, mert ekkor Z(P) = P, vagyis P kommutativ, de ez
ellentmondasban 4ll a feladat szovegével.

Ha |Z(P)| = p?, akkor |P/Z(P)| = p.

Egy p rend(i csoportban barmelyik nem egységelem generétor, tehat ciklikus.

Ha P/Z(P) ciklikus, akkor P Abel-féle. Bizonyitas:

Legyen gZ(P) a P/Z(P) generatoreleme. Tehat a csoport dsszes elem felirhat6
g"Z(P) alakban.

Ebbdl kovetkezik, hogy ez kommutativ csoport, mert (¢"x)(¢"y) = (¢™y)(g"x),
ha z,y € Z(P), a centrumtulajdonsag miatt.

Ez az el6z6 esethez hasonldan ellentmond a feladat szovegének.

Mivel minden mas esetet kizartunk, a Z(P) elemszdma csak p lehet. O
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4.4. Legyen G véges csoport. Bizonyitsuk be, hogy

(a) ha G-nek egyetlen p-Sylow részcsoportja van, akkor az normaloszté G-

ben.

Sylow tételei szerint barmely két p-Sylow részcsoport konjugalt G-ben.

Legyen P a feladatban megadott egyetlen p-Sylow részcsoportja G-nek.

Tehat P9 = P, barmilyen g € G-re. (Mivel csak egy p-Sylow van, csak dnmaga
konjugaltja lehet.) Ezért P minden elemének konjugaltja P-beli elem.

Ebbdl kovetkezik, hogy P normélosztd. O

(b) Forditva, ha GG-nek van olyan p-Sylow részcsoportja, amely norméaloszto,

akkor G-nek ez az egyetlen p-Sylow részcsoportja.

Mivel P normdloszté PY = P, barmilyen g € G-re. (Normdloszt6-tulajdonsagbol
kovetkezik.)
Mivel P-nek 6nmaga a konjugdltja minden g-re, ezért csak ez az egy p-Sylow

1étezhet, hiszen barmely két p-Sylow részcsoport konjugalt G-ben. O

4.5. Hatarozzuk meg S;-ben a 2-Sylow részcsoportok, illetve a

3-Sylow részcsoportok szamat.

A részcsoportok szamardl Sylow tételei a kovetkezoket allitjak:

1. Ha g egy G rendjét oszté p-hatvéany (ahol p prim), akkor a g-rendd G-beli rész-
csoportok szama kongruens 1-gyel, modulo p.

2. A p-Sylow részcsoportok szdma osztéja |G : P|-nek.

Specidlisan a 2-Sylowok szdma kongruens eggyel, modulo 2. Ezenkiviil osztdja
Sy = syla(Sy)| = 3-nak. Ebbdl kovetkezik, hogy 1 vagy 3.

A 2-Sylowok eleminek rendje 1, 2, 4 vagy 8, mert nyolcnak, a csoport rendjének
osztdja.

Nyolcadrendd elem nincsen S4-ben .

Negyedrendi elemek a 4 hosszu ciklusok, ezekbdl 6 van. (3!, hiszen az els6 elemet

vehetjiik fixnek, tobbi hozz4d viszonyitott helyzete fontos csak, ciklikussdg miatt.)
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Maisodrend(i elemek a 2 hosszi ciklusok, illetve ezek diszjunkt uniéja. 2 hosszui
ciklusbdl 6 db van Sy-ben. (Négy elem koziil kell kett6t kivalasztani, ami (3) féle
modon lehetséges.) 2 hosszu ciklusok diszjunkt unidja haromféleképpen dllhat
els: (12)(34), (13)(24), (14)(23).

Tehat osszesen 15 elem van, ami eleme egy 2-Sylownak. Mivel egy 2-Sylow 8
elemt, legalabb 2-nek lennie kell, hogy minden elemet tartalmazza.

Ebbdl kovetkezik, hogy 3 db 2-Sylow van Ss-ben.

Az el6z6h6z hasonldan tudjuk, hogy a 3-Sylowok rendje kongruens eggyel, mo-
dulo 3 és osztja | Sy : syl3(Sy)| = 8-nak. Ezeknek a feltételeknek az 1 és 4 felel
meg.

A 3-Sylowok szdma nem lehet 1, a 2-Sylowokkal megegyez6 okok miatt.

Tehét 4 db 3-Sylow van S,-ben.

4.6. Igazoljuk, hogy egy GG csoport osszes p-Sylow részcsoport-

jainak metszete (egy adott p-re) normaloszto.

Legyen x € NF;, ahol P;-k a p-Sylowok. Egy részcsoport elemének konjugaltja
mindig benne van a részcsoport konjugdltjdban, ezért ha ¢ € G, akkor 29 €
(NPy.

Tudjuk, hogy (NF;)?Y = N(P;)9. Sylow-tételei kimondjdk, hogy barmely két p-
Sylow részcsoport konjugélt G-ben.

Tehét, ha minden p-Sylownak konjugéltjdnak vessziik a metszetét, akkor a p-
Sylowok metszetét vessziik. Igy a metszet barmely elemének konjugéltja benne
van a metszetben.

Tehat metszet normdlosztd. (Bizonyitést lasd a 4.4. (a) feladatban.) O
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4.7. Mutassuk meg, hogy az

(a) 200-adrendii csoportok tartalmaznak normalis Sylow részcsoportot.

A 200 = 23 - 52, teh4t a 200-adrendii csoportokban 2 és 5-Sylowok vannak.
Vizsgaljuk meg, hany 5-Sylow részcsoportja van a 200-adrendd csoportoknak.
Hasznéljuk a 2.5. feladatban hasznalt tételeket a részcsoportok szamanak megha-
tdrozdsara.

Ezek szerint n = 1 (5) (ahol n az 5-Sylowok szdma) és |G : syl;(G)| = 8 osztdja,
vagyis: 1, 2, 4 vagy 8. Ennek a két feltételnek egyiittesen egyediil az n = 1 felel
meg.

Tehét a 200-adrendti csoportoknak 1 db 5-Sylow részcsoportja van.

A 4.4. (a) feladatbdl kovetkezik, hogy ekkor ez norméloszté lesz. O

(b) 204-edrendii csoportok tartalmaznak normalis Sylow részcsoportot.

A 204 = 22.3 17, tehdt a 200-adrendii csoportokban 2, 3 és 17-Sylowok vannak.
Vizsgéljuk meg, hany 17-Sylow részcsoportja van a 204-edrend{ csoporoktnak.
Az (a) feladathoz hasonlé médon azt kapjuk, hogy n = 1 (17) és |G : syli7(G)| =
12 osztdja, vagyis, 1, 2, 3, 4, 6 vagy 12. Ezeknek ismét csak az n = 1 felel meg.

Tehat a 204-edrendl csoportokban a 17-Sylow részcsoport normélosztd. O

(c) 260-adrendii csoportok tartalmaznak normalis Sylow részcsoportot.

A 260 = 22.5 13, tehdt a 200-adrendii csoportokban 2, 5 és 13-Sylowok vannak.
Vizsgaljuk meg, hany 13-Sylow részcsoportja van a 260-adrendii csoportoknak.
Az eddigiekhez hasonléan azt kapjuk, hogy n = 1 (13) és |G : syli3(G)| = 20
osztoja, vagyis 1, 2, 4, 5, 10 vagy 20. Ezeknek tjra csak az n = 1 felel meg.

Tehat a 204-edrendl csoportokban a 13-Sylow részcsoport normélosztd. O
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(d) 56-odrendii csoportok tartalmaznak normalis Sylow részcsoportot.

Az 56 = 23 - 7, tehat 56-odrendii csoportokban 2 és 7-Sylowok lehetnek.
Vizsgéljuk meg, hany 7-Sylow részcsoportja van az 56-odrendli csoporoktnak.
Az eddigiekhez hasonléan azt kapjuk, hogy n = 1 (7) és |G : syl;(G)| = 8 osz-
tdja, vagyis 1, 2, 4 vagy 8. Ezeknek a feltételeknek az n =1 és 8 felel meg.

Ha a 7-Sylowok szdma 1, akkor ez az egy 7-Sylow normaloszto.

Ha a 7-Sylowok szdma 8, akkor 48 hetedrendd elem lesz az 56-odrend csoport-
ban. (Minden 7-Sylowban van egy egységelem, illetve hat 7-edrendi elem, csak
az egységelem koz0s.)

A nem hetedrendd elemek szdma G-ben: 56 — 48 = 8. Ezek a 2-Sylowok elemei.
Mivel azonban egy 2-Sylow 8 elemii az 56-osrendii csoportokban, csak egy lehet
beldle.

Tehat ebben az esetben a 2-Sylow lesz a norméloszt6. O

4.8. Mutassuk meg, hogy a p’q-adrendii csoportokban, ahol

p, ¢ Kiilonb6zo primek, van normalis Sylow részcsoport.

Vizsgéljuk meg a p-Sylowok szamat.

Ha p > ¢, akkor |syl,(G)| = 1, mert kongruens 1-gyel modulo p és a szamuk 1
vagy q. Ekkor ez a p-Sylow normdloszt6 lesz. (Bizonyitést lasd. 4.4. (a) feladat.)

Masik eset, hogy p < q. (Egyenld nem lehet a feladat szovege szerint.)

Ekkor 1 vagy p? lesz a ¢-Sylow szdma a csoportban. (Azért nem lehet p, mert
p = 1(modq), ha p és ¢ primek, csak akkor lehetséges, ha p = 3 és ¢ = 2, de
eleve feltettiik, hogy p < q.)

Ha egy ¢-Sylow van a csoportban, akkor az norméloszt6. Minden g-Sylowban
q — 1 a g-adrendd elemek szdma. (A maradék egy elem az egységelem, amely az
osszes ¢-Sylow metszete.) Ha a ¢-Sylowok szdma p?, akkor 6sszesen p?(q — 1)
g-adrend( elem van g-ben. Mivel a feladat szerint p?q eleme van, ez azt jelenti,
hogy p? nem g-adrendii elem van benne. Egy p-Sylow részcsoportnak p* eleme
van, tehdt ha a ¢-Sylowok szdma p?, akkor csak 1 db p-Sylow lehet a csoportban.

Ilyenkor ez a p-Sylow a norméloszt6. O
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4.9. Legyen G véges csoport, K <1 G és P a K-nak egy p-Sylow

részcsoportja. Igazoljuk, hogy
(a) G = KNg(P).

Mivel a konjugdlds nem vezet ki a normalosztobdl P egy p-Sylow lesz K -ban.
A normaélosztéban a p-Sylowok egymas konjugéltjai, ezért minden g € G-hez ta-
l4lhat6 olyan k € K, amire igaz lesz, hogy P9 = P*.

Ha gPg~' = kPk~! egyenl6séget balrdl k~!-nel, jobbrdl g-vel szorozzuk, akkor
azt kapjuk, hogy k~1gP = Pk~'g. A normalizator definici6ja szerint igy ponto-
san k~'g € Ng(P).

Ezt atalakitva g € kNg(P). Tehat G = K Ng(P). O

(b) G egy p-Sylow részcsoportja benne van N (P)-ben.

Azonos p-re a G-beli p-Sylowok tartalmzani fogjdk a K'-beli p-Sylowokat.
Legyen P egy p-Sylow K -ban és P az 6t tartalmaz6 GG-beli p-Sylow. Ekkor mivel
P maximalis p-csoport K-ban P N K = P. Miutan K normalosztdja G-nek, P
is Pg normalosztéja lesz.

Ezért P barmely elemére igaz lesz, hogy P elemeivel felcserélhet a normalosztd
tulajdonsdg miatt.

Tehit P C Ng(P). O
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