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El6hang

Sokat foglalkoztam fiatalokkal, gyerekekkel. Vannak dolgok, amik megkdnnyitették a
kommunikéaciomat velilk. Mindig olyan érdekességeket kerestem, amik kicsik, és barmikor
el6 lehet venni 6ket. A Rubik kocka logikai kirakasa utan, 4j hobbit kutatva megismerkedtem
egy-két zsongldrrel. A vidam eldadasuk nagyon megfogott, és azzal a céllal vezérelve, hogy
fel tudom kelteni és le tudom kotni sok ember figyelmét, elsajatitottam egy-két zsonglor
triikkot.

Az elmult nyarak tobbségén Onkéntes segitséget vallaltam gyerektaborokban, év
kozben pedig heti rendszerességgel foglalkoztam altaldnos iskoldsokkal. A foglalkozasokon
eldszeretettel hasznaltam labdékat, s ha szabad perc volt, mindig eljatszottam egy-egy triikkot
a szerény repertoarombol. Hamar kezdtem kifogyni a kdnnyt triikkkokbdl, s mindekozben
felkértek, hogy gyerekekkel, heti rendszerességgel, gyakoroljak labdakat dobalni,
zsonglérkodni. Ehhez sziikségem volt természetesen sok gyakorlasra, és 1j trilkkok
tanuldsara. Gyakoroltam sétalva, buszon, vonaton, villamoson, egyetemen, mindenhol. Volt
szerencsém BKV ellendroket labdazasra tanitani, és jatszottam MAV jegykezelék nagy
oromére. Folyamatosan 1j trilkkkoket tanultam egy zsongldr kollégistatarsamtol, aki felhivta a
figyelmemet tanulas kdzben arra, hogy nem csak elmutogatni tudja a trilkkkoket, hanem mas
szemléltetésre is vannak lehetdségek. Tobb matematikai modellt is ismert, de amatdr
zsongléroknek a leghaszndlhatobbat, egy bizonyos sifeswapnak nevezett rendszer alapjait
mutatta meg nekem, s az egyszer triikkkok ily médon valo leirasaval elinditott az autodidakta
triikkk-elsajatitas felé.

Egy-két fellépés utan észrevettem, hogy képeznem kell magamat a nehezebb triikkok
fele, s a harom labdarol tovabb kell Iépnem nagyobb labdaszamra. A koreografidval sohasem
torédtem, de az egyéb fejlodésekben nagyon nagy segitséget jelentett az elébb emlitett
kodolasi rendszer (siteswap). A régi triikkdket felirva rajéttem, hogy melyik dobds miatt
néhet meg a hibazasi lehetdségem, s azon tal jobban figyeltem ra. Uj triikkoket videok alapjan
kezdtem az elején tanulni, de be kellett latnom, hogy nem tarthatdé az, hogy egy Ot

masodperces trilkkot képkockanként nézzek meg, mert ez megvalosithatd, de nem igazan
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keriiliink kozel a dobasok valddi erejéhez, magassagahoz, igazabol csak a latvanyhoz, és a
kezek helyzetéhez.

Minden tanarképzésben részt vevo hallgatd koteles a BSc-s Alapszak végén egy tanari
témaval kapcsolatos szakdolgozatot irni. Sokat gondolkodtam, hogy milyen témaban kellene
jobban elmélyednem. Jobbara szdmelméleti, algebrai, kevésbé szdmitdstudomanyi témaban
gondolkodtam, ami szervesen kapcsolodik a tanari szakmadhoz. Sokat beszélgettem
szaktarsaimmal, hogy milyen szakdolgozatot irjak, de egyik sem tudott igazabol megfogni.
Miel6tt dontenem kellett a szakdolgozati témamrdl, szokdsomhoz hiven labdékkal a
levegOben sétaltam az egyetemi campuson. A dolgozat otlete akkor fogalmazoddott meg
jobban bennem. Sétalas kozben Osszefutottam Szabd Csaba tandr urral, aki elmesélte az
¢lményeit a zsongloérkddéssel kapcsolatban, és 0sszehozta a matematikaval. Egy-két hét utan
rakérdeztem, hogy mint szakdolgozat-konzulens vallalna-e velem ezt a szakdolgozatot. igy
kezdtem el ebben a témaban mélyebbre asni. Ezlton is szeretném megkoszonni a segitségét és

a bizalmat.
Az alabb levé dolgozat célja egy amatér zsongldr fejlodésének a matematikai

szemléltetése, illetve a késobb hasznalhato triikkk-atalakitasok preciz megalapozasa,

megfogalmazasa, €s egy apro kitekintés a tovabbfejlodés lehetdsége felé.
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1. Bevezetés

A zsonglérkodést figyelve a matematikusok azon kezdtek el gondolkodni, hogy —
bizonyos feltételek esetén — hany zsonglér trilkkk van. Ismerik-e ezeket mind a profi
zsonglorok? Hamar kideriilt, hogy nem! Tobb konnyen kivitelezhetd zsongldr triikkdk vart a
megtalalasara. Itt matematikailag sikertilt felfedezni valami jat.

A dolgozat elején felvazoljuk a zsonglérkddéshez sziikséges minimalis elméleti tudast:
mi a kaszkad, mi a szokokut... A tanulas lehetséges utjai, majd kis zsonglor torténet utan
mélyebb elemzésbe kezdiink.

A siteswapnak hivjuk zsonglér triikkok dobdsmagassag-sorozatat, és adunk par
lehetdséget ennek vizualis tanulmanyozasara.

Amikor a kezek felvaltva mozognak, akkor aszinkron zsonglérkddésrdl beszéliink, és
az id6 ilyen ilitemekre vald osztdsdval, és a dobdsmagassiagok segitségével definidljuk az
egyszerll zsonglér sorozatokat. A zsongldr sorozatok vildgosabb ismeretéért fliggvényként is
definidljuk, aminek a segitségével az egyszeri zsonglér trikkok labdaszamat is
megallapithatjuk.

A jatszhatdsaggal kapcsolatban tobb tételt is megfogalmazunk, és ezek segitségével
algoritmust is adunk jatszhatosag ellenérzésére. Uj triikkkok létrehozasat szabalyokkal
iranyitjuk, melyek kellékszam-valtoztatds esetén konnyithetik a triikk elsajatitasat. Belatjuk,
hogy kellékszamtartd transzformaciok segitségével a kaszkadokbdl és szokdkutakbol minden
zsonglor triikk eldallithatd. A gyakorlati zsonglorkddés szempontjabol 1ényeges, triikkkok
folyamatos jatszasaval ujabb triikkoket készithetiink. A trikkkdket, mivel nem lehet
mindegyiket egymas utan lejatszani, sszefiizziik.

Mindezek utdn izelit6t adunk a multiplex, illetve a szinkron zsonglorkodésbol:
példakkal, egyszerlibb allitasokkal, és jatszhatosdgukkal. Befejezésiil rovid kitekintét adunk,
hogyan lehet tobb zsongldért megjeleniteni a jatéktérben.

A dolgozat fonalat, olvasas kozben, nem szerettiikk volna tobbszor megszakitani, ezért
a hivatkozasok a dolgozat végén, egy helyen talalhatok meg. A dolgozat elkészitésé¢hez ezeket

¢és csak ezeket hasznaltuk.



2. Altalanos

2.1. ZsonglOr gyakorlat

Aki még sohasem zsonglérkodott, annak meglepd lehet, hogy a zsonglérkodés
definialhatd, s a definicidja nem is egyértelmii. Tobb kérdésre is valaszt kell adni eldtte:

Hany targyra van sziikségiink?

Milyen targyak ezek?

Mit tesziink ezekkel a targyakkal (kontaktzsonglérkddés)?

A sok definicio kozil mi ezt valasztottuk:

Definicio: A zsonglorkodés olyan targy-manipulacid, mely soran a zsonglér a kezei

segitségével tartja a levegOben a zsongldrkellékeket, és ezt le is lehet irni.

A targyak mindségével nem foglalkozunk, a konnyebbség kedvéért feltessziik, hogy
labda.

El6szor tekintsiink at néhany alap-triikkot. Ha harom labda oo-t ir le a levegdben, akkor
azt kaszkadnak nevezziik; ha paros szamu labdaval jatszunk, akkor felével zsonglorkddiink az
egyik, ill. a masik keziinkben, korokben, ezt székokumak hivjuk. A szokdkutat kétféleképp
lehet eljatszani: vagy szinkronban, amikor egyszerre mozognak a kezek, vagy aszinkronban,
ekkor felvaltva. Egy masik triikk, ami a zsonglérkodés felé nagy motivaciot jelent, a koszoru,
ekkor a jobb kézbdl feldobjuk a labdat magasan a bal kézbe, a bal kézben levd labdat pedig
gyorsan, alacsonyan a jobb kézbe. Ez harom, vagy tobb labddnal mar nagyon nehéz, sokkal
nehezebb, mint a kaszkad, vagy a szokokut ugyanannyi labdéaval. Ezeket a triikkoket az elsd

harom abran szemléltetjik.



1. 4bra: kaszkad 2. abra: szokokut 3. 4bra: koszoru

Ha az alapkoncepciot nézziik, akkor az egyszeri zsonglorkodésnél egy kézben
egyidejiileg csak egy labda lehet. Multiplex zsonglérkodésnek nevezziik azt, ha tobb labda is
lehet egy kézben egyszerre.

2.2. Zsonglor torténet, kezdd matematika

A zsonglérkddés nagy multra tekint vissza: az egyik legkorabbi feljegyzés az okori

Egyiptombdl valo, egy sir falarol (4. abra), keletkezése Kr. e. 1994 és 1781 kozé tehetd.

4. abra: egyiptomi sirrajz

Kinai, ir, zsid6, gordg irasok bizonyitjak a zsonglérkddés mar Krisztus el6tti jelenlétét.
Ismert, hogy a romai idok alatt mar elterjedt volt, és az eldadémiivészeket latinul joculatores-
eknek nevezték, a francia jongleurs-bol pedig megsziiletett a vilagszerte elterjedt zsonglér

megszolitas.

Az elsé ismert zsonglorkodéshez kapcsolodd tételek Claude Shannon nevéhez
kothetok: Shannon tételeiként valtak ismertté. A tételek tobb zsonglérkodé fogalmat
hasznalnak, mint példaul a labda repiilési ideje (F), a labda kézben tartasi ideje (D), és az 1do,

amig a kézben nincs labda (V).



Definicio: Az uniform zsonglorkodés olyan egyszeri zsonglérkddés, ahol D, F és
V mind alland6 a zsonglérkddés kozben.

Ez a definici6 mar alkalmas valddi zsonglor triikkok meghatadrozasara: tartalmazza a
kaszkadokat és szokOkutakat is. Manapsag mar ezt az elméletet felvaltottak szemléletesebb
fogalmakat hasznald, a zsongldr triikkkdket mas iranybol megkdzelitd jelolésrendszerek és

zsonglor-elméletek.

A siteswap, amirél ez a dolgozat szol, segit rovid leirast adni egy matematikai
konstrukcioval arra, hogy zsonglorok képesek legyenek zsongldr triikkkoket alkotdelemeikre
bontani, egy-egy régi triikkk nehézségét feltarni, 0 trilkkkoket felfedezni, régi triikkkokbdl )
trikkoket alkotni.



3. Siteswap

Zsonglor trikkkoket sokféleképpen le lehet irni, de valahol mindig meg kell hizni a
vonalat a kifejezéerd és a tomorség kozott. Szoveges, videds leirdsokkal ellentétben a
siteswap egy nagyon tomor jelolésrendszer.

Elsé pillantasra egy furcsa, szamokbdl, betiikbdl és kiilonféle zardjelekbdl allo kodnak
tinik (mert ilyen pl.: <2|3p><2p|3><[3p/2]|3p><3|3>), de kideriil, hogy egész egyszer
megérteni. Kis gyakorlas utdn barki szaméra hasznalhat6, és a leirds alapjan a triikkok
megtanulhatok. Formatuma elég kotott ahhoz, hogy szamitdégépes zsonglor-szimulatorok is

fel tudjak dolgozni (mint pl. a Juggling Lab, Jongl,). A tdmorség hatranya viszont, hogy a

jelolésrendszer nem mond semmit a dobasrol és az elkapasrol (kezek helyzete, elkapas
modja), se a kellékrdl (hanyat pordiil a buzogany a levegdben). Csak arro6l szol, hogy mikor,
melyik kézzel kell a kelléket eldobni, melyik kézbe esik le, és hany litem mulva dobjuk fel
ujra. A tobbi mar a zsongléron all: a dobés lehet sima kaszkdddobas, hat mogotti, f6ldrol
pattintott, bizonyos kellékeknél akar a fej f616tt megporgetett helikopter rotor is. © A 1ényeg
csak az, hogy a dobas végén a kellék a megfeleld pillanatban, a megfeleldé kézbe keriiljon.
Ebbdl a szempontbdl nézve a siteswap elég minimalista, a teljesen kiilonb6zdnek latszo
haromlabdas kaszkad és mills-mess trilkkkok leirdsa példaul ugyanaz. Ez persze semmit sem
von le abbdl a ténybdl, hogy jo mulatsag (el tudjuk-e zsonglorkddni a telefonszdmunkat),
segit a bonyolultabb triikkkdk részekre bontasdban, ¢s remek kiindulasi alap lehet Gtletek

megvalositasdhoz.

A legegyszeriibb vanilla siteswapbol (egyszerti zsonglér trikkkokbol) kiindulva
Iépésenként vezetjilk be a multiplex, a tobb zsonglérds, passzolgatos triikkok leirasdhoz
sziikséges eszkozoket. A megértéshez sziikség van némi zsonglor tapasztalatra (mi a kaszkad,

a koszoru vagy a szokdkut) és csipetnyi matematikai érzékre.

3.1. Zsonglorkodés szoloban, aszinkron dobasokkal

A jeldlésben fel kell tenniink, hogy az id6 fel van osztva egy sor kiilonallo iitemre.
Ezek az iitemek szabalyosan helyezkednek el egymashoz képest. A jelolés barmilyen kellékre

jO, de mi mindig labdakra fogunk hivatkozni. Feltessziik, hogy a labdakat egy kéz kapja el, és


http://zsonglor.csokavar.hu/tricks.php
http://zsonglor.csokavar.hu/simulator.php
http://zsonglor.csokavar.hu/szimulator/
http://www.jongl.de/

egybdl tovabb is dobja (azaz a dobas és az elkapas ugyanarra az iitemre esik). Igy
megfogalmazhatjuk a kdvetkezd definiciot:

Definicio: Az id6 szabalyos felosztasanak egységeit titfemeknek nevezziik

A legegyszeriibb esetben a zsonglér egyediil jatszik, és felvaltva dob a bal és jobb
kezével: B-J-B-J. Ez torténik példaul a kaszkadnal, de sok mas triikkknél is. Egy sorozatot ugy
irunk le, hogy mindegyik dobédshoz hozzéarendeliink egy nem-negativ egész szamot. Ez az
egész szam: ,,az litemek szdma, mieldtt a labdat megint feldobnank™. A dobas magassdganak
nevezziik ezt az egész szamot, és H-val jeloljiikk. Amig a zsonglor mintdkat nem definialjuk,
addig feltessziik, hogy a zsonglor 6rokké jatszik. Ez eredményezi a kdvetkezo definicidkat.

Definicio: Az iitemekhez hozzarendelt nem negativ, egész szdmokat
dobasmagassdagoknak hivjuk. Nagysagukat az hatarozza meg, hogy hany iitem mulva lesz a
feldobott labda jbol a keziinkben.

Definici6: Egyszerii zsonglor sorozaton dobasmagassagok egy sorozatat értjik:
(....H-1,Ho,H1,Ha,...).

Ezek az egész szamok a haromlabdas kaszkad esetében minden dobdsnal 3-asok
lesznek. (Ha nem tudjuk elképzelni, probaljuk ki! Fogjunk két labdat és egy jol Osszegyurt
zoknit a keziinkbe. Kezdjiik a kaszkadot a zokni feldobasaval (elsé dobas), és szamoljuk meg,
hanyadikra dobjuk fel Gjra. Remélhetoleg négyet kapunk, ha nem, akkor vagy a kaszkaddal
volt a baj, vagy nem jol szamoltunk, ugyhogy probaljuk ujra. Mivel 4 - 1 = 3, a zoknit hdrom
titem mulva dobtuk fel masodszor). A kaszkad szép szimmetrikus minta, ezért ugyanigy 3
lesz a kiilonbség, ha a zoknit elészor a masodik, vagy a harmadik iitemben dobjuk fel.
Nézziink most egy masik triikkot, a szokokutat. Itt négy labdaval zsonglérkodiink, €s a fenti
zoknis mddszer minden dobdsra 4-et ad. A B-J-B-J ritmusbol kovetkezik, hogy az elkapd
(azaz a kelléket legkozelebb feldobd) kéz paros szamokra valtozatlan (mindig ugyanabbol
dobjuk fel a zoknit), paratlanokra pedig felvaltva a bal és a jobb kéz. Ebbdl kovetkezik a
kaszkadok oo alakja €s a szokdkutak két karika alakja.

gy az iitemek segitségével minden magassaghoz hozzarendelhetiink egy dobast a
kovetkezOképpen. A 0 egy nem-dobas, azt jelenti, hogy az adott litemben nincs kellék a
kézben. Az 1 gyors vizszintes dobas; ezt a kelléket dobjuk el a kdvetkezd iitemben is, de a
masik kézbdl. (A gyakorlatban példaul a koszorunal fordul eld.) A 2 azt jelenti, hogy a
kelléket ugyanabbol a kézbdl fogjuk eldobni a kovetkezd litem utan. Tulajdonképpen egy
nagyon alacsony dobasként is felfoghatd lenne, de ezzel a keziinkkel addig mar nem

csinalunk semmit, mert a B-J-B-J ritmus miatt nem eshet a kézbe ezalatt semmi mas. Igy azt



mondhatjuk, hogy 2-esnél a kelléket nem dobjuk fel, csak a keziinkben tartjuk. Ezeknél
nagyobb paratlan n-ekre a dobds olyan, mint az n labdas kaszkad egy dobésa (4&tmegy a masik
keziinkbe). Parosakra pedig olyan, mint az n labdas szokdkat dobdsai (nem megy at).
Megallapodas szerint a 9-nél nagyobb dobasokat az dbécé kisbetliivel jeloljiik a=(10), b=(11),
c=(12) stb.

Egy zsonglér sorozat végtelen hossza lesz, de mi, ha zsongldr triikkkre gondolunk,
akkor periodikusnak, ujra megismételhetdonek akarjuk. Az (..., 5, 3, 1, 5, 3, 1,...) zsonglor
sorozatbdl példaul ezt az informdaciot ki tudjuk fejezni azzal, hogy éppen a legrovidebb
ismétlodot irjuk le. A konvencid az, hogy egy periddus magassagai koziil mindegyiket leirjuk
a mintaban, anélkiil, hogy vesszdokkel, vagy zarojelekkel veszéddnénk: HoH H,...Hq4-;. Példaul
(..5,3,1,5,3,1,...) ;== 531.

Ezek alapjan megfogalmazhatjuk a kovetkez6 harom definiciot:

Definicio: Egyszerii zsonglor triikkon véges hosszii egyszerli zsonglor sorozatot
értlink. Ez a vanilla siteswap.

Definicio: Egy egyszerli zsonglér sorozat periddusai azok az egyszerli zsonglor
triikkok, melyeket végtelen sokszor megismételve a sorozatot kapjuk. A peridodusok koziil a
legrovidebb a sorozathoz tartozé egyszerii zsonglér minta (vanilla zsonglor minta).

Definicié: Az egyszerli zsonglOr triikkk sossza a benne szerepld iitemek szama.

Az egyszerli zsonglér minta mindig olyan, hogy a végén megallas nélkiil folytathatjuk
az elejérdl. Egy ilyen minta leirja az informdacid egészét, amire sziikségiink van, hogy
jatsszuk, ill. ismételjik. A periddusok ismétlése miatt fel tudjuk tenni, hogy egy minta
barmilyen ciklikus permutdcioi még mindig ugyanazt a sorozatot adjak, példaul a 441 ilyen
modon ugyanaz 144-ként és 414-ként; mindazonéltal a mintdk kozti kiilonbségnek fontos
jelentésiik van néhany alkalmazasban, példaul majd a kellékszdmtarto transzformacioknal.

Abrazolni tudjuk ezeket a sorozatokat diagramon, egy szemléletes méodszerrel: Példaul

az 5. dbran a 441 zsonglor triikkk képe:

4 4 1 4 4 1 4 4 1 4 4

5. abra: a 441 zsongl6ér minta képe



3.1.1. Néhany haromlabdas zsonglér minta

3 — kaszkad

51 — koszora, egy 5-6s majd 1-es dobas
441 — kicsit dobozszer( triikk

55500 — villanas, avagy flash

50505 — snake, vagy kigy6

60 — harom labda egy kézben, a masik kéz iires

3.1.2. Fiiggvénydefinicio

A fent definilt vanilla siteswap egy gyakorlati jelolés. A tovabbiakban bevezetiink
egy olyan definiciot, amely hasznosabb az elméleti tételek megoldasahoz, és végtelen
sorozatokra is konnyen alkalmazhato.

Definicio: Egy zsonglér sorozat zsonglor fiiggvénye f, egy egész szamokon
¢és f(t) > t minden t egész szamra ugy, hogy a t ilitemben feldobott labda f(t) idépontban
érkezik vissza.

Tehat az f fliggvény értéke x helyen y, ha az x-edik litemben dobunk fel labdat, és a
kovetkezd alkalommal az y-odik iitemben dobjuk fel ugyanazt, egyébként a fliggvény értéke
x, azaz nem dobunk fel labdat. A haromlabdéas kaszkad fiiggvénye az f(x) = x + 3; a
négylabdas szokokut fiiggvénye az f(x) = x + 4, a haromlabdéas koszorué¢ pedig az, ami
parosakra x + 5 —0t, paratlanokra pedig x + 1-et ad.

Jegyezziik fel, hogy ezek a fliggvények milyen particidkra osztjak az egész szamokat,
példaként tekintsiik a haromlabdas kaszkad és koszoru fiiggvényeit. A kaszkad a {{...,—6,—3,
0, 3, 6,...}, {....7 5,2, 1, 4, 7,..}, {...—4,—1, 2, 5, 8,...}} particiokat adja. A koszoru a
{{..,6,-1, 0, 5,6, 11,...}, {..,-54, 1, 2, 7, 8,...}, {....73,72, 3, 4, 9, 10,...} } particiokat
hatarozza meg.

Vegyiik észre, hogy a df(t) : = f(t) — t fliggvény pontosan a dobasmagassagokat adja.

Definicié: Egy f zsonglor fiiggvény periodikus, és d a periddusa (azaz zsonglor triikk
fliggvénye), ha 1 = j mod d esetén df(i) = df(j) minden i, j egész szdmra.

Ez a definici6 0sszhangban van a siteswap jeloléssel, hisz egy periodus alatt leirt
dobasmagassagokkal (df(t)) pont egy zsongldr triikkkot kapunk. A fiiggvény bijektiv, ezért
legfeljebb egy labda eshet le egy litemben, emiatt van korlatozva egyszerli zsonglor

sorozatokra.



Definicié: Legyen f zsonglor fliggvény. A labdak szama megegyezik azzal a szdmmal,
ahany particidra osztja a fliggvény az egész szdmokat.

Ezek alapjan megfogalmazhaté az elsd, fliggvényeket alkalmazd és akar végtelen
sorozatokat is jellemzd6 tétel.

Tétel: Legyen f zsonglor fliggvény, €s tegyiik fel, hogy a df(t) magassagfiiggvény nem

negativ és korlatos. Ekkor a zsonglér sorozat kellékeinek a szadma:

kellékszam( f) = lim|j|—ac Tl

, tovabba
a hatarérték minden I = {a, a+1,..., b}-re vonatkozik, ahol I részhalmaza az egész szdmoknak.
Bizonyitas: A tétel bizonyitasa hasonlé a kovetkezd fejezetben kovetkezd
atlagszabaly bizonyitasédhoz.
Az atlagszabaly kimondasaval mind a fliiggvénydefiniciot, mind a végtelen zsonglér
sorozatokat mell6zve attériink az egyszerii zsonglor trilkkkok kellékszaméanak megallapitasara,

majd jatszhatosagara, transzformaciodira.

3.1.3. Atlagszabaly

Ennél a pontnal a matematikusok azon kezdtek el gondolkodni, hogy — bizonyos
feltételek esetén — hany zsonglor triikkk van. Ismerik-e ezeket mind a profi zsonglérok? Hamar
kideriilt, hogy nem! Olyan egyszerii zsongldr sorozatokat sem ismertek, mint pl. a 447 vagy
az 12345. Matematikailag fedeztek fel valami gjat.

Felmeriilt a kérdés, hogy minden szamsorozat zsonglor trikkk-e. A valasz egy részét a
kovetkezo tétel adja meg:

Tétel: Atlagszabaly. Tetszoleges zsonglér triikkben a dobasmagassagok atlaga éppen
a labdak szama, tehat egész szam.

Bizonyitas: Tekintsiink, az egyszeriiség kedvéért, egy tetszéleges egyszerti zsonglor
mintat: HyH;H,...Hq-;. A d hossziisdgli mintdban a labdak repiilési idejét (iitemeit) nézziik két
aspektusbol, ha a labdékat kiilon nézziik, akkor Ho+H;+H,+...+Hy4-; magassagokat repiilnek.
A p labda mindegyike pontosan d {itemig van a levegOben, s ha egyiitt nézziik 6ket, akkor az
elézd Osszeg megegyezik a pd szorzattal. Atszorzassal a labdak szama pontosan a
dobasmagassagok atlaga lesz.

Definicio: A szdmsorozatok koziil a valoédi zsongldr sorozatokra a tovabbiakban azt

fogjuk mondani, hogy jdtszhatok.
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Az egyetlen szambdl all6 mintdk jatszhatok. Tulajdonképpen az ,,n labdéas” kaszkad-,
illetve szokdkut trikkkokrdl van itt sz, meg persze a 0-rol, ami nem-zsonglérkodést jelent, az
1-r6l, ami egy kellék oda-vissza dobaldsa egyik keziinkbdl a mésikba, és a 2-rél, ami egy-egy
kellék tartdsa mindkét keziinkben. (Ki mondja, hogy zsonglérkédni nehéz?) Ha egy
szamsorozat csupa egyforma szambdl all, azt mondjuk rd, hogy homogén sorozat, homogén
triikk. Ezek is mind jatszhatok, és megegyeznek a megfeleld minta megfeleld szdmu
ismétlésével.

Tehat a jatszhato trilkkokben szerepld szamok atlaga egész, s ennek a jelentése is
fontos, mert ennyi kellékre van szilikség a trilkk végrehajtasdhoz. A 76 atlaga példaul 6,5, ami
nem egész, tehat a 76 nem jatszhatd. Viszont a 75-re 6-ot kapunk, tehat hat labda kell hozza.
Altaldban sajnos még az atlagszamitas sem elég, van ugyanis olyan szamsorozat, aminek az

atlaga egész, de mégsem jatszhato.

3.1.4. Vanilla jatszhatosag

Allitas: Egy egyszerii zsonglér triikkk (vagy minta) jatszhato, azaz vanilla siteswap, ha
nem esik két, vagy annal tobb dobas egy litemre.

Tétel: Az el6bbi allitas ekvivalens azzal, hogy ha { i + Hi mod ) : 1 €gész} halmaz az

Bizonyitas: Legyen HoH H»...Hy4-| egy tetszdleges egyszerii zsongldr minta. Az, hogy
nem esik egynél tobb labda egy kézbe egyik litemnél sem, az pont az jelenti, hogy a
halmaznal, ha i az iitem és H; (mod -t adjuk hozzd, mint az ilitemhez tartozé megfeleld
dobasmagassag, akkor egyetlen egész szam sem all eld kétszer, igy az egész szamokat
onmagdra képeztiik. A vissza-irdny ugyanez, mivel nem 4ll eld egyik egész szam sem kétszer,
igy mindig csak maximum egy labda kertil az adott iitem sordn a kézbe.

Egy hasznalhatobb format nyujt a tovabbiakban a kdvetkezd tétel:

Tétel: Tekintsiink egy nem-negativ egész szamokbol allo tetszdleges AjA;...Aq
sorozatot. Ez a sorozat pontosan akkor jatszhato zsongldr triikk, ha teljesiil az alabbi feltétel:

Az Ai+1, Ayt2,..., Agtd szamok teljes maradékrendszert alkotnak modulo d.

Ha triikk nem all el6 egy rovidebb sorozat periodikus ismétléseiként, akkor a zsongloér
triikkk zsonglér minta.

Bizonyitas: Ez ekvivalens az el6zd tétel allitdsdval, mert itt a maradékosztalyok

crer
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szamok lesznek. Az ilyen legrovidebb sorozatok pedig természetesen zsonglér mintéat

alkotnak. Ez alapjan egy egyszerii ellendrzést, algoritmust kapunk sorozatok jatszhatdosagat

illetéen.

3.1.5. Jatszhatdsagi algoritmus

A dobésok egy sorozataban, mindegyik iitemben egy labdat kell megfogni, hogy
dobhassuk a kovetkez6 iitemben. E tényen alapul az aszinkron triikkkok jatszhatosaga. Ugy
kell ellendrizni egy szamsorozatot, hogy siteswap-e, hogy a megfeleld szdmot irjuk az utana
levé megfeleld szamu {itemt ald Ggy, hogy leszamoljuk a dobasmagassagot és az utolso,
szamolt litem ald irjuk. Ezt az algoritmust kovetve minden szam alatt pontosan egy szamnak
kell szerepelnie. Ez biztositja, hogy egy labda van mindig a kezlinkben (nem nulla és nem
kettd vagy tobb), s ez is a megfeleld iitemben. Ha a szdmsorozatban van 0, akkor alé kertil a 0.

Tekintsiink egy példat, vajon vanilla siteswap-e az 51234 szamsorozat

1234 351234 51234 351234 351234
1 51 2 531 2 53142

Mivel minden szam ald pontosan egy szam keriilt, igy az 51234 jatszhatd. Mellesleg

S
S

h

megjegyezendd, hogy ezzel az 51234 is érvényes siteswap.

Nézziink még egy példat, amelyre érvényes az atlagszabaly: 55235

55235 55235 55235 55235 55235
5 55 55 2 55 2 55 2
3 3 5

Ebbdl az kovetkezik, hogy az 55235 nem jatszhat6 (mert a kettes és az 6tds litemben

kett6 labda van a kézben, a harmas és négyes litemben pedig egy sem.)
A jatszhatésagi algoritmussal nemcsak zsonglor trikkok jatszhatdosaga, hanem

végtelen zsongldr sorozat jatszhatdsaga is ellendrizhetd. Példaként figyeljiikk meg, hogy a 333-

bol probléma nélkiil atjatszhatunk a 441-re:

veeenn 333441441.......
e 333144144......

Az algoritmus helyességét, azaz a jatszhatosag ellendrzését, a maradékosztalyokat

hasznalo tétel igazolja.
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3.1.6. Kellékszamtarto transzformaciok

Most bevezetiink szabalyokat, amivel meglevé zsongldr triikkkdkbdl uj trikkkoket
hozhatunk létre. Ezek a sziikséges kellékek szamat nem valtoztatjdk (mert az atlag allando
marad), viszont megvan az elényiik, hogy jatszhat6 trikkkokbdl kiindulva jatszhatékat hoznak
1étre.

Ismétlési szabaly

Mar emlitettiik, hogy a trilkkok végére érve a triikkkdk zsonglérkodése az elejérdl
folytathat6. Ez az ismétlési szabaly. Példaul a 3 siteswapbol 33, 333 stb. nyerhetd, vagy az
51-b6l 5151, 515151, stb.

Ciklikus forgatasi szabaly

Egy sorozat utols6 eleme az elsé elem elé vihetd. A szabaly alkalmazaséaval az 55500-
bol a 05550, 00555, 50055 és 55005 leirasok szarmaztathatok.

Figyeljiik meg, hogy ez nem okoz Iényeges valtozast a trilkkdn, hiszen csak a
kezdofazist valtogatja. Gyakorlatban a leirast ugyis ciklikusan ismételhetjiik (az ismétlési
szabaly értelmében), ezért teljesen 1ényegtelen, hogy mi volt az elsé dobas.

Jelolés: (HoH H,...Hg-1)" : = Ha-1HoH;...H, = H O H H%...H 1.

A trikk ¢és transzformaltja pontosan ugyanakkor jatszhato, és természetesen
ugyanannyi kellékre van szlikség mindkét triikkk esetében.

Utemcsere

A sorozat jatszhatosdga azon mulik, hogy minden iitem elején kell, hogy legyen egy
(és csak egy) éppen leesd labdank, amit abban az {itemben fogunk feldobni. A 333 esetén az
elsé litemben eldobott labda a negyedik iitemben érkezik meg, a masodikban eldobott pedig
az 6todikben. Ha a harmas dobas helyett az elsé litemben négyest dobunk, a masodikban
pedig kettest, akkor az eldszor eldobott labda az 6todik iitemben fog leesni, a méasodszor
eldobott pedig a negyedikben esik le. Igy a két labda beérkezésének iiteme felcserélédik. Ezen
kiviil mas nem torténik, tehat tovabbra is jatszhato trilkkot kapunk: mindig lesz mit feldobni,
¢és egyszerre nem esik le tobb labda. Ez egy egyszerli példa volt az {itemcserére.

A szabaly a kovetkezd: egy siteswap leirasban két szomszédos szdm ugy cserélhetd
fel, hogy az elérehozott szamot eggyel megndveljiik, a hatravittet pedig eggyel csokkentjiik.
(0 ala természetesen nem szabad menni.) Igy tehat a 333-bol a 423 majd a 441 is

szarmaztathato.
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http://zsonglor.csokavar.hu/juggle.php?pattern=51&window

Ez altalanosabban ¢és preciz jeloléssel:
(HoH H,... Hg- ¥ : = HY¥* (H™ \H™*,.. . H™* 4| ahol a
Hj'kj :=Hy + k—_]
Hj'kk : :Hj +j -k
Hj'ki = Hi

A fenti gondolatmenet alapjan a triikk €s transzformaltja pontosan ugyanakkor
jatszhato és ugyanannyi kellékre van sziikség mindkét triikkk esetében.

Konkrétabban fogalmazva, ha két nem feltétleniill szomszédos szamot akarunk
megcserélni, a balra mozgd szam minden lépésnél eggyel nd, a jobbra mozgd pedig
1épésenként eggyel csokken. Erre példa, hogy az 51234-ben az 5-0s és a 2-es dobasmagassag
megcserélésekor a 2-es kettdvel mozdul balra, igy 4-es lesz, az 5-0s pedig kettével mozdul
jobbra, tehat 3-as lesz. Igy a végeredmény: (51234)°* = 41334.

Képi illusztracioként a 6. abran pedig a (4444)™' = 5344 transzformécié diagramjai:

5 3 4 4

5. 4bra: a (4444)*'=5344 transzformacié diagramjai

Meg kell emliteni, hogy a siteswap leirds a nevét a harmadik szabalyrol kapta: a
siteswap sz6 magyarul iitemcserét jelent. Az egyszeriiség kedvéért a trikkkokre altalanos
jelolést vezetlink be: H : = HoH;H,...Hq-1. Ezen koncepcid mellett a két kellékszamtarto és
hossztarto szabaly jelolése: HY, illetve H.

A fenti szabalyok alkalmazasaval az adott szdmu kellékhez tartozo Osszes jatszhatd

siteswap leiras levezethetd. A kovetkezd algoritmus szolgal ennek bizonyitasara.
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3.1.7. Homogenizal6 algoritmus

Legyen adott egy ApA;...A4-1 nem negativ egész szamokbol allé sorozat. Az alabb
részletezett algoritmus alapjan atalakitjuk a szamsorozatot. Az algoritmusban hasznalt
transzformaciok tulajdonsdgai miatt a bemeneti sorozat pontosan akkor jatszhato, azaz
zsonglor triikk, ha a kimeneti sorozat is.

1. Ha ez egy alland6 sorozat, azaz Ag= A = ... = A4-1, akkor megall az algoritmus ¢és
kiadja ezt a szamsorozatot. Kiilonben 2-esre 1&p.

2. Legyen m : = max(A;). A ciklikus forgatasi szabalyt kell alkalmazni, amig Ay = m
és A% <m.

2.1 ha A% és A°; kiilonbsége 1, akkor kiadja ezt a szdmsorozatot és leallitja az
algoritmust, mert az Ag — 1 = A; egyenlet a labdék iitkozéséhez vezetne, tehat az innen
kijovo sorozatok és igy a kiindul6 sorozataik sosem lesznek zsonglér triikkkok

2.2 A°-t atnevezi A-ra és a legvégén 3-asra 1ép
3. Transzformalja A-t A%'-gyé. Ezek utan A%'-t 4tnevezi A-ra és 1-esre 1ép. Ez a 1épés

csOkkenti a sorozat maximadlis elemeinek a szadmat, vagy a maximalis elem nagysagat.
Valojaban elvesziink a legmagasabb értékbdl 1-et a sorozatban, és hozzaadunk 1-et egy olyan
értékhez, ami legalabb 2-vel kisebb a legmagasabb értéknél. Tehat ennek az algoritmusnak
véges szamu 1épésben kell véget érnie.

Allitas: Egy jatszhato, egyszerli zsonglér triikk, azaz egy vanilla siteswap esetében a
végeredmény az allandé szdmsorozat.

Példak az algoritmus illusztralaséra:

441 ' 4141234423 ! 333 5131243 ! 432

A masodik példa azért nem jatszhat6, mert tobb labda esne egy kézbe egy iitem alatt.
Most mar megfogalmazhatjuk a fejezet elétt felvazolt tételt:

Tétel: Minden zsonglor triikk eldallithatd a megfeleld hosszisagl homogén sorozatbol
ciklikus forgatési szaballyal, és litemcserével.

Bizonyitas: A homogenizal6 algoritmus, mikor egy zsonglor triikkkre alkalmazzuk, az
ugyanolyan hosszu homogén triikkkel végzddik. Az algoritmus 1épésein visszafelé, a kivant

szamsorozathoz, azaz a kivant vanilla siteswaphoz ériink.
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3.1.8. Trukkok fizése

A zsongldérkodés nagyon fontos tulajdonsaga, hogy triikkokbol, mintak lejatszasabol
all. Jaték kozben mintakat ismételiink, és mas mintakat jatszunk egymas utan. Két minta nem
minden esetben lesz kozvetleniil jatszhaté egymds utan. Végtelen sorozatokkal dolgozunk
egyelore. Tekintsiik a kovetkezé példakat: a 3 minta sorozata utan a 441 minta sorozatanak
lejatszasaval 0j zsonglOrsorozatot kaphatunk: ...333441441... '(el6tte €s utana feltessziik,
hogy mar jatszhato). Felmeriil a kérdés, hogy jatszhatdo marad-e. Nincs semmi meglepetés,

hisz mar lattuk, hogy az 0j zsonglérsorozat jatszhat6 lesz.

veeee 333441441... ...
ceeee 333144144... ...

Nézziink egy ujabb példat. Jatsszuk a 3 minta sorozata utdn az 504 minta sorozatat. A

jatszhatosagi algoritmus itt egy nem jatszhat6 sorozatot detektal:

vee e 333504504......
e 333 054054......
0

A jatszhatosag megjavitasara is a jatszhatosagi algoritmust, illetve az algoritmus utan
megmarado képet fogjuk hasznalni. A masodik minta elsé reprezentansat fogjuk atalakitani,
hogy az algoritmus altal készitett kép masodik sordban az iires helyeket betoltsiik. A mintak
kellékszamdnak megegyezése miatt pontosan annyi tobbszords ilitemiink van, amennyi
kikiiszobolésre varo iires litem. A példankban egy 3-as €s egy 0-4s dobas esik egy iitemre. Két
kézenfekvo lehetdséglink van: vagy a 3-as, vagy a 0-s dobast az iires litembe dobjuk, jobban
mondva ott kapjuk el. A kdvetkezd képen a 0-as dobasmagassagot valtoztattuk 2-esre, €s igy

atjatszhatova tettiik a két sorozatot:

veeenn333524504......
vee e 3332054054......

Meg kell jegyezniink, hogy a fent részletezett atalakitds a kellékszdmot — a

fiiggvénydefinicional kimondott, kellékszamra vonatkozd tétel szerint — nem valtoztatta meg.
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Két triikk Osszeflizését az el6zd két sorozat mintdin keresztiil fogjuk szemléltetni. A
jatszhatosagot ismét a jatszhatosagi algoritmussal latjuk be. A 333504 nem jatszhato (a fenti
végtelen esetbdl kovetkezik). Hasonld technikdhoz folyamodunk, mint a végtelen zsongldr
sorozatok esetében: a 333504504 szamsorozatot alakitjuk at. Els6 atalakitdsunk ugyanaz:
333524504. Ezzel az atalakitissal viszont az atlagszabalyt és a jatszhatdsagi algoritmus
szabalyait is megszegtilk. Ennek korrigdldsara be kell iktatnunk még egy litemet, és az
atlagszabaly 1-es dobasmagassdggal adja ki legrovidebben a megfeleld kellékszamot. Ez

alapjan jogos a kovetkezd siteswap megalkotésa:
3335245041
1543332054
Mindemellett természetesen meg kell emliteni, hogy a lezard, 1-es dobas elétt még
tetszOleges szamu 504 minta zsonglérkodhetd el. Ez a valtoztatas nem egy recept, mindig a

triikkoktdl fiiggden konstrudljuk meg az atalakitasokat. A triikk atalakitdsdhoz, és lezdrasdhoz

sziikséges dobasokat diagram segitségével lehet a legszemléletesebben megsejteni.

3.1.9. Kellékszam-valtoztato transzformaciok

Most bevezetiink olyan szabalyokat, amivel meglevé zsonglér mintakbol ¢és
sorozatokbdl 1) sorozatokat hozhatunk I1étre. Ezek a sziikséges kellékek szamat
megvaltoztatjadk (Ggy, ahogy az atlag valtozik), viszont megvan az eldnyiik, hogy jatszhato
sorozatokbol kiindulva jatszhatokat hoznak létre. Izelitdiil mutatok egynéhany példat, de itt
nem végzek teljes elemzést.

Egyedi hosszmanipulacio

Egy sorozat jaszhatosagat nem valtoztatja az a transzformacio, amely a sorozat egy
dobasmagassaganak nagysagat a sorozat hosszaval megnoveli, illetve lecsokkenti (tgy, hogy
természetesen 0 ald ne menjen egyik dobasmagassag sem). Példaul: 55555—55505—50505.

Univerzalis hosszmanipulacio

Egy sorozat jaszhatosagat nem valtoztatja az a transzformacio, amely a sorozatban
minden dobasmagassagot 1-gyel ndvel, vagy 1-gyel csokkent (ugy, hogy 0 ala ne menjen egy
dobasmagassag sem). Példaul: 441—552, 42—53, 0—3.

A labdék szdma mindkét esetben az atlagszabaly értelmében valtozik. A két szabaly
ellendrzését a jatszhatosdgi algoritmussal konnyen lehet rekonstrudlni. Most mar a

kellékszamtarté transzformaciokkal egyiitt a 0 nem-zsonglérk6désbdl barhova eljuthatunk. ©
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Korabban beharangoztuk, hogy a siteswap segit a bonyolultabb trilkkkdk részekre
bontdsédban. Ez szoros 0sszhangban van azzal, hogy minél nagyobb dobasok szerepelnek egy
siteswap leirasban, annal nehezebb a triikkk. Gondoljuk csak meg: az 5 nem mads, mint az
otkellékes kaszkad, amit sokaknak honapokig tart elsajatitani. Ugyanakkor a flash (55500)
pontosan ilyen 6tds dobasokbdl (meg némi sziinetbol) all, de az atlagszabaly alapjan csak
(5+5+5+0+0) / 5 = 15 / 5 = 3, azaz harom labda kell hozz4. Tehat aki sokat gyakorolja a
flasht, lényegében az Gtkellékes kaszkadot késziti eld. A flasht az egyedi hosszmanipulacidval
lehet az 55555-bdl kialakitani. Ha ez mar megy, akkor az 50505, snake nevii triikkel lehet
folytatni. Ezek utan csak a két iires litemet kell dobasokkal kitdlteni, vagy egy labda hidnyaval
az Otlabdas kaszkadot elokésziteni: 05555. A koszoru, az 51 nehézsége is abbol adodik, hogy

5-6s dobésok vannak benne. Nem is csoda, hogy sokaknak gondot okoz az elsajatitasa.

3.2. Sz616 zsonglorkodes, multiplex dobasok

A siteswap fenti formajat (egy zsongldr, aszinkron dobasok, egyszerre csak egy dobas)
vanilla siteswapnak nevezik. 1985-ben fedezte fel harom zsongldr, egymastol fliggetleniil:
Bruce Tiemann (Caltech), Paul Klimek (Santa Cruz) és Mike Day (Cambridge, Anglia).

Kicsit gyengitiink az eddigi megszoritasokon. Vizsgalodasunkat a multiplex
zsonglorkodéssel folytatjuk. Nézziik, hogyan irhat6d le az, hogy egy kézbdl egyszerre tobb
kelléket is eldobunk. Ehhez csoportositsuk a siteswap leiras dobasait ugy, hogy szdgletes
zérodjelbe tessziik azokat az elemeket, amiket egyszerre hajtunk végre. Otlabd4s multiplexre
példa a 24[54]. Itt kaszkad kozben az egyik jobbkezes dobas helyett a labdat egy iitemig
tartjuk, majd a masik kézbdl dobunk egy négyest. Most a jobb kézben két labda lesz (hiszen
az elébb nem dobtunk beldle, €s kdzben beérkezett egy masik). Ezekkel egyszerre dobunk egy
Otost és egy négyest. Ezutdn visszatérhetiink a kaszkddhoz, vagy csinalhatunk egy masik
24[54]-et, de most a bal kézbdl inditva. Hasonld ehhez a hétlabdas 26[76]. Ez eredményezi a

kovetkez6 definiciot.

Definicio: Multiplex zsonglor triikknek hivjuk azokat a siteswapokat, amelyekben egy
kézbdl egyszerre tobb labdat is feldobunk. A multiplex dobas egy litemben torténik, igy
azokat a dobasmagassagokat, amelyek ugyanabban az iitemben esnek meg, szogletes

zardjelbe tessziik. Hosszdt igy litemszamként definialhatjuk.
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3.2.1. Kombinaci6 szabaly

A kérdés, amire valaszt keresilink: hogyan talalunk meg, hogyan taldlunk ki multiplex
sorozatokat. Természetesen két (vagy tobb) vanilla siteswap kombinéciojaval! Vegyiink két
ugyanolyan hosszu leirdst, mondjuk a 045 és a 204 megteszi. Ha most ezeket fedésbe hozzuk,
zardjelezzik, azaz iitemenként O0sszekombindljuk, akkor a 0-as helyekre beesik a masik
sorozatbol egy dobas, a harmadik iitemben pedig, ahol mindkettében 0-t6l kiilonb6zo
dobasmagassag van, multiplex dobast kapunk. Az eredmény a mar kordbban latott 24[54].
Ilyenkor azt mondjuk, hogy a 24[54] felbomlik a 045-re és a 204-re. Sziikséges, hogy
ugyanannyi litem szerepeljen a trilkkokben, azaz hosszuk megegyezzen.

A multiplex siteswap akkor jatszhato konnyen, ha a multiplex dobast egy 2-es dobas
elézi meg két litemmel, hiszen ez azt jelenti, hogy a multiplex egyik labd4ja mar a dobas elott
két iitemmel a keziinkben volt. Sokkal nehezebb, de kivitelezhetd a dolog, ha mindegyik
labda a multiplex dobas iitemében érkezik a keziinkbe.

Teljesen hasonloan alkothatunk harmas (vagy nagyobb multiplicitdst) multiplex
tritkkoket is. Ehhez a kombinacioszabalyt harom (vagy tobb), azonos hosszusagu vanilla
siteswapra kell alkalmazni, a felesleges 0 dobasmagassagokat pedig elhagyni. Persze az mar
mas kérdés, hogy itt olyan sorozatokat is konnyen meg tudunk alkotni tigy, hogy nem létezik
olyan zsonglér, aki képes legyen végrehajtani, Ilyen trilkkkoket mar a vanilla siteswapnal is
észrevehettlink, hiszen példaul az m, n mintat senki sem tudja lejatszani.

A kombinacidszabaly eredményeként az atlagszabaly ebben a jeldlésben is érvényben
marad. Eredményiinket egy késoébbi tételben foglaljuk majd dssze.

Még itt sziikséges megemliteni, hogy vanilla siteswap is eléallhat kombinacioként.
Példéul a flash (55500) az 50000, a 05000, a 00500 triikkok kombinacidja. Ez egyébként az
egyszerli zsongldr trikkkok kellékszam-valtoztatd transzformécioi kozil az egyedi

hosszmanipulécio6 egyik esete.

3.2.2. Példak
[33] — két 3 eredménye
[43]20 —a 420 és 300 eredménye
[43]0323 —a 40303 és a 30020 eredménye
[64]020 — harom labda egy kézben, multiplexen; a 6020 és a 4000 eredménye
[43][44][45] — az 444 ¢és a 345 eredménye
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3.2.3. Jatszhatosag

Az egyszerli zsonglor triikkkoknél hasznalt jatszhatosagi algoritmust atdolgozzuk
multiplex esetre. A szogletes zarojel szintén egy litemet jelol, igy ha a jatszhatdsagi
algoritmust végezziik, akkor a szogletes zarojelek alatt megfeleld szamui dobasnak kell
érkeznie, és egy litemet szamolunk rajuk. Nevezhetjiik ezt is jatszhatdsagi algoritmusnak. A

tisztanlatas kedvéért tekintsiink meg egy példat:
[43]23 [43]23 [43]23 [43]23
4 3 4 324 3243

A probléma altalanosabb vizsgélatdhoz eldszor modositani kell a vanilla siteswapnal
bevezetett jatszhatdsag fogalmat, hiszen ott kikotottiik, hogy minden iitemben csak egy
kelléket dobunk fel illetve kapunk el, ami a multiplex esetben nyilvan nem teljesiil.

A kombinacioszabaly €s a jatszhatosagi algoritmus fényében megfogalmazhatjuk a
kovetkezd tételt a multiplex zsonglér triikkkokre vonatkozdan:

Tétel: Egy, a multiplex zsongldr triikkok forméjanak megfeleld, szdm- és zardjel
sorozat akkor és csak akkor multiplex zsongldr trilkkk, ha a fenti értelemben felbomlik
ugyanolyan hosszl egyszerii zsonglor trilkkkok kombinaciojara.

Koénnyli meggondolni, hogyha (—) egy multiplex zsonglér sorozat multiplicitasa a
legtobb labdat hasznalé multiplex dobds labdaszama, akkor a multiplicitds alapjdn ennyi
egyszerl zsonglor triikkkre tudjuk bontani, €és ezek a triikkdk ugyanolyan hossztiak lesznek. Az
elsé sorozatok olyan iitemekbdl szarmaznak, ahol a dobasmagassagok a hossz tobbszordsei a
multiplex trilkkkben, a tobbi ilitemben pedig 0. Az elébbi allitdas megalapozdsa a vanilla
siteswap egyedi hosszmanipulacioin alapszik. Ha ezek lebontasa utan a megmaradt még
mindig multiplex triikkk, akkor a tobbi egyszerti triikk megalkotasaban a jatszhatdsagi
algoritmus alapgondolatat hasznaljuk. Diszjunkt dobdsmagassag-sorokat keresiink a
megmaradt, hossz-tobbszords nélkiili multiplex siteswapban, azzal a dobasmagassaggal
folytatva, amelyik ala a jatszhatosag algoritmus egy Iépésével jutunk, mindemellett mindig a
legnagyobb multiplicitasu iitembdl indulunk, és minél hamarabb vissza is szeretnénk jutni ide.
Véges sok trilkkot gyartunk le ilyenkor, és tudjuk ugy kombindlni 6ket, hogy a végén az
egyszerii trikkok szama minimalis, tehat pontosan annyi, amennyi a legnagyobb
multiplicitast iitemben volt. Ezen triikkdk kombinéciojaként az eredeti sorozathoz ériink.

(«~) Ha egy sorozat felbomlik egyszeri zsonglér trilkkkokre, akkor a

kombinacioszabaly értelmében (mivel ugyanolyan hossziak) az iitemeiket 0sszezardjelezve, a
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megfeleld, 0-as dobasmagassagokat elhagyva egy olyan multiplex zsonglor trikkkhoz jutunk,
ami megegyezik az eredeti sorozattal.
Példak: tekintsiik a [43]23 multiplex zsongldr triikkkot. Hossza: 3. Elsd 1épésként kijon
a 300 és 003, azaz ezek kombinacidja: 303. Marad a 420, ami mar egyszerti. Tobbféleképpen
is lehet egy multiplex zsonglor triikkot egyszeri zsonglor triikkdkre bontani: a [41][11][14]
triikkot. Ez a 411, 114, illetve a 414, 111 triikkkok kombinacidjaként is megkaphatnank.
Definicio: Tehat egy multiplex zsonglér sorozat multiplex zsonglér triikk, ha

felbomlik ugyanolyan hosszu egyszerii zsonglor triikkkdkre. Ekkor jatszhatonak nevezziik

3.3. Sz0l6 zsongldrkodés, szinkron dobasok

Az egyszerii aszinkron zsonglérkddés mellé a szinkron zsonglorkodést ugy irjuk le,
hogy a B-J-B-J ritmust dsszeflizziik, és minden iitemnél megkiilonboztetiink balkezes dobast
és jobbkezest. Igy kapunk (B,J)(B,J) ritmust, ami alkalmas lesz szinkron triikkok leirasara,
mert igy beszélhetiink két kézbdl torténd, egyidejlii (szinkron) dobasokrol is. Ez nagyon
hasonlit a dobasmagassag-sorozatokhoz, de egyrészt zarojelekkel parositjuk az egyszerre
torténd dobasokat, masrészt minden szinkron dobashoz meg kell adnunk az elkap6 kezet. Az
elkapd kéz lehet a feldobd és a masik kéz is. Utobbit a dobdsmagassag utan tett x-szel
jeloljik. Hogy az igy keletkezett zarojelezett litemek ritmusa hasonlitson a vanilla
siteswaphoz, minden {item utan beiktatunk egy sziinetet. Azaz a (B,J)(0,0)(B,J)(0,0) ritmusra
fogjuk a dobasmagassagokat megadni. Ezek az {ires iitemek eredményezik, hogy a
dobasmagassagok itt mindig parosak. A 2-es tovabbra is azt jelenti, hogy a labda a keziinkben
marad, a 2x-es a masik kézbe torténd gyors, vizszintes dobas. Magasabb paros szamok esetén
az n-es dobas ugyanabba a kézbe esik, az nx-es a masikba. A 0 az iires kéz jele, a 0x pedig
nem engedélyezett. Az egyszerliség kedvéért a sziineteket nem fogjuk jelezni, de
megemlitjiik, hogy azért kellenek ezek a sziinetek, mert ezzel toljuk el a jobb kéz litemét a
balhoz. Mindezek segitségével fogalmazzuk meg a kdvetkezd definicidkat.

Definicio: Az iitemekhez hozzdrendelt nem negativ, paros, iranyitott szdmparokat
szinkron dobdsmagassagoknak nevezziik, nagysdgukat az hatidrozza meg, hogy - az iires
titemeket is beleszamolva - hany litem mulva lesz a feldobott labda ujbol a keziinkben. Az
irdnyitas itt azt jelenti, hogy megadjuk, hogy melyik kézzel dobjuk, és melyik kézbe esik.

Definicio: Szinkron zsonglér sorozatnak hivjuk a szinkron dobismagassagok és az
tires iitemek sorozatat. Ha ez jatszhato és véges, akkor szinkron zsonglor triikkrdl, ha pedig
ezenfeliil nem periodikus, akkor szinkron zsonglor mintardl beszéliink.
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3.3.1. Példak

(4,4) — négylabdas szinkron szokokut.

(4x,4x) — a szokokut keresztbe dobott valtozata.

(4x,2x) — haromlabdas koszoru, szinkron dobéasokkal

(4,2x)(2x,4) — doboz

(6,6)(6x,2x) — egy Otlabdas triikk.

(6x,6x)(2x,2x) — egy négylabdas triikk

(4,4)(4,0) — négylabdas szokokut, harom labdaval (egy labda hidnyzik)
Megallapodas szerint a zardjelezett parok elso tagja a bal kézre vonatkozik.

A szinkron zsonglérkddés is Otvozhetd a multiplex zsonglérkddéssel, példaul a

(4,2)(2x,[44x]) trilkkkben egy 4-es és egy 4x-es dobast multiplexen hajtunk végre jobb kézzel.

3.3.2. Szabalyok

Szinkronizalasi algoritmus. Egy paros hosszl, egyszerli zsonglér trikkkbdl

készithetlink szinkron leirast, a szinkronizalas 1épései a kovetkezok.

l.

A leirasban szerepl6 paratlan dobasmagassagok utan irjunk egy x-et, ez adja azt, hogy
az ellenkez6 kézbe fog esni a labda.

Ha egy paratlan dobasmagassag paros ilitemben szerepel, adjunk hozz4 egyet, ezzel a
jobbkezes dobasokat egy iitemmel elére vittiik; ellenkezd esetben vonjunk ki beldle
egyet, ezzel a paros iitemben leesd labddk egy iitemmel koradbban, paratlan {itemben
esnek le.

Ha az igy kapott sorozatban eléfordul a Ox-es, akkor az egyszerli zsongldr triikk igy
nem alakithaté at szinkron leirdssa. A szinkronizalas akkor lehetséges, ha nincs 1-es
dobasmagassag paratlan, azaz balkezes iitemben.

Zarojelekkel parositsuk Ossze az egymast kovetd dobasmagassagokat. Igy alakul ki az
aszinkron balkezes iitemekre szinkron dobdsmagassag, és a jobbkezes ilitemekre a ki
nem irt sziinet.

Tulajdonképpen csak annyit csinaltunk, hogy egy B-J-B-J ritmusu vanilla siteswapban

a jobbkezes dobasokat egy ilitemmel visszamozgattuk, és ennek megfelelden modositottuk

dobasmagassagokat. Igy minden paros iitemben kialakult egy sziinet, amit a jelolésiinkkel

Osszhangban nem irtunk ki, ezért is kell paros hosszu siteswap. Példaként vegyiik az 51

koszorut. Az algoritmust alkalmazva a szinkron koszoru (4x,2x) leirasat kapjuk, a 33

szinkronizalva szinte ugyanez: (2x,4x).
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Kézcsere

Ha a dobd kezeket fel akarjuk cserélni egy ilitemben, akkor a megfeleld dobasok
iranyitasat is fel kell cserélniink. Ekkor a két labda érkezését gyakorlatilag megcseréltiik €s
semmi mas nem valtozott.

Példaul, ha a (6,4x)(6x,2)(4,2) elsd iitemében a 6-ost inkabb a jobb keziinkkel
dobnank, a 4-est pedig a ballal, akkor ez minden tovabbi nélkiil megtehetd. Ekkor viszont 4x
helyett 4-et kell dobni, 6 helyett pedig 6x-et, tehat az eredmény (4,6x)(6x,2)(4,2) lett. A
szabaly tulajdonképpen teljesen nyilvanvald: eddig a 4x €s a 6 is a bal kézbe érkezett, ezen a
csere utan sem szabad valtoztatni, hiszen a leirds tobbi része erre épit. Cseréljiikk még meg az
utolso litem két elemét! Eddig a 4-est és a 2-est is ugyanabba a kézbe dobtuk, ezért a csere
utan mindkettét az masik kézbe kell irdnyitanunk: (4,6x)(6x,2)(2x,4x).

Utemcsere

Szinkron zsongldr triikkdknél az iitemcserét azonos kezekre mondjuk ki és igazoljuk,
mert a tobbi eset kézcserével megoldhatd. A szinkron dobédsokra vonatkozd iitemcserénél
minden balra mozgatasnal kettdvel noveljiilk a dobdsmagassagot, minden jobbra mozgatassal
pedig kettdvel csokkentjiik. Nulla ald persze itt sem mehet, s6t a Ox is tilos. Mivel kézcsere
nincsen, ezért a dobasok iranyitottsdga a mozgatassal nem valtozik.

Példaként cseréljiik meg a (4,6x)(6x,2)(2x,4x)-ben az elsd iitemben szerepld 4-et €s az
utolsé ilitemben levd 2x-et. 4 kett6t megy jobbra, igy 0 lesz, a masik kett6t megy balra, tehat

6x lesz. Az eredmény:(6x,6x)(6x,2)(0,4x).

3.3.3. Jatszhatosag

Hasonloképp lehet ellendrizni a szinkron triikkok jatszhatosagat, mint az aszinkron
esetben, csak arra a megallapodasra kell figyelni, hogy a ki nem irt iitemeket is szadmitanak, és
természetesen az ellenkezd kézbe iranyitott dobdsok a masik kézben landolnak. Nevezziik ezt

is jatszhatosagi algoritmusnak. ime, egy példa:

(6,4x)(6x,2)(4.2) (6,4x)(0x,2)(4, 2) (6,4x)(0x,2)(4.2)
6 o 4x o ox 4x

(6,4x)(6x,2)(4,2) (6.4x)(6x,2)(4,2) (6.4x)(6x,2)(4,2)
6 Oox 4x 2 6 46x4x 2 6 2 46x4x2
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3.4. Tobb zsonglOr, passzolasok

Egy érdekes kitekintdt ad a kozds zsonglorkddés. Nézziink tobb zsonglért, akik
egyenként aszinkron moddon zsonglérkddnek, de mozgasuk egymadssal szinkronizalt
(egyszerre dobnak ugyanazzal a keziikkel). Ez torténik példaul, amikor két zsonglér hat labdat
passzolgat egymasnak. Azt, hogy négy zsonglér harom-hdrom labdaval kaszkadban
zsonglorkodik, ugy fogjuk irni, hogy <3|3|3|3>. Az iitemeket < > jelek kozé irjuk, az egyes
zsonglérok dobasait pedig ,, | 7 jelekkel (pipeline-nal) vélasztjuk el. Ez az eddigi
jelolésiinknek nem ad semmit, csak tobb zsongldrt jelenit meg a generalt jatéktérben.

Két zsonglor esetén irjunk kis p betlit a dobas utan, ha a masik zsonglérnek akarunk
passzolni. O ugyanazzal a kezével fogja elkapni a kelléket, amivel mi kaptuk volna el, ha nem
passzoltuk volna at neki. Ha tobb zsongldr is van, akkor beszamozzuk 6ket eggyel kezdve, és
a megfeleld szamot irjuk a p utdn. Megallapodas szerint az egyes szdmu zsonglor a <||...[>
jelolésben az els6, a kettes a kovetkezd stb. Példaul a <3p|3p> és <3p2|3pl> siteswap
ugyanazt a triikkot irjak le: a 6 kellékes folyamatos passzolast.

Definicio: A fent emlitett szabalyok altal elkészithetd triikkkoket tobbzsonglords
zsonglor triikkdknek nevezzik.

Allitas: A kellékek szamara vonatkozéd atlagszabaly itt is érvényes. A fenti két

példara: 3 + 3 = 6, és mivel csak egyetlen ilitem van: 6 / 1 = 6.

3.4.1. Példak

<3|3> — Két zsonglér egymassal szinkronban kaszkadol. ©

<3p|3p><3|3> — Egy passzolas, egy kaszkad dobasa.

<4p|3><2|3p> — Az els6 zsonglor az egyik kezével passzol, a masikban egy labdat tart.
A masik zsongldr felvaltva dob egy kaszkadot, illetve passzol 4t egy labdat az elsének.

<23p><2p|3><[3p/2]]3p><3|3> — Tbb zsongldr, multiplex dobasokkal. 2p: az egyes
zsongldr a bal kezébdl a kettes zsonglér bal kezébe dob. A / jel a multiplex leirdsnal azért kell,
hogy megkiilonboztessiik a 3p2-t6l, ami a kettes zsonglérnek vald passzolast jelenti. (Ezt
ebben az esetben 3p22-nek is irhattuk volna.)

<(4x,4xp)|(4x,4xp)> — Szinkron dobasok, két zsongldrrel €s nyolc labdaval. Figyeljiik
meg, hogy a p az x utan jon. A 4xp dobas a masik zsonglér bal kezébe érkezik, ugyanis a jobb
kézbdl dobott 4x a sajat bal keziinkbe érkezett volna.

<(2p3,4x)|(2xp3,4p1)|(2xp2,4xp2)> — Harom zsongldr, 9 labda, szinkron dobésok.
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