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1. Bevezetés

A magyarorszagi matematika oktatés hagyoméanyosan feladatorientalt. Fzek-
ben a feladatokban folyamatosan megjelennek az élvonalbeli kutatasi témak
is. Az egyik ilyen modern kutatési teriilet a grafelmélet. Az els§ grafok-
kal foglalkoz6 feladat 1947-ben bukkant fel a Kiirschak Jozsef Matematikai
Tanuléversenyen, azota a grafelmélet jelenléte a kozépiskolai versenyeken fo-
lyamatos. Ez tipikusan olyan témakor, amely a gyengébb didkoknak is segit
a matematizalads élményében, ugyanakkor a legjobbakat onéll6 matematikai
eredményekhez is vezetheti. A 2002-es kozépiskolai kerettanterv mar 10 orat
szan grafok oktatasara kombinatorikéval egyiitt. Ennek ellenére az az altala-
nos tapasztalat, hogy a kozépiskolabol kikeriilg didkok nagy része nem ismeri
a grafokat.

A gréafelmélet a matematikatorténetnek is fontos fejezete. A XVIII. szazad
elején Euler foglalkozott elészor grafokkal (Konigsbergi hidak). A grafelmélet
robbanasszert fejlédése a XX. szazad elején indult meg. Amint a nemzetko-
zi kutatasokban megjelentek a grafok, Magyarorszag vezeté matematikusai
gondoskodtak arrél, hogy hazankban is széleskorben ismertté valjanak. Gra-
fokat elGszor Lovéasz Laszld tanitott Szegeden, a ’70-es évek végén, ’80-as
évek elején. Konyveét [15] az egész vilagon alapmiiként kezelik. Innentdl a
tudoméany magyarorszagi elterjedése megallithatatlan volt.Budapesten 1981-
t6l oktatnak grafelméletet, és 1984 o6ta a tanarszakos tananyagnak is része.
Napjainkban az egyetemeken a matematikus és az alkalmazott matematikus
szakirany t6bb kurzusa is foglalkozik grafokkal és alkalmazéasaikkal (példa-
ul: véges matematika, operaciokutatas, jatékelmélet, kombinatorikus algo-
ritmusok stb.) A szegedi hagyomanyokat Hajnal Péter, Lovasz Laszlo elss
tanitvanya folytatja. Kurzusain a [9],[10],[11] konyveket hasznédlja. A BME
Villamosmérnoki Karan a [1], [2], [3] jegyzetekrdl a 90-es évek végén tértek
at az azota is hasznélatos [13] konyvre, amelyet atvett az ELTE alkalmazott
matematikus és a debreceni matematika oktatas is. Az ELTE els6éveseinek
nagyrésze a haromszerzos [14]-bol ismerkedik meg a grafelmélet alapjaival.

A gréafelméletet mint 6nallé6 tudomanyéagat elég késén ismerték el, az elsé
grafelméleti témajua konyvet [5] 1969-ben adtak ki. Azodta 154 kényv jelent
meg a témaban angol nyelven. A bevezets jellegli konyvek koziil kiemelnénk
[4]-t és [18]-t, amelyeket Magyarorszagon is szamos egyetemen hasznalnak.

1.1. Kutatasi moédszerek, célkitiizés

Palotay Dorkaval és Pozsonyi Enik&vel folytatott kutatasunkban a grafok ko-
zépiskolai oktatasi kérdéseivel foglalkozunk. Els§ 1épésben attanulmanyoztuk



a jelenlegi, valamint a késziils, 2013 Gszét6l bevezetésre keriils kerettanter-
veket. Megvizsgaltunk 4, a napjainkban forgalomban 1évs tankonyvesaladot
(Matematika 11., Dr. Vancsé Odén, Récié kényvek; Matematika 11 — 12.
Czapary-Gyapjas, Nemzeti Tankonyvkiado; Sokszint matematika 11., Mo-
zaik Kiad6; Matematika 11., Hajnal-Szamado-Békéssy, Nemzeti Tankonyv-
kiado). Megnéztiik, hogy milyen szerepet kap (vagy kaphatna) a grafelmélet.
Majd a grafelmélettel kapcsolatos feladataikat rendszereztiik és elemeztiik a
PISA felmérésben szereplé kompetenciak szerint.

Ezek ismeretében elGszor grafelmélettel foglalkozo tudosok, kutatok, majd
jelenleg is aktiv kozépiskolai matematika tanarok véleményét kértiik ki a graf-
elmélet oktatasaval kapcsolatban. Az eddigi kutatasi eredményeink alapjan
célunk a korabbi felépitések megerGsitése, vagy egy 1j felépités kidolgozasa
volt.

Az interjiukon szerzett benyomésok alapjan kidolgoztuk a grafok oktata-
sanak kétféle lehetséges bevezetését, amely egyszerre veszi figyelembe a keret-
tanterv nytujtotta lehetdségeket, a matematika oktatas szempontrendszerét,
a kompetencidkat (PISA) és a kutatok elképzeléseit.

A maésodik fejezetben attekintjiik a kerettanterveket, és a matematika
oktatassal szemben tamasztott magyarorszagi és eurdpai elvarasokat. Kife-
jezezetten a grafelmélet oktatassal kapcsolatban a magyarorszagi kovetelmé-
nyeket vizsgaltuk, a téma nemzetkozi tanulméanyozésa egy tovabbi érdekes
lehetdség, ez azonban tulmutat a dolgozat keretein. A harmadik fejezetben
foglaltuk Gssze a tudosokkal és tanarokkal késziilt interjukat. Ezek a nemzet-
kozileg is elismert tudosok egyuttal szamos konyv, grafelméleti monografia,
és egyetemi jegyzet szerz6i, tapasztalt egyetemi oktatok. A dolgozat f6 része
a negyedik fejezet, amelyben feladatsorokat allitottunk Ossze egyrészt in-
ternetes kapcsolatok, méasrészt Budapest tervezett metrohalozat-térképének
segitségével.

Ez a dolgozat mar terjedelménél fogva sem tartalmazhatja az interjik
és a feladatsorok teljes elemzését, kutatasainknak azt a részét fogalmaztuk
meg, amely kozvetleniill megmutatja a valtoztatésok sziikségességét és id6-
szertiségét. A feladatsorokat aktiv iskolai hasznalatra szantuk, néhany tanéar
és tankonyvszerzé mar el is kérte ezek munkavaltozatait. Létrehoztunk egy
honlapot kozépsikolai tanarok és didkok szamaéra, ahol az Osszes altalunk ké-
szitett feladat részletes megoldasa modszertani megjegyzéseinkkel kiegészitve
megtalalhato. Fzt allandoan frissitjiik, és fejlesztjiik.



2. Kerettanterv régen és most

"A matematika: kulturélis 6rokség; gondolkodasmaod; alkoté tevékenység; a
gondolkodas orémének forrasa; a mintakban, struktiirakban tapasztalhato
rend és esztétikum megjelenitdje; énallo tudomany; mas tudomanyok segitd-
je; a mindennapi élet része és a szakmaéak eszkoze."

(Kerettanterv)

Kutatasunk soran attanulmanyoztuk és Osszehasonlitottuk az eddig ha-
talyban 1év, valamint a 2013 6szétdl bevezetésre kertils kerettanterveket.|[22]
Tapasztalatainkat az 1. tablazatban foglaltuk Gssze.

Eddigi kerettanterv
Hanyadik osz- | 11.

talyban jelennek
meg el8szor a
grafok?

Javasolt 6raszam

Uj kerettanterv
9-10.

10 o6ra + folyama-
tosan beépiil a ta-
nagyagba kombinato-
rikaval egyiitt

9 — 10. évfolyam: 20
ora halmazelmélettel,
logikaval, kombinato-
rikaval egytitt; 11 —12.
évfolyam: 11 6ra kom-
binatorikaval egyiitt

Melyik temati- | Gondolkodasi médsze- | Gondolkodasi és meg-
kus egységben | rek ismerési modszerek
szerepel?

Tovabb haladas | A graf szemléletes fo- | A grafok eszkozjelle-
feltételei/vart galma, egyszerd alkal- | gii hasznalata problé-
eredmények mazasai mamegoldésban

1. tablazat. Kerettantervek osszehasonlitésa

A kerettantervek attekintésekor mar els6 olvasasra felttint, hogy mig a
korabbiban csupan egy rovid osszefoglald tablazat, és egy két szavas utalas
talalhato, addig az Gjban sokkal nagyobb hangsullyal szerepelnek a grafok.
A tablazatbol is lathato, hogy mig az eddigi kerettantervben csupan 11. osz-
talyban jelentek meg, addig az Gjban mar a 9 — 10. kétévfolyamos ciklusban
talalkozhatunk veliikk. Az érakeret egyik esetben sincs szigortian meghata-
rozva, a javaslatok tobb anyagrészre vonatkoznak egyiittesen. Lathato az is,
hogy az 1j kerettanterv tobb lehet&séget kinal.



Az 0j tantervben mar szerepel, hogy mely alapfogalmak elsajatitasa a mi-
nimélis kovetelmény. Ezek a cstcs, az él, a fokszam, a fokszamok Osszege és
az élek szama kozotti Osszefiiggés. Itt mar a grafok alkalmazasi lehetGségeit is
kiemelik. Az Osszes anyagrész koziil ez az egyik, amelynek a legtobb kapcso-
lodasi pontja van a tobbi tantarggyal. Hiszen gondoljunk csak bele, amikor
kémia 6ran a molekulak térszerkezetét dbrazoljuk, tulajdonképpen grafokat
hasznalunk. Az informatikdban szamtalanszor dolgozunk kozvetve, vagy koz-
vetlentil grafokkal, példaul mar maga a konyvtarszerkezet is egy fagraf. Bar
nem gondolnénk, de még a torténelem orén is talalkozhatunk veliik, amikor
példaul csaladfat dbrazolunk. Ezek mellett az 1j kerettanterv mér utal a
grafok mindennapi jelentéségére is, ehhez a kozlekedést hozza példanak.

Osszességében a kerettantervben torténd valtozasok pozitivan érinthetik
a grafok oktatasat. Hiszen az 1j tanterv mar felhivja a figyelmet az alkalma-
zasi lehet&ségek fontossagara, és tobb éraszéamot biztosit ezek elsajatitaséra.
Féls azonban, hogy mivel az éraszam az egész tematikus egységre kozosen
vonatkozik, igy eltolodhat a hangsily mas anyagrészek felé (pl.: kombinato-
rika).

Munkank soran 6sszegytijtottiik az elmilt évek kozépszinti érettségieiben
szerepld graffal kapcsolatos feladatokat. Nagy meglepetésre tobb feladatsor
egyaltalan nem tartalmazott ilyen tipusit példat.



3. Kutaték és tanarok véleménye

A grafoktatas helyzetének feltérképezésekor természetesen elengedhetetlen
maguknak az oktatoknak a felkeresése. Fontosnak tartottuk a teriilet szakér-
tGinek a megkérdezését. Ennek érdekében Magyarorszag legelismertebb graf-
elmélettel foglalkozd professzoraival beszélgettiink. Megkérdeztiik az ELTE-
r6l Frank Andrast, Lovasz Laszlot, Sziklai Pétert és Szényi Tamast, valamint
Szegedrsl Hajnal Pétert. Kivancsiak voltunk arra, hogy ¢k milyen bevezetési
lehetGségeket tartanak célravezetének a grafok oktatasaban.

Osszegzésként készitettiink egy tablazatot (2. tablazat), amelyben a graf-
elmélettel foglalkozo6 egyetemi oktatok véleményét foglaltuk Gssze.

Frank Hajnal Lovdsz Sziklaz
Andrds | Péter Ldszlo Péter
Fontos + + + +
Fogalmak — — —
Modellezés + + + +
Valosagkozeli | + + + +
feladatok
Alkalmazasi Kémia, GPS, in- | Koz0sségi
lehetSségek orarend ternet oldalak
Legrovidebb | 7 — +
ut
Euler + +
Tovabbképzés +

2. tablazat. Egyetemi oktatok véleménye

A tablazatbol jol lathatd, hogy valamennyien nagyon fontosnak tartjak
a grafok oktatasat, valamint a modellezési, és valosagkozeli feladatok alkal-
mazasat a témakorben. Az alapfogalmak sulykolasat tobbségiik nem tartja
célravezetonek.

Hajnal Péter szerint a grafelmélet bevezetésekor nagy segitség, hogy az
egyszeriibb feladatok lerajzolhatok, ezaltal a didkok konnyebben megértik
Gket, el tudjak képzelni a probléméat. Szerinte is fontos valosédgkozeli, érde-
kes feladatokat adni a didkoknak, azonban szem el6tt kell tartani, hogy a
valésdg mindig bonyolultabb. Példaul jo 6tletnek tartja érarend-tervezéssel
kapcsolatos feladatok megoldasat, figyelembe véve azt, hogy a valdésagban
sokkal t6bb befolyasol6 tényezd van, mint amennyit egy ilyen feladat keretei
megengednek.

Lovasz Laszl6 elmondta, hogy az alkalmazasok id6rél idére valtoznak. A
kiilonféle kongresszusokon mindig téma az, hogy épp az adott id6ben mit
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tekintliink matematikai alkalmazasnak. Ezek az alkalmazéasok folyamatosan
valtoznak, ezért az oktatasban is allanddan frissiteni kellene Sket. Ezt 6 a
tanarok rendszeres tovabbképzésének a keretében tudja elképzelni.

Sziklai Péter izgalmas és szemléletes feladatok bemutatasaval keltené fel a
diakok érdeklsdését a grafelmélet irant. Erdekesnek tartja azokat a példakat,
melyekben a cél a legrovidebb 1t megtalalasa. Ennek latvanyos bemutataséara
két modellt is javasolt. Az els§ esetben egy csatornahélézatot tekintiink,
melyet szeretnénk vizzel feltolteni. A masodik javasolt szemléltetési modszer
egy fagolyos Dijkstra-modell.

Szényi Tamés ramutatott arra, hogy a grafelmélet csupan 1984 6ta szere-
pel a matematika tanari képzés kotelez6 tantargyai kozott, igy akik kordbban
szereztek diplomét, még nem tanulték, ezért idegenkednek téle.

Természetesen nem csak az egyetemi oktatokat kérdeztiik meg. Kozépis-
kolai matematika tanarok véleményét is kikértiik a grafok tanitasarol. Arra
voltunk kivancsiak, hogy mennyi id6t szannak a grafok tanitasara, mik azok
a fogalmak, feladatok, amik szerepelnek az 6rédkon, és mennyire szeretik ta-
nitani ezt az anyagrészt. Felkerestiik tobbek kozott Klacsakné Toth Agotat,
Nikhazy Laszlonét, Ger6es Lészlot, Marton Sandort és Szab6 Szabolcsot.
Rajtuk kiviil tobb kozépiskolai tanar csak név nélkil vallalta, hogy mesél
nekiink arrol, hogy hogyan oktatja a grafelméletet.

A valaszok meglehetGsen sokrétiiek voltak. Sokan csak az egyszertibb
feladatokig jutnak el, szerintiik a grafok egyaltalan nem fontosak ezen a szin-
ten. Talalkoztunk olyan véleménnyel is, mely szerint annyira egyszerd a
grafelmélet, hogy azt a diakok otthon, egyediil is fel tudjak dolgozni. Beszél-
gettliink tobb olyan tanarral, akiknél egyéaltalan nem szerepelnek a grafok.
De természetesen tobb olyan beszamolot is hallhattunk, akik kihasznaljak a
kerettanterv nyujtotta lehetGségeket, és igyekeznek minél tébbet bemutatni
a didkoknak a gréafok szines vilagabol.

Osszegzésként elmondhatjuk tehat, hogy a kozépiskolai tanarok véleme-
nye igen valtozatos, de néhany pontban tobbségiik egyetért. Ide sorolhato
az idéhiany, valamint az, hogy érettségin alig szerepelnek graffal kapcsolatos
feladatok, igy més tananyagot fontosabbnak tartanak. Mindannyian hang-
sulyoztak, hogy az alapok nem tul nehezek, és ha lenne ra tébb ids, akkor
hasznos lehetne az oktatéasuk.



4. Bevezetési lehet6ségek

Az eddigi kutatasi eredményeink figyelembevételével a kozépiskolai grafelmé-
let oktatasanak egy 1j felépitésére tesziink javaslatot. Célunk annak megmu-
tatasa, hogy létezik olyan felépités, modszer, amely megfelel a matematiku-
sok altal tamasztott igényeknek, a tantervi céloknak és egyben nem allitja
megoldhatatlan nehézségek elé azokat a tanarokat sem, akik a témaval nem
foglalkoztak egyetemi tanulméanyaik soran.

Két merében kiilonbozd téma segitségével dolgoztuk ki bevezets feladat-
sorainkat. Ezek kivalasztasakor fontosnak tartottuk, hogy minél kozelebb
alljanak a didkok mindennapjaihoz. Célunk felhivni a didkok figyelmét arra,
hogy a graf nem csak kotelez§ tananyag, hanem egy olyan eszkoz is, amit
indirekt modon szinte mindig alkalmazunk a hétkoznapokban. Ennek meg-
felelGen valdsaghoz kozeli, gyakorlatias feladatok kidolgozasara torekedtiink.

A két f6 témakor, amik koré a feladataink épiilnek a facebook és a koz-
lekedés, melyekhez kapcsolodo példék nagyon jol szemléltethetSk grafokkal.
Mindketts segitségével bevezethetSk a grafelméleti alapfogalmak, amiket ér-
dekes és valtozatos feladatokon keresztiil ismerhetnek meg a didkok. Nagy
elénytik az eddigi feladatokhoz képest, hogy kozvetleniil mutatjik meg a gra-
fok alkalmazasi lehet&ségeit.

A két témakor egylittes feldolgozasat javasoljuk a kozépiskoldban. A
grafok bevezetését tetszés szerint barmelyikkel elkezdhetjiik. Sok fogalom
mindkét felépitésben szerepel. Ezek segitségével, amikor ratériink a masodik
témara, akkor a méar megtanult fogalmakat ismételhetjiik, a didkok tudasat
elmélyithetjiik, mikézben a még hianyzo fogalmakat is megtanitjuk nekik.

Most tekintsiik at az elkészitett feladatsorokat. Az egyes feladatoknal
megjeloltiik, hogy mely fogalmak bevezetésére, gyakoroltatasara szolgalnak.
A feladatok koziil parat részletesebben is kidolgoztunk, néhany helyen ramu-
tattunk a tovabbfejlesztési lehetGségekre is.

4.1. Facebook

Két ok miatt esett a valasztasunk a facebookra. Az egyik az, hogy népszert-
sége egyre nagyobb. Hazankban a felhasznalok szama mar kozel négymillio
{6, ezzel a 39. legtobb facebook felhasznaloval rendelkezé orszag vagyunk.
Szinte minden kozépiskolas didk hasznalja nap, mint nap. FEzen keresztiil
ismerkednek, tartjak a kapcsolatot barataikkal, szervezik a programjaikat. A
maésik ok, hogy funkciéi rendkiviil jol alkalmazhatok a grafok bemutatésara.

A facebookkal kapcsolatos feladatok feldolgozésa el6tt nagyon fontos tisz-
tazni a hasznalt kifejezéseket. Ebben a fejezetben ismerds, ismeretség alatt
természetesen mindig azt értjiik, hogy az illeték facebookon egymas isme-
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rGsei. A facebook két funkcidjat hasznaltuk a feladatokban. Az egyik a
megosztas. Errdl azt kell tudni, hogy ha egy személy megoszt valamit, akkor
azt kizarolag az ismerGsei lathatjak, és a feladatokban feltessziik, hogy 6k
latjak is a megosztott tartalmat. A masik a bokés funkcié, mely segitségével
barmely felhasznalé virtudlisan megbokhet egy masikat. A 3. tablazatban
osszefoglaltuk a facebook funkciok kapcsolatat a grafokkal.

Facebook funkciok Grdffal kapcsolatos alapfogalmak
Személyek cstcsok

Ismeretség él

Ismer6sok szama fokszam

Megosztas szomszédos csiicsok halmaza

Bokeés, bejelolés irdnyitott él

3. tablazat. Facebook-graf megfeleltetés

Ezen alapfunkciok segitségével jutunk el az Osszetettebb fogalmak beve-
zetéséhez.

A feladatokban egy képzeletbeli 9.a és 9.b osztaly facebookos tevékeny-
ségeit vizsgaljuk. A didkok koziil tébben délutani szakkorre és nyelvvizsga
el6készitére jarnak:

e angol nyelvvizsga el6készits: 9 £6
e német nyelvvizsga elGkészits: 12 {6
e rajzszakkor: 6 f6

e médiaszakkor: 8 16

1. Feladat. Rajzszakkorre Anna, Betti, Csaba, Dani, Eszter és Fanni jdr.
Rajzoljuk le az ismeretségi hdlot, ha tudjuk, hogy:

(a) Anna és Csaba ismerdsik facebookon. Csabdinak még Eszter és Dani
ismerdse a csoportbol. Betti rajzszakkoros ismerdsei Fanni és Eszter.
Tobb ismeretség nincs.

(b) Betti ismeri Anndt és Fannit. Eszter ismerdsei Csaba és Dani, akik
még eqymdsnak is ismerdsei.

(c1) Betti mindenkit ismer facebookon, Eszter csak a ldnyokat. Ezen kiviil
Csaba és Dani is ismeri eqymdst, valamint Anna és Fanni.
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(c2)

(d1)

(d2)

(¢)

Betti mindenkit ismer facebookon, Eszter csak a lanyokat, Csaba csak
a fiukat. Ezen kivil Anna és Fanni ismeri még eqymdst.

A ldnyok mind ismerdsei eqymdsnak a facebookon, hasonléan a fiik is
bejelolték eqymdst, de fiu-ldny ismeretség nincs.

Minden lanynak minden fii ismerdse facebookon, de a ldnyok nem je-
lolték be eqymdst, és a fuik kozdtt sincs ismeretség.

Anna, Betti, Csaba, Dani, Fszter és Fanni ismerdseinek a szdma rend-
re:

(el) 5, 1, 4,
(e2) 5, 1, 4,
(e3) 0, 4,
(e4) 4 4,
(e5) 5,
(e6) 5,
(e7) 5,
(e8) 5,
(e9) 6,
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Megoldds. A személyeket pottyokként abrazoljuk, ezek lesznek a graf cstucsai.
Osszekotjiik cket, ha ismerik egymést, igy megkapjuk a graf éleit.

(c2)

(€2)

(e4)
(6)

(e7)

[lyen ismeretségi haldé nem létezhet, hiszen Betti mindenkit ismer, azaz
Csabét is, igy nem lehetséges, hogy Csabanak csak fiti ismerdsei vannak.

Ilyen ismeretségi halo nem létezhet, hiszen barmely grafban a cstcsok
fokszamanak Osszege az élek szdmanak kétszerese, azaz paros, itt vi-
szont a fokszamok Osszege 19, vagyis péaratlan.

A fokszdmok Osszege paratlan, tehat a feladatnak nincs megoldéasa.

Ebben a fokszamsorozatban van egy maximalis, valamint egy 0 fokua
cstcs, ami nyilvanvaléan nem lehetséges, hiszen ha valaki mindenkit
ismer, akkor nem lehet olyan, akinek nincs ismerdse.

,Letakargatos-modszer”: Olyan grafok esetében alkalmazhato, melyek-

nek van teljes foku cstucsa. Ezt a csiicsot a hozza tartozo élekkel egyiitt
elhagyva egy olyan részgrafot kapunk, melyben a maradék csticsok fok-
szama 1-gyel csokkent. Igy egy kisebb grafot vizsgalhatunk az adott
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feltételek mellett. Amennyiben lehetséges ezt a lépést tobbszor is meg-
ismételhetjiik.

A letakargatos-modszert” alkalmazva Annahoz tartozo pontot elhagy-
hatjuk. Igy egy olyan 5 csticst grafot kapunk, melyben az el6zé fel-
adathoz hasonléan van egy maximaélis, valamint egy 0 foka cstcs.

(e8) A letakargatos-modszert” alkalmazva Annahoz és Bettihez tartozo pon-
tot elhagyva, mindossze egy darab 2 foku cstcsink marad. Tehat a
feladatnak nincs megoldasa.

(€9) Mivel 6-an jarnak rajzszakkorre, ezért nyilvanvalo, hogy nem lehet An-
nanak 6 ismerdse a csoportbol.

]

Megjegyzés:

Ez a feladat kivaléan alkalmas arra, hogy a gréafokkal kapcsolatos alap-
fogalmakkal megismertessiik a didkokat. Az els§ néhany példaban a feladat
leirasat kovetve a diakok konnyedén lerajzolhatjék a grafokat, mely soran
elsajatitjak a graf, a csucs, az él és a fokszam fogalmat.

A feladat mésodik felében tobbszor hasznalhatjuk a ,letakargatos-modszert”.
,Letakargatos-modszer”: Olyan grafok esetében alkalmazhaté, melyeknek
van teljes foki cstcsa. Ezt a cstcsot a hozzé tartozo élekkel egyiitt elhagyva
egy olyan részgrafot kapunk, melyben a maradék csticsok fokszama 1-gyel
csokkent. Igy egy kisebb grafot vizsgalhatunk az adott feltételek mellett.
Amennyiben lehetséges ezt a lépést tobbszor is megismételhetjiik. A mod-
szer elénye, hogy kisebb és kezelhetébb grafot kaphatunk.

(b) Ebben a feladatban megmutatjuk, hogy nem csak Osszefliggd grafok
léteznek, hanem olyanok is, melyek tobb komponenshdél allnak.

(d1) A feladat érdekessége, hogy itt a graf két olyan komponensbdél 4ll, me-
lyek énmagukban teljes grafok.

(d2) Ennek a feladatnak a megoldasa egy teljes paros graf. Azaz egy olyan
graf, amely két pontosztilybol all, melyeken beliil nem futnak élek,
viszont barmely két kiilonb6z6 pontosztalybeli csticsot Gsszekot egy él.

(e2) Ebben a feladatban a fokszamok Osszegére vonatkozo tételre vezetjiik
ré4 a didkokat. Ha a didkok az el6z6 modszerrel probaljak megoldani
a feladatot, észreveszik, hogy Fanninak hidnyzik egy ismerdse, és ha
megprobalnank még egy élt inditani F-bél, azt mar nem tudnank be-
fejezni, hiszen masnak mar nem hianyzik ismerdse. Igy a feladatnak
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(e6)

nyilvan nincs megoldésa, hiszen amikor az ismerdsck szaméat Osszead-
juk, akkor minden ismeretséget kétszer szamolunk, azaz az 0sszeg csak
paros lehet.

Ennek a feladatnak az az érdekessége, hogy az (el) feladatban szerepls
graf komplementerét kapjuk. Azaz a két graf egylitt egy teljes grafot
alkot.

Ebben a feladatban érdemes megmutatni a ,letakargatés-modszert”.
Annahoz tartozo cstucsot elhagyva egy olyan 5 csiicsu grafot kapunk,
melyben a fokszémok rendre: 2, 2, 1, 1, 0. Ezek mellett a feltételek
mellett két kiillonb6z6 megoldast kaphatunk.

[tt megemlithetjiik, hogy a 0 foku cstucsot izolalt pontnak nevezziik.

2. Feladat. Az 15 9.b osztdlyban az évnyito utdn a didkok elkezdték bejelolni
eqymdst a facebookon. A hét végén Eszter biiszkén mondta, hogy mig minden-
kinek 14 ismerdse van az osztalybol, addig neki mdr 15. Péter azt dllitotta,
hogy Eszter rosszul emlékszik.

(a) Bizonyitsuk be, hogy Péternek van igaza.

Mdsnapra FEszter tjra megszamolta, és ekkor mdr azt mondta, hogy
mindenkinek 15 ismerdse van.

(b) Igaza lehet-e Eszternek, ha az osztdlylétszam 317

(c) Mekkora minimdlis osztdlylétszamnadl lehet igaza Eszternek?

(d*) Igaza lehet-e Eszternek, ha az osztalylétszam 187

Megoldds. (a) A feladatban nincs megadva az osztalylétszam. Tegyiik fel,

hogy n gyerek van az osztalyban. Ekkor Eszternek 15 ismerdse van, a
tobbi n — 1 gyereknek 14. Az ismeretségek szama ekkor 14(n — 1) 4 15,
ami paratlan. Tudjuk azonban, hogy a fokszamok Gsszege mindig paros,
ezért Péternek van igaza.

Az ismeretségek szama ilyenkor 15 % 31 = 465, ami szintén paratlan,
tehat nem lehet igaza Eszternek.

Ha Eszternek igaza van, akkor az osztalylétszam paros. Ahhoz, hogy
mindenkinek 15 ismerGse legyen, legalabb 16 diak sziikséges. Ha a 16
f6s osztalyban mindenki ismer mindenkit, akkor ez meg is valosul.
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(d*)

A valasz igen, ehhez mutatunk egy példat. Allitsuk korbe a gyerekeket,
és mindenki ismerjen mindenkit, kivéve a két mellette allot. Ekkor
mindenkinek pont 15 ismerdGse lesz.

[]

3. Feladat. Mutassunk példdt olyan ismeretségi hdlora, amikor az osztdly
létszam 26, és mindenkinek

(a) 25
(b) 23
(c) 24
(d) 13

ismerdse van.

Megoldds. (a) Ez egy teljes graf, mindenki ismer mindenkit.

(b)

Képzeljiik el, hogy a grafban a ,nem ismeretségeket” hiuzzuk be, vagyis
azokat a személyeket kotjiik Gssze, akik nem ismerik egymast. Ezutéan
kicseréljiik a nem éleket élekre, az éleket nem élekre. Ezt komplemen-
ternek nevezziik.

Allitsuk kérbe a gyerekeket, és mindenki ismerjen mindenkit, kivéve a
két mellette allot. Ekkor mindenkinek pont 23 ismerdse lesz.

Allitsuk parba a gyerekeket, és mindenki ismerjen mindenkit, kivéve a
parjat. Ekkor mindenkinek pont 24 ismerdse lesz.

Osszuk az osztalyt két 13 {6s csoportra. A csoportokon beliil ne legye-
nek ismeretségek, de barmely két, kiilonb6z6 csoportba tartozd gyerek
ismerje egyméast. Egy maésik lehetfség, hogy parositsuk a két csoport
tanuldit, és mindenki ismeri a sajat csoportjanak a tagjait és a parjat.

O

4. Feladat. A 29 fds 9.c osztdaly tanuloi megbeszélték, hogy kinek hdny osz-
talytdrsa ismerdse a facebookon. Bizonyitsuk be, hogy van két didk, akinek
ugyanannyi ismerdse van az osztdalybol.

Megoldds. Mindenkinek legalabb 0 és legfeljebb 28 ismerdse van. Igy 0-tol 28-
ig minden szam elfordul. Akinek 28 ismerdse van, az mindenkit ismer. Igy
mindenkinek legalabb egy ismerése van, tehat 0 nem lehet, igy van legalabb
egy szam, amelyik legalabb kétszer fordul el6.

[]
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5. Feladat. A 8 fds média szakkor tagjai kézott 6 ismeretség van facebookon.
Bizonyitsuk be, hogy ha valaki megoszt eqy kisfilmet, és mindenki, aki ldtja
szintén megosztja azt, akkor is lesz olyan, aki nem ldtja a kisfilmet.

Megoldds. Vizsgaljuk meg a kisfilm terjedését. Minden tjabb didk egy tjabb
ismeretségen keresztiil kaphatja meg, igy 6 ismeretségen keresztiil legfeljebb
6 emberhez juthat el a kisfilm, vagyis legfeljebb heten lathatjak.

[

6. Feladat. Mutassunk példat arra, hogy a 8 fds média szakkor tagjai kozott
7 1smeretség mar elég lehet ahhoz, hogy bdarkitdl barkihez el tudjon jutni egy
kisfilm, esetleg a tobbiek kozvetitésével. Mutassunk példdt arra is, amikor 7
ismeretség van, de mégsem tud eljutni a kisfilm.

Megoldas. Ennek a feladatnak tobb jo megoldésa is van. O

7. Feladat. A 8 fds média szakkor tagjai mindannyian megosztottik a vizs-
gafilmgiiket facebookon. Tudjuk, hogy van olyan video, amit a szakkor minden
tagja ldtott. Legaldbb hdny ismeretség van a csoporton belil? Rajzolj le eqy
olyan esetet, amikor a lehetd legkevesebb €l van.

Megoldas. Ha valakinek a filmjét mindenki latja, az csak tugy lehet, hogy
neki mindenki az ismerdse. Erre egy példa a csillag, vagy a teljes graf is.
Legkevesebb éle egy ilyen grafnak nyilvanvaléan akkor van, ha egy olyan
ember van, aki mindenkit ismer, és a tobbiek nem ismerik egymast.

]

8. Feladat. A 31 fds 9.b osztdlynak sikerilt annyira kiépitenie a facebook
hdlozatat, hogy ha valaki megoszt valamit, akkor az mindenkihez el tud jutna.

(a) Legaldbb hdny ismeretség van?

(b) Bizonyitsd be, hogy ha pont ennyi ismeretség van, akkor van olyan

tanulo, akinek csak egy ismerdse van.

(c) Elképzelhetd-e ekkora élszamndl, hogy ha Petra megoszt valamit,

akkor azt mindenki rogton ldtja?

Megoldds. (a) Ha valaki megoszt valamit, akkor annak 30 didkhoz kell el-
jutnia. Minden tjabb didk egy tjabb ismeretségen keresztiil kaphatja
meg a megosztott tartalmat, igy legalabb 30 ismeretségre van sziikség
ahhoz, hogy mind a 30 didkhoz eljusson az infromécio.
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(b) Ha mindenkinek legalabb 2 ismer&se lenne, akkor a fokszamok és élek
szama kozotti Osszefliggés miatt az ismeretségek szama legalabb 31 len-
ne. Tehat biztosan van valaki, akinek csak egy ismerése van az osztaly-

bol.

(c) Igen, ha Petra mindenkit ismer, és a tobbiek nem ismerik egymast.
O

9. Feladat. A 31 fos 9.b osztdly tanuldi tovdbbfejlesztették a hdlozatot, gy
hogy, ha wvalaki letiltja eqy osztdlytarsat még akkor is mindenkihez eljut az
informdcio.

(a) Legaldabb hany ismeretség van?

(b) Igazoljuk, hogy mindenkinek legaldbb két ismerdse van.

Megoldds. 31 ismeretség mar elég lehet, példaul ha korbe allitjuk a didkokat
és mindenki a szomszédait ismeri. Ekkor barmely két ember kozott ,korbe”
eljut az informécié. Tudjuk, hogy 30 ismeretség esetén, lesz olyan diak,
akinek csak egy ismerGse van a csoportbol. Ha a koztiik 1év6 ismeretséget

sziintetjiik meg, akkor hozza mar biztosan nem jut el a tétel.
O

10. Feladat. Baldzs megosztotta facebookon a romai kiranduldson készilt vi-
dedt. A9 fds olasz csoportbol mindenkinek pontosan két ismerdse van a face-
bookon. Aki megldtja kozilik az uj videdt, szintén megosztja azt. Eldfordulhat-
e, hogy valaki nem ldtja a videct?

Rajzoljuk le a lehetdségeket.

Megoldas. Lehetséges, hiszen a graf diszjunkt korok unidjaként is elGallhat.
[gy teljesiil a feltétel, hogy minden pont foka 2, és mégis el6fordulhat, hogy
valaki nem latja a videodt.

O

11. Feladat. A szinjdtszo szakkor minden tagjinak 2 ismerdse van faceboo-
kon a csoporttdrsai kézul. Tudjuk, hogy ha barki megtudja a proba iddpontjdt,
és elkildi azt az ismerdseinek, majd azok tovabb kildik a mdsik ismerdsiiknek,
és 1gy tovdbb, akkor biztos, hogy mindenkihez eljut az tizenet. Hany fos lehet
a szakkor?

Megoldds. A szakkor 3, 4 vagy 5 f6s lehet. Ha n a szakkor tagjainak a
szama, akkor egy 3 és egy n — 3 hosszii kor megoldasa lehet a feladatnak, ha
n — 3 > 3, és ekkor méar nem jutna el mindenkihez az idépont. A legkisebb
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olyan n, melyre ez teljesiil, az a 6. Ha valaki elkiild egy id6pontot, azt a
szomszédja tovabbkiildi a mésik ismerdsének, aki szintén tovabbkiildi, és igy
tovabb. A folyamat egyszer véget ér, azaz eljut egy olyan emberhez, aki mér
megkapta. Az eredeti kiildén kiviil mar mindenkinek megvan a két ismerdse,
igy ez az utols6 ember csak az eredeti kiild6 lehet. Azaz egy kort kaptunk.
Ha maradna még diak, aki nem kapta meg, az ugyanigy egy masik korben
lenne benne. Egy kor legalabb 3 hosszi. Ha legalabb 2 kor lenne, akkor
legalabb 6 tagt lenne a szakkor.

O

12. Feladat. A 31 fds 9.b osztdly tanuloi végil addig fejlesztették az isme-
retségi halot,mig elérték, hogy mindenk: ismer mindenkit.

(a) Hdny ismeretség van dsszesen?

(b) Az osztalyfénok is regisztrdlt facebookon, ezért kénytelenek voltak 6t is
bejeldlni. Hdny 1j ismeretség sziletett?

Megoldds.

(a) Az ismeretségek szama: (%)) = 2130 = 465.

(b) Minden didk bejelolte az osztalyf6nokot, ez Osszesen 31 10j ismeretséget
jelent. O

13. Feladat. A 21 fds angol csoport tagjai kozétt 140 ismeretség van face-
bookon. Igaz-e, hogy ha bdarki megoszt valamit, azt mindenki ldtja?

Megoldas. Ez akkor lenne igaz, ha mindenki ismerne mindenkit. Ekkor azon-
ban (221) = @ = 210 ismeretség lenne. Tehat 140 ismeretség mellett ez nem
teljesiil.

]

14. Feladat. A 21 fds angol csoportban a ldnyok kézil mindenki ismer min-
denkit a facebookon. Tudjuk, hogy a kéztik lévd ismeretségek szama 55. Kati
is jar angolra. Hdany ldnyismerdse van a csoportbol?

Megoldds. A lanyok egy olyan n cstcsu teljes grafot alkotnak, melyben az
élszam 55. Az % = 55 egyenletet megoldva n = 11-et kapunk. Ez azt
jelenti, hogy 11 lany van Gsszesen, és mivel Kati az 6sszes lanyt ismeri, ezért

10 lanyismerdse van a csoportbol. ]

15. Feladat. Az angol csoportba jaré 11 ldny mind ismeri egymdst, €s az
osszes fit is ismeri eqymdast facebookon, de mincs fiu-ldny ismeretség. Hany
ismeretség van osszesen? Hdny ismeretség kell még ahhoz, hogy mindenki
ismerjen mindenkit?
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Megoldds. Tudjuk, hogy 11 lany van a 21 {6s csoportban, igy a fitik szama 10.
A 10 fia kozott (120) = % = 45 ismeretség van, migy a lanyok kozott (121) =
% = 55. Igy Gsszesen 100 ismeretség van a csoportban. Ha mindenki
ismerne mindenkit, akkor egy 21 csticsu teljes grafot alkotnanak, melynek
(221) = @ = 210 éle van. Azaz a hidnyz6 ismeretségek szama 210 — 100 =
110.

]

16. Feladat. A 21 fds angol csoporton beliil 190 facebook-ismeretség van.
Biztosan teljestil-e, hogy mindenkihez el tud jutni a hdzi feladat facebookon
keresztiil, ha a tandrnd valakinek elkildi azt, és a didkok minden ismerdsiik-
nek tovabbkildik? Milyen minimadlis élszamndl teljestil biztosan, hogy min-
denkihez el tud jutni a hdzi feladat?

Megoldas. Nem biztos, hogy teljesiil. Tekintsiik azt az esetet, amikor van 20
diak, akik koziil mindenki ismer mindenkit, valamint 1 valaki, akinek nincs
ismerdse. Ekkor az ismeretségek szama (220) = @ = 190, és ahhoz, akinek
nincs ismerdse a csoportbol facebookon, biztosan nem jut el a hazi feladat.

]

17. Feladat. Anna a rajzszakkoron mindenkit megkérdezett, hogy hdny ba-
ratjukat bokték mar meg a szakkorrdl, illetve, hogy dket hanyan bokték meg.
A wvdlaszokat az aldbbi tabldazatban foglalta dssze:

A B C D E F
Hany embert |1 0 1 0 3 1
bokott meg?
Hany ember |1 1 2 1 1 1
bokte meg?

4. tablazat. Anna felmérése

Bizonyitsuk be, hogy valaki nem mondott igazat.

Megoldds. A véalaszok alapjan 6 bokést inditottak a didkok, azonban 7 bokést
érzékeltek. Ez nyilvanval6an nem lehetséges.
m

4.2. Metro

A kozlekedés témakorben Budapest tervezett metrohéalozatanak térképét vet-
tiik alapul. Mar maguk a metrévonalak és a megallok egy grafot alkotnak.

Ezen alapfunkciok segitségével jutunk el az Gsszetettebb fogalmak beve-
zetéséhez.
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5. tablazat. Metro-graf megfeleltetés

18. Feladat. Keress olyan megdllot ahonnan pontosan

(a) 1
(b) 2
(c) 3
(d) 4 iranyba tudsz elindulni.

Melyik megdllobol lehet a legtobb irdnyba elindulni?

Megoldas. 1 iranyba a végallomasoktol tudunk elindulni, 2 irdnyba olyan
megéllokbol, melyeken egy metrovonal halad &t. Pontosan 3 iranyba sehon-
nan sem tudunk elindulni, 4 iarnyba olyan megallokbol, ahol ketté metrovo-
nal talélkozik, pl. Astoria, Lehel tér. A legtobb iranyba a Deak Ferenc térrsl

tudunk elindulni, itt 4 metr6 talélkozik, vagyis 8 irdnyba indulhatunk.
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19. Feladat. Rajzold le azt a grifot, amelynek csicsai a csomdpontok (azaz
azok a megallok, ahol t6bb metrévonal taldlkozik), €lei a kéztik lévd metro-
vonalak (fészakaszok).

20. Feladat. Minden metrovonalon kilonbozd szinid pecsétet adnak jeqyke-
zeléskor. Eqy jegyen lehet tobb pecsét, de 2 egyforma szind nem. Ossze lehet
gyljtent az Osszes pecsétet eqy jegyre ugy, hogy kozben mem johetink fel a
metrébol?

Megoldds. Az 6sszes szind pecsétet tobb lehetséges titon is Ossze lehet gytij-
teni. Az egyik ilyen: Oktogon - Astoria - Keleti palyaudvar - Kélvin tér -
Deék tér - Oktogon - Ujpest-Varoskozpont.

O

21. Feladat. Hany fdszakaszt kell még épiteni ahhoz, hogy bdrmely két cso-
mopont kézott legyen kézvetlen jarat?

22. Feladat. Gergd felszdll a metrdra. Azt a jatékot taldlja ki, hogy miutdn
ment vele eqy kicsit, leszdll, majd eqy mdsikra felszdll, és azzal is elmegy
valameddig. Biztosan vége lesz eqyszer ennek a jdtéknak?

Megoldas. El6fordulhat, hogy ennek a jatéknak sosem lesz vége, ha példaul
Gerg6 korbe-korbe utazgat a csomopontok kozott. O

23. Feladat. Melyek azok a szakaszok, amelyeket ha lezdarnak, akkor még
mindig el tudunk jutni barmely dllomdsrdél barmelyikre?

24. Feladat. Mutass 4 kilonbozd eljutdsi lehetdséget a Kdlvin tértsl Ujpest-
Kozpontig.

(a) Van-e 2 olyan 1it, amelyeknek nincs kozds megalldja?

(b) Ha az Astoridat lezarjdk, akkor van-e 2 ilyen ut?

(c) Minimum hdny dllomdst kell ahhoz lezdrni, hogy ne lehessen eljutni a

Kdlvin tértél Ujpest-Kozpontig?

25. Feladat. Az 1-es (sdrga) metré Barack Obama ldtogatdsa miatt le van
zdrva az 0sszes megdllojaval egyiitt. El tudsz-e jutni a Csomori ittol a Fila-
torigdatig metroval?

26. Feladat. Uj tarifdt vezetnek be a metrévonalakon. Eszerint annyiszor
30 Ft-ot kell fizetniink, ahdny dllomdst érintink. Minimum mennyibe keriil
eljutni

(a) A Gyongydsi utcdtil a Ferenc kéritig?
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(b) Az Arpdd hidtsl a Ferenc kéritig?

27. Feladat. A Lehel téren betortek egy bankba. A renddrok ildézdbe vették
a bankrablot, aki a metréba menekilt. Ugy probdlta megtéveszteni a renddri-
ket, hogy néhdnyszor dtszdllt, és mdasik metréval folytatta az utjdt. Ha eqy
metroszakaszon mdr utazott a rablo, akkor azt mdr figyelik a renddrok, igy
nem tud ujra azon utazni. Amig tudott, lent maradt a metroban. Amikor
mdr nem volt mds lehetdsége, kijott a metrobol. A renddrok mdr a kijdratndl
vartdk. Hol kaptdk el a bankrablot?

4.3. Gyakoroltatott fogalmak

Készitettiink egy tablazatot, melyben 6sszefoglaltuk, hogy feladatsoraink se-
gitségével mely fogalmakkal ismerkedhetnek meg a didkok.

Fogalmak Facebook Metro

Cstcs 1.,2., 3., 4., 5. 19., 21., 25., 26.,
27.

El 1.,2.,3.,4.,5 |19, 21., 25., 26.,
27.

Fokszam 1., 2., 3., 4., 5. | 18., 19.

6., 10., 13.

Csucsok és élek szama kozotti | 12, 13., 14., 15.,

Osszefiiggés 16.

Fokszamok Osszege 1., 2.

Teljes graf 1., 3., 12. 21.

Ut 6., 8. 20., 24., 25.

Séta 24.

Fa 6., 7. (csillag), 8.

Kor 9., 10. 19., 22., 23.

ésszefiigg()'ség 5., 6., 10. 19., 23., 24., 25.

Komponensek 5., 10. 23., 24., 25.

Elvagoé pont(halmaz) 23., 24.

Diszjunkt ut 24.

Iranyitott graf 17. a legtobb feladat
atalakitahto

Parhuzamos él 19.

Legrovidebb ut 26.

Euler 27.

6. tablazat. A feladatokban felléps grafelméleti fogalmak
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4.4. Eddigi feladatok lefedése

Feladataink az eddigi tankonyvek feladatainak jelentSs részét lefedik. Egyes
fogalmakat kevésbé tartottunk fontosnak (példaul: izolalt pont, hurokél),
helyettiik mas fogalmakat vezettiink be (példaul: elvagd pont, komponensek
sth.).
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5. Utvonaltervezés

A grafelmélet egyik napjainkban talan leggyakrabban hasznéalt teriilete a leg-
rovidebb ut keresés probléméaja. Ennek oktatasat tobb altalunk megkérdezett
kozépiskolai tanar és egyetemi professzor a kozépiskolasnal joval magasabb
szintlinek tartja. Véleményilink szerint azonban megfelel§ ravezetéssel egy
kozépiskolas is el tudja sajatitani az algoritmus hasznalatat.

A legrovidebb ut keresésére szolgalo algoritmusok koziil legfontosabbnak
a Dijkstra-algoritmus tekinthets. Ugyanis ez alapjan a modszer alapjan mt-
kodnek az utvonaltervezé programok és a GPS-ek is. A Dijkstra-algoritmus
egy graf adott csiucsabol (legyen ez s) az Gsszes tobbi csicsba vezets legro-
videbb utat keresi. Ebben az esetben a graf iranyitott vagy iranyitatlan élei
nemnegativ silyokkal vannak ellatva. Tekintsiik azt az S részgrafot, mely
azokat a cstcsokat tartalmazza, melyekhez méar megallapitottuk a legkisebb
sulyt utat s-bél, és azokat az éleket, amik ezeket az utakat alkotjak (kiin-
dulaskor ez a részgraf csupan a s kezddpont). Az algoritmus soran minden
lépésben egy csticesal bévitjiik ezt a halmazt, mégpedig gy, hogy a cstcs
hozzéavételével tovabbra is igaz maradjon az S részgrafra vonatkozo feltétel.
Ezt tgy tehetjiik meg, hogy keressiik a kévetkez6 minimumot:

min {pe(u) + c(uv) : wo kiléps él S-bol}

ahol p.(u) az u cstcsba vezet6 minimalis ut sulya, c(uv) pedig az adott
uv él sulya. Azt az élt vessziikk hozza a halmazhoz, melyen ez a minimum
felvétetik.[23|

Az algoritmus bemutatasara készitettiink egy feladatot, melyben Buda-
pest tomegkdzlekedését hasznalva kell legrovidebb utat keresniink.

28. Feladat. Az aldabbi térkép (2. dbra) segitségével keressiik meg a leggyor-
sabb utvonalat a Széna tértdl az ELTE-ig. Az élek siulyai a megdllok kozti
utazdsi 1ddket adjdk meg.

Megoldds. A térképet konnyen atrajzolhatjuk a 3. abran lathato graffa:

A leggyorsabb ttvonal megkeresésének elsé lépésében tekintsiik a Széna
tér szomszédjait. Ezek a Széll Kédlméan tér, és a Jészai Mari tér. A Széll
Kalman térre 1, mig a Jaszai térre 6 perc alatt juthatunk el. Igy az elébbit
valasztjuk be, és tessziik egy halmazba a Széna térrel. Az Osszes tobbi csiics
a mésik halmazban van. Most tekintsiik az elsé halmaz elemeinek, vagyis
a Széna térnek és a Széll Kalman térnek a szomszédait. Ezek a Moricz
Zsigmond kortér, a Batthyany tér és a Jaszai Mari tér. A Moricz Zsigmond
kortérre 16, a Batthyany térre 2, a Jaszai Mari térre tovabbra is 6 perc alatt
juthatunk el. Ezek koziil a Batthyany térhez juthatunk el a leggyorsabban,
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3. abra. Graf

igy azt valasztjuk be a Széna tér és a Széll Kalmén tér kozé. A Batthyany tér
a Budafoki utat és a Kossuth teret hozza be 4j szomszédként. Tehat most
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a szomszédok: Jaszai Mari tér (6 perc), Kossuth tér (4 perc), Budafoki ut
(13 perc), Méricz Zsigmond kortér (16 perc). Ezek koziil a leggyorsabban a
Kossuth térre juthatunk el, igy azt valasztjuk be az els6 halmazba a Széna
tér, a Széll Kalmén tér és a Batthyany tér mellé. A Kossuth tér a Deédk és a
Boraros teret hozza be a szomszédok halmazaba. Igy ennek az elemei most
a Jaszal Mari tér (6 perc), a Dedk tér (5 perc), a Boraros tér (15 perc), a
Budafoki ut (13 perc), a Moricz Zsigmond kortér (16 perc). Ezek koziil a
Deak teret fogjuk valasztani, hiszen ide juthatunk el a leggyorsabban, 5 perc
alatt. Az j szomszédok most a Blaha Lujza tér (9 perc) és a Corvin negyed
(10 perc). Az eddigieket is figyelembe véve kovetkezd 1épésként a Jaszai Mari
teret kell bevalasztanunk az els6 halmazba, hiszen most a 6 perc a legkevesebb
id6. Az algoritmust igy folytatva megkapjuk, h melyik a leggyorsabb 1t az
ELTE-ig. Az alabbi tablazatban 6sszefoglaltuk a megoldast.

B C|D | N|F L H|J |G |I |E | K M
1 (6 |- - - - - - - - - - -
6 2 16 | - - - - - - - - -
6 16 |4 |13 |- - - - - - -
6 16 13 |5 15 | - - - - -
6 16 13 15 19 10 | - - -
16 13 15 19 10 |8 |- -
16 13 1519 |10 - -
16 13 15 10 - -
16 13 12 - -
16 13 14 | -
15 14 | -
15 18
16

Az algoritmust igy végigcsindlva az alloméasokat tehat a kovetkezd sor-
rendben vessziikk be: Széll Kalman tér, Bathyany tér, Kossuth Lajos tér,
Deék Ferenc tér, Jaszai Mari tér, Nyugati palyaudvar, Blaha Lujza tér, Cor-
vin negyed, Boraros tér, Budafoki ut, ELTE, Moricz Zsigmond kortér és végiil
Ujbuda kozpont. Eredményiil a 4. és 5. abrakon lathaté utvonalat és feszi-
tofat kapjuk. Ezek alapjan latjuk, hogy a leggyorsabban a Széna tértél ugy
juthatunk el a Pet&fi hid budai hidfgjénél talalhato ELTE épiileteihez, ha
a Széna térrdl 4-6-os villamossal atmegyiink a Széll Kalman térre, ahonnan
2-es metroval a Deak térre, majd 3-as metréval a Corvin negyedhez jutunk.
Itt ajra 4-6-os villamosra széllva eljutunk a célig. Az Osszesen eltelt id§ 14
perc.
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5. abra. Feszitsfa

Fontos megjegyezniink, hogy most csak a tényleges utazasi idékkel sza-
moltunk, nem vettiik figyelembe az atszallasi és varakozési id6ket. Marpedig
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ez nagyon fontos lehet, hiszen az el6bb megtalalt leggyorsabb tutvonal 3 at-
szallast tartalmaz, amely 3 gyaloglassal és varakozassal jar egyiitt.

Az atszallasokat a kdvetkezs képpen tudjuk jelolni: A csomoépontban ta-
lalkozo éleket széthuzzuk tugy, hogy minden él keresztezzen minden élt, de
minden metszésponton csak két él menjen at. A kettes, illetve harmas talél-
kozasokat a 6. abra mutatja:

A feladatban az alabbi jelcléseket hasznaltuk:

e A: Széna tér

e B: Széll Kalméan tér
C: Jaszai Mari tér

e D: Batthyany tér
E: Nyugati palyaudvar

e F: Kossuth Lajos tér

e G: Blaha Lujza tér

e H: Deédk Ferenc tér

e [: Corvin negyed

e J: Boréros tér

e K: ELTE

e [: Budafoki 1t

e M: Ujbuda kozpont

e N: Moricz Zsigmond kortér

Ha az eredeti graftban szeretnénk jeldlni az atszallasokat, illetve egy &t-
szallast atlagosan 4 percnek szdmolunk, akkor a 7. abran lathato grafot
kapjuk:

Ezen elvégezve a Dijkstra-algoritmst, a 8. ésa 9. dbran lathat6 erdményre
jutunk:

A feszitéfan jol latszik, hogy ebben az esetben mar nem ugyanaz a leg-
gyorsabb tutvonal, amit el6bb taldltunk. Ha &tszéllasi id6t is szémolunk,
akkor a leggyorsabban a 4-6-os villamossal jutunk el az ELTE-ig a Széna
tértsl.

[]
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6. abra. Atszallasok jelolése

7. abra. Atszallassal
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8. abra. Atszallassal
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9. abra. Atszallas
6. Melléklet

6.1. Klacsakné Toth Agota levele

Kedves Dorka és Veronikal
30



Attanulmanyoztam dolgozatukat. Jo a témavalasztas, igazan hianypotlo,
alapos munkat olvashattam.

A feladatok kitiinGek, gyerekekhez kozelallo témékat érintenek, konnyen
megértetik a didkokkal a grafelmélet alapfogalmait. Az egyes témékhoz kap-
csolodo feladatok rendkiviil sokrétiiek, mind a nehézségi szint, mind a meg-
oldasukhoz sziikséges kompetenciak tekintetében. Ennek a kis feladatgytij-
teménynek jo hasznét veheti valamennyi kozépiskolai tanar ill. diak.

Javaslatom, hogy készitsenek a feladatokhoz megoldasi utmutatot (akar a
dolgozaton kiviil, kiilon dokumentumban), igy a neten keresztiil olyan didkok
is haszonnal olvashatjak, akiknek nincs alkalmuk kozépiskolaban megismer-
kedni a grafelmélet alapjaival, de sziikségiik lenne a tudasra a sikeres érettségi
érdekében.

En személy szerint mindkét érettségizé osztalyomban hasznalni fogom a
feladatokat a rendszerezd Osszefoglalas sordn. Az egyik osztalyt idén vettem
at, tavaly nem tanultak a grafokrol, igy ezeken a feladatokon keresztiil fognak
megismerkedni a témaval.

Gratulalok munkajukhoz, tovabbi tanulményaikhoz sok sikert kivéanok.

Udvozlettel:

Klacsakné Toth Agota
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