EOTVOS LORAND TUDOMANYEGYETEM
TERMESZETTUDOMANYI KAR

Partos Boglarka Andrea

NUMB3RS A KOZEPISKOLABAN

SZAKDOLGOZAT
Matematika BSc tanari szakirany

Témavezets:
Szabd Csaba
Egyetemi tanar

Budapest, 2012.



Tartalomjegyzék

1. Bevezetés, célkittizés
1.1, Motivacid . . . . . . . .
1.2. A Gyilkos szédmokrol . . . . ..o
1.3. A matematikatanitas fontossdga . . . . . . ..o

2. Matematikuskép
3. Matematikai tartalom - Steiner-fak

4. Feladatok
4.1. Euklideszi geometria . . . . . . . ..
4.2. Taxis geometria . . . . . . . . . .



1. Bevezetés, célkittizés

1.1. Motivacio

A matematika tanitdsanak alapvets, de mégis egyik legnehezebb feladata a tanulok érdek-
16désének felkeltése.

Az érdeklédés hianya legtobbszor a meg nem értésbdl szarmazo kudarcélményekbdl fa-
kad, hiszen a sorozatos kudarcok az énmagukkal szembeni elvarasok, igényszintjiik csokke-
néséhez, igy érdeklgdésiik elvesztéséhez, egyfajta érzelmi elutasitashoz vezetnek [1]. Ezt az
érzelmi elutasitast azonban nem lehet értelmi szinten feloldani (példaul az anyagrész fontos-
sdganak, gyakorlati haszndnak hangstlyozasaval), hanem sikerélményekre, pozitiv vissza-
csatolasra, megerdsitésre van sziikség.

Kurt Lewin szerint a tanulaskor egy konfliktus keletkezik, amely abban &ll, hogy egy
régi szokas, viselkedés, hozzaallas feladasara és tjabbak elsajatitasara van sziikség. Az
egyén ugyanis (nem feltétleniil tudja, hogy) érzelmileg ragaszkodik a szokasos viselkedés-
mintakhoz, azok elhagyasa bizonytalansagérzetet okozhat. Ezzel az érzelmi szinttel szem-
ben kevéssé hatésos olyan észérvek hangoztatasa, hogy az 4j médon konnyebben tud majd
megoldani problémakat amelyeket nem is ismer, nemhogy a jelenben hajlandé volna eréfe-
szitéseket tenni a valamikor el6ad6do problémak megoldasaért. A valtoztatéasi hajlandosag
novelésére alkalmasak a problémaszituaciok, amelyekben maguk a tanulok ismerik fel, hogy
a régi eszkozrendszer nem eredményes, de fontosnak tartjék a probléma megoldasat. Ilyen
megmozditdé élmény szarmazhat a tanuld sajat korabbi tapasztalatabol, vagy olyan sze-
mélytdl, akit a tanuld elfogad (és kévetenddnek tart). A sajat élmény szempontjabol fontos
az ,optimélis kihivas”, azaz érzékelhets a problémajelleg, de nem reménytelen a megoldés.
Nem pusztan sikerélmény, hanem a legy6zott nehézség élménye noveli a motivéacios szintet
a problémamegoldasban. [27]

Egy tantargy iranti érdekl§dést azonban nem csak az iskolaban szerzett tapasztalatok,
hanem a tarsadalom és a kiilvilag is befolyasolja. Sajnos tarsadalmunkban a matematikarol
é16 kép meglehetGsen negativ. Altalanos megfigyelés, hogy a matematika sz6 hallatara a leg-
tobb embert kirazza a hideg, csodalkoznak, és felnéznek arra az emberre, aki matematikaval
foglalkozik, vagy az iskolaban szerette ezt a targyat. Nem csoda tehat, ha ilyen kozvetlen
kornyezetben felnévs gyerekek hozzéallasa is hasonlo lesz. A kiils§ hatésok egy masik fontos
tényezGje a manapsag egyre nagyobb teret nyert média, mely felettébb nagy hatéassal van a
mai gyerekekre. Igy az érdeklédés felkeltésének (eddig kevéssé kihasznalt) eszkoze lehet pél-
daul a médiaban megjelend matematikai tartalmak felhasznalasa, tanérakon, szakkorokon,
népszertsits eladasokon valo alkalmazasa. Egy-egy alapjaban véve szorakoztatasra, kikap-
csolodasra szant, értékes matematikai tartalommal bir6 film vagy sorozat tandrai keretek
kozotti bemutatéasa és feldolgozasa érdekes lehet, a kiilonlegesség erejével hathat.

Az érdeklsdés felkeltése mellett azonban fontos, hogy az eredetileg érdeklédsknek, jo
uton haladdknak se okozzunk kart. Gyakori probléma koreikben, hogy hiaba értik az adott
anyagrészt, nem latjak gyakorlati hasznat. (,Soha senki nem tanul meg semmit, aminek
nem érzi fontossagat.” Carl Rogers)

Mindezeket figyelembe véve kivalo lehet&ségnek tartom a Gyilkos szdmok cimd krimi-
sorozat matematika 6ran, szakkoron valdo bemutatasat, egy-egy rész feldolgozasat, hiszen a
filmben felmeriil6 probléma matematikai modelljének megoldasa nem csak érdekes, sikerél-



ményt is jelenthet, ndvelheti a motivacios szintet, és a matematika gyakorlati alkalmazasaira
hivja fel a figyelmet. Dolgozatom célja, hogy tampontot nyujtsak ezen film oktatési célra
vald alkalmazasahoz.

1.2. A Gyilkos szadmokrol

A Gyilkos szamok, eredeti cimén Numb3rs egy vildgszerte ismert amerikai krimisorozat.
Az Egyesiilt Allamokban 2005-t61 2010-ig futott a CBS csatornan az American Broadcast
Company [2| felmérése szerint atlagosan 10 millié f6s nézettséggel. Magyarorszagon a TV2-
n lathatjuk 2006 6ta. Hat évada késziilt el, 118 résszel. Fészerepléi Don Eppes FBI-iigynok
és matematika-zseni 6ccse, Charlie. Don csapatanak minden részben egy-egy tjabb biin-
tigyet kell megoldania, melyben nagy segitségiikre van Charlie, aki matematikai modellek
felallitasaval oldja meg az eseteket. A matematika szamos teriiletét mutatja igy be. ElSke-
riillnek példaul a valoszintiségszamitas, jatékelmélet témakore mellett differencidlegyenletek,
geometriai és grafelméleti problémak is. Segitségiikre van még a kissé hobortos fizikapro-
fesszor, Charlie j6 baratja, Larry Fleinhart, és Charlie egyik tanitvanya, Amita Ramanujan
is. A testvérpar mindennapjait altaldban harom szinten figyelhetjiikk meg, az FBI-nal, a
biinligy nyomozasa kozben; Charlie munkahelyén, a kitalalt Californian Institute of Scien-
cen; illetve a csaladban, édesapjukkal, a mérnck Alannel. Mindharom helyen gyakori téma
a matematika.

A sorozat szamos dijat nyert, példaul 2006-ban a Carl Sagan Award for Public Unders-
tanding of Science, majd 2007-ben a National Science Board tgynevezett Public Service
dijat. [3]

A matematikai részek kidolgozasdhoz tobb matematikus is segiti a forgatokonyvirok
munkéjat, matematikailag korrekt minden amit a tablara frnak [6], [7] szerint is. Az Egye-
siilt Allamokban tébben is foglalkoznak a sorozatban szereplé matematikai tartalom részen-
kénti feldolgozasaval, bemutatésaval, viszont ezek gyakran hianyosak, vagy adott esetben
nem arrdl szolnak ami a konkrét részben ténylegesen szerepelt [4], [5].

, Minden nap haszndljuk a matematikat. Megjosoljuk az iddjardst, méryik az iddt, kezel-
jik a pénziinket. A matematika t6bb mint képletek és egyenletek. Ez tiszta logika, racionali-
tds. Az emberi elme a legnagyobb rejtélyeket oldja meg a segitségével.” — Mar a bevezet&ben,
minden rész elején a matematika gyakorlati alkalmazasaira, hasznossagara hivjak fel a figyel-
miinket. Pontosan azt a sztereotipiat cafolja meg, ami a legtobb emberben riasztoé képként
¢l a matematikarol, hogy ez a tudomany nem maéas mint bonyolult képletek és egyenletek
Osszessége.

Munkam sorén el6szor azt vizsgalom, hogy a sorozat milyen képet allit a matematikarol,
a matematikusokrol, hiszen ez is nagyban befolyasolja a nézé hozzaéllasat a konkrét ma-
tematikai tartalomhoz. Szimpatikus szerepl6géarda, izgalmas torténet sokkal inkabb felkelti
az érdekl6dést a matematikai mondanivalé irant is. Ezt kovetSen egy konkrét részben (2.
évad 19. rész) bemutatott témakort dolgozunk fel, a grafelmélet egy hires problémakéorét, a
Steiner-fakat, melyek nemcsak hogy jelent6s gyakorlati alkalmazasokkal birnak, érdekesek
is, és alapjaik a kozépiskoldban is bemutathatok. Mindenekeltt azonban felmeriil a kérdés,
hogy miért is fontos matematikat tanulni, megértetni és megszerettetni a didkokkal.



1.3. A matematikatanitis fontossaga

A j6 modszeridi matematikatanitas kialakitdasanak fontossaga megkérddjelezhetetlen. Az
¢let minden teriiletén sziikségilink van arra, hogy gondolatainkat rendezetten, logikusan le-
gyiink képesek interpretalni, érvelni tudjunk allaspontunk mellett, vitaban képesek legyiink
rugalmas, a masik allaspontjat mérlegel6 magatartasra. Mindezeknek a képességeknek a
kialakitasdhoz és fejlesztéséhez a tantargyak koziil talan az egyik legnagyobb hatéasfokkal
jarulhat hozzéa a j6 moédszerd matematikatanitas.

Az iskolai matematikaoktatas célja a Nemzeti Alaptanterv alapjan nemcsak egy egysé-
ges és hiteles kép kialakitasa a matematikarol mint tudasrendszerrél, hanem a matematikai
gondolkodas teriileteinek fejlesztésével a gondolkodas altalanos kulturdjanak szinesitése.
Mindezt az a folyamat biztositja, melynek soran fokozatosan kiépitjiik a matematika belsd
strukturajat (fogalmak, axiomak, tételek, bizonyitasok elsajatitasa), és a tanultakat valto-
zatos teriileteken alkalmazzuk.

A matematikatanitds tovabbd érzelmi és motivdcids vonatkozdsokban is formdlja és gaz-
dagitja a személyiséget.” Hozzésegiti a tanuldt a helyes tanulasi szokasok kialakitasdhoz és
megerdsitéséhez. A célszert, 0j fogalmak alkotésa, az Osszefiiggések felfedezése és az ismere-
tek feladatokban valé alkalmazasa fejleszti a kombinativ készséget, a kreativitast, a problé-
mahelyzetek 6nalld, megfelel§ 6nbizalommal torténd megkozelitését, megoldasat. Ezenfeliil
sokoldalu eszkozokkel fejleszti a tanulok matematizald, modellalkotd tevékenységét, kiala-
kitja a megfogalmazott Osszefiiggések, hipotézisek bizonyitdsanak igényét, megmutatja a
matematika hasznosségat, belsd szépségét, az emberi kultiraban betoltott szerepét. Fej-
leszti a tanulok térbeli tajékozodasat, esztétikai érzéket is. [19]

A matematika tovabba mas szakteriiletek elsajatitasahoz is nagyban hozzajarul. A maga
hagyomanyos és modern eszkozeivel segitséget ad a természettudoményok, az informatika,
a technikai, a human miveltségteriiletek, szakkozépiskoldkban a valasztott szakma isme-
retanyaganak tanulményozasihoz, a mindennapi problémak értelmezéséhez, leirasahoz és
kezeléséhez. [19]

Nem véletlen tehat, hogy a matematikaorak teszik ki az iskolai érak atlagosan 15%-at,
tovabba kotelezs érettségi kovetelmény, a legtobb felsGoktatasi intézmény szakan megjeldlt
felvételi targy, mitébb a munkaerépiac is igényli a matematikai kompetenciakat.

Dolgozatom &sszeéllitasa soran igyekeztem figyelembe venni a Nemzeti Alaptanterv
szempontjait is, mely a tanitasban elGtérbe helyezi a készségek, képességek, tigynevezett
matematikai kompetenciak kialakitasat és fejlesztését. ,, A matematikar kompetencia a ma-
tematikai gondolkodds fejlesztésének és alkalmazdsdanak képessége, felkészitve ezzel az egyént
a mindennapok problémdinak megolddsdra is. A kompetencidban és annak alakuldsdban a
folyamatok és a tevékenységek éppigy fontosak, mint az ismeretek. A matematikai kompe-
tencia - eltérd mértékben - feléleli a matematikai gondolkoddasmdodhoz kapcsolodo képességek
alakuldsdt, haszndlatdt, a matematikai modellek alkalmazdsdt (képletek, modellek, strukti-
rak, grafikonok/tablazatok), valamint a torekvést ezek alkalmazdasdra.” [19] A feladatsorok
kialakitasa kozben igyekeztem szem el6tt tartani ezeket az elveket, hogy fejlesszék példa-
ul a modellalkotasi, absztrakciods, szintetizalé képességet, kreativitast, a gyerekek onallo
tevékenységgel sajatithassék el az ismereteket.



2. Matematikuskép

A gyerekek palyavalasztasiban, de méar tanulasdban és érdeklédésében is igen fontos szere-
pet jatszik, hogy milyen kép él benniik az adott szakmardl illetve targyrol. Ezt elég gyakran
a tarsadalomban él§ sztereotip kép befolyasolja. Napjainkban példaul sok fiatal szeretne
szinész, sztar, vagy a ma divatos kifejezéssel élve celeb lenni, hiszen amit a televiziéban,
ujsagokban, interneten roluk latnak, az sok esetben vonzé, hogy hiresek, gazdagok, és so-
kan szeretik ¢ket. Nem ilyen pozitiv a kép azonban a matematikusi hivatasrol. Ezt szamos
felmérés, kozvélemény-kutatés egybehangzoan mutatja. Rensaa [8] cikkében irja példaul,
hogy az altala készitett felmérésben, melyben a tudésok kinézetérdl, tulajdonsagairol kér-
dezett, az emberek koriilbeliil 70 szazaléka szerint a tudos szemiiveges férfi. Tobbségiik
szerint idds vagy legalabbis kozépkoru, egyediilalld, régimodi, unalmas, és antiszocialis. A
valaszadok csupan 20 szézaléka tartotta a tudost atlagosnak, aki nem kiilonbozik mas szak-
mabelit6l. Ilyen, és ehhez hasonldé tudoményos igényid vizsgalatokat méar a miult szazad
kozepétdsl végeztek a tudosok tarsadalomban él6 képérsl. Példaul Mead és Metraux [9]
1957-ben publikalt kutatéisa is mintegy 35000 kozépiskolas esszéjének feldolgozasan alapult.
Ezek is mind ugyan azt, a nem éppen el6nyos sztereotip képet mutatjak.

Napjainkban mar rajzos felméréseket is publikalnak. D. W. Chambers példaul kidol-
gozott egy modszert (DAST, Draw A Scientist Test), melyben t6bb mint 4800 gyermekkel
rajzoltattak képet ,a tudosrol”. Ezekbdl kideriil, hogy szamos jellemz6 kapcsolodik a gyer-
mek gondolkodasaban tuddshoz, mint példaul a fehér kdpeny, szemiiveg, ceruzak, tollak,
szamitogép vagy tabla, tovabba a tudas szimbolumaiként konyvek, konyvespolcok, a tu-
domany megjelenitéseként bonyolultnak ting, legtobbszor értelmetlen, vagy pedig trivialis
képletek. Szinte mindenki férfi tudost rajzolt, a lanyoknak is csak alig tobb mint egy sza-
zaléka nét. A képeken a tudos szinte mindig egy szobéban, vagy laboratériumban dolgozik,
altalaban pincében vagy alagsorban. Késébbi, tovabbfejlesztett vizsgalatok, mint példaul
Odell, Hewitt, Bowman és Boone [14] DAST vizsgélata, vagy Rampal kezdd tanarok tudos-
képét vizsgald kérdsive [11] tovabb arnyaltak a képet, tovabbi jegyeket adtak a sztereotip
matematikusképhez. Ezek szerint a matematikus jol érzékelhetGen brilidns elme, gyakran
elgondolkozik, érzelemmentes, nemtor6dom, hianyzik belSle a szocialis érzék, és némiképp
elesettnek tiinik. Egyéb kutatasok folytak tovabba (példaul Schebeci és Sorensen [12]),
hogy mennyire tér el az egyes népcsoportokban a tudosrol alkotott kép. Ezek mind azt
tamasztjak ala, hogy kevéssé. Sorensenék, illetve Finson [15] is azzal magyarazza ezt, hogy
a sztereotip képet jelentGsen a média alakitja, és a vilag barmely részén az emberek hasonld
filmeket néznek.

Ebbdl is lathatjuk tehat, hogy az emberekben a matematikusokrol, illetve altaldban a
tudosokrol alkotott képet is igen erdsen a média befolyasolja. H. Tiirkmen 2006-os [13]
felmérésében példaul az 6todikes gyerekek 45,3 szazaléka tartotta fontosnak illetve nagyon
fontosnak a médiat abbol a szempontbol, hogy milyen mértékben szarmazik onnan az in-
formécioja arrél, hogy milyenek a tuddsok. Ez nagyon is érthetd, hiszen sokan soha nem
talalkoznak matematikussal, csak matematikatanarokkal, de az messze nem ugyan az, hiszen
a feladatkoriik is teljesen mas. Berry és Picker is [16] cikkiikben vizsgaltak és kimutattak,
hogy a tanulok altaldban nem tekintik matematikusnak matematikatanarukat.

Fontos tehét azzal a kérdéssel foglalkoznunk, hogy a kiilonb6z6 filmek milyen képet alli-
tanak a matematikusrol. Wilson és Latterell 2001-es cikkében [10] szamos irodalmi miivet
és filmet sorol fel, amelyekben matematikus szerepel. A kutatasukba bevont mtivekben a
matematikus tobbnyire zavart, néha oriilt. Ez részben a 1étezé sztereotipiakbdl, az iréban



él6 tudosképbdl adodik, részint abbol, hogy a filmben a tudds személyisége, lelki alkata,
betegsége a konfliktus forrasa.

A gyilkos szamok viszont egy merében 1j képet mutat a matematikusokrél, a mate-
matikuslétrsl mind Charlie, mind Amita személyében. A matematikazseni Charlie (David
Krumbholtz) fiatal, joképt, energikus fit. Nem visel szemiiveget, se fehér kopenyt, nor-
maélis ruhédkban jar, sok baratja, még baratnGje is van. Ezek mér énmagukban is szoges
ellentétben allnak az elképzelt antiszocialis, elesett, érzelemmentes tudosfiguraval.

Charlie kozvetlen, szinte mindig jokedvii. Matematikazsenialitasa mér kiskordban meg-
mutatkozott, haromévesen négyjegyt szamokat szorzott Ossze, és méar tizenhdrom évesen
felvették a Princetonra [29]. Gyakran hangsulyozzék is a sorozatban, hogy nem mindennapi
elme, az FBI irodaban is mindenki felnéz ra, csodabogarnak tartjak, az egyetemen pedig so-
kan féltékenyek ra. A matematika népszertsitése szempontjabol ez nem tul elényds, hiszen
azt sugallja, hogy ahhoz hogy valaki értse a matekot zseninek kell lenni. Ott van viszont
Amita (Navi Rawat), kezdetben Charlie tanitvanya, kés6bb baratnégje, majd felesége, aki
egy teljesen atlagos, csinos fiatal lany. Ez is egy szokatlan képet allit a nézd elé, hogy 1é-
teznek matematikusngk is, méghozza nem furcsak és elesettek. Gyakran dolgoznak egyiitt
Charlie-val, segitik egymast otletekkel, tandcsokkal, hiszen a matematikat nem feltétlendil
magéanyosan, egyediil egy alagsori szobaban kell mtivelni mint ahogyan azt sokan gondoljak
a felmérések szerint.

Charlie kiemelkedSen okos, de nem tévedhetetlen. Gyakran nem vesz szamitasba egyes
eshetbségeket, vagy rossz tton indul el, ez is azt mutatja, hogy még egy zseni is hibazhat,
tévedhet. Szimpatikus lehet Charlie megformalasaban, hogy mindig mindenhol mindenki-
nek lelkesen beszél matematikarol, latszik, hogy szereti amit csinal, és ezt szivesen &t is
adja, szemléletesen magyaraz, megnyeri mind a filmbeli FBI-os ko6zonségét, mind az otthon
l6 nézdket.

A sorozatot nézve feltiinhet, hogy a filmbeli matematikusok, tudosok gyakran egymas
kozott is matematikarol vagy més tudoményrol beszélgetnek, ez egy allando témat, Gssze-
tartd erét jelent a szakmabeliek kozott, ilyen témakrol nyiltabban beszélnek egymaéssal.

Charlie legjobb baratja, Larry Fleinhardt (Peter MacNicol) mar inkabb hasonlit a ,tipi-
kus” tudoshoz. Nem igazan van a fizikan kiviil mas témaja, kissé szérakozott, nem mindig
tudja éppen melyik varosban van, vagy példéul éppen kijott a konyvtarbol vagy be akart
menni. Okoskodo, tudélékos viselkedésével inkabb hasonlit a sztereotip tudosképhez. Ettsl
fiiggetleniil azonban sokat segit Charlienak mind kutatésaiban, mind a biiniigyek megolda-
sadban.

Mindent 6sszevetve a Gyilkos szamok altal sugallt Gjszert matematikuskép egyértelmien
pozitiv. Fiatal, szimpatikus, szeretheté karaktereivel, a tudomanyos tartalmak szemléletes
bemutatasaval kozelebb hozza a néz6khoéz mind a matematikat, mind a matematikusi hi-
vatast.



3. Matematikai tartalom - Steiner-fak

Meggy6z6désem, hogy a matematika népszertisitésére kivald lehetGséget, kiindulasi alapot
biztosit a Gyilkos szamok. A biintények megoldasaval ugyanis a matematika gyakorlati
hasznéra vilagit ra.

A filmben mérgezéses esetek egy sorozata kapcsan eljutnak egy gyanusitotthoz, aki egy
Los Angeles melletti erd6ben bujkal. Megtalalasara tobbféle matematikai apparatust is
bevetnek. Példaul megfigyelik, hogy a szokevény nem jart egy tuton kétszer. Ennek kapcsan
Charlie bemutatja szemléletesen a konigsbergi hidak problémajat, elmagyarizza az Euler-
ut fogalmét, am ez a megkozelités nem vezet megoldasra. Kozben egy hires nyomolvaso
észreveszi, hogy van harom hely, ahol a gyanusitott tobbszor is megfordul. Ekkor Charlie
a kovetkez6 modellt allitja fel: feltételezhets, hogy a szokevény a harom pont kozt olyan
uthalozaton halad, ami neki a leggyorsabb, tehat a megtett ttvonal 6sszhossza minimalis.
Feltételezhets ugyanis, hogy ha harom egymastol tavol fekvs helyen jart tobbszor is, akkor
lesz még egy negyedik pont, egy kozpont, ahonnan Gsszességében a tobbi pont gyorsan
megkozelithetd, tehat az uthalozat Osszhossza minimalis. Ez az tgynevezett Steiner-fa
feladatra, illetve ahogyan a filmben is nevezik, a buborékelméletre vezet. A Steiner-fa
negyedik csticsdnal meg is talaljak a keresett személyt.

A filmbeli probléma matematikai modellje tehat egy (hegyesszogii) haromszogben egy
olyan pont keresése, amelynek a harom ponttdl vett Ossztavolsaga minimalis. A modellt
buborék elvnek nevezik és az alabbi médon hozzak kapcsolatba a feladattal: Képzeljiik el,
hogy néhany szappanbuborék talalkozik a levegében, majd egyesiilnek. Ekkor a koztiik 1évs
hartyak, akdrhany buborékrol is legyen sz6, paronként 120°-os szoget zarnak be. Ezt azzal
igazoljak, hogy mint a fizikAban minden jelenség, a buborékok is az energiaminimumra
torekednek, és minden minimalis allapot valamiféle szimmetriat mutat. Ez persze csak
heurisztika. A megfelel6 pont létezése és leirasa harom buborékra, azaz pontra Fermat
(Pierre de, 1605-1665) nevéhez fiiz6dik, és az igy kapott pontot izogonalis vagy Fermat-
pontnak nevezziik.

Charlie a filmben Steiner-fa néven emlegeti a megoldas alapotletét. Jakob Steiner (1796-
1863) svéajci matematikus volt. Nevéhez szamos ismert geometriai probléma megoldasa,
targyalésa, egzakt bizonyitasa fiiz6dik. Ebben a dolgozatban csak a grafokkal, minimélis
feszitéfakkal kapcsolatos munkéjat targyaljuk.

A Steiner-fa feladat egy grafban a minimalis koltségd feszitéfa keresésének éltalanosi-
tasa. A graf néhany pontja kozotti minimalis koltségi feszitéfa felallitasa a cél ugy, hogy
bevehetSk a graf mas pontjai is. Altalanosabb esete az tgynevezett Euklideszi vagy geo-
metriai Steiner-fa, mely a sik n adott pontja kozott keresi a minimaélis Osszhosszusagu
halozatot. Ekkor a graf pontjai a sik pontjai, élei az Sket Osszekotd szakaszok, melynek
silyai a két csucs euklideszi tavolsaga. Lathato, hogy a feladat 3 pontra épp a fent emlitett
Fermat-pontot adja.

A Steiner-faknak szdmos gyakorlati alkalmazasuk van. Ha véarosok kozt uthalozatot,
hazak kozt vizvezetékrendszert, esetleg internet kabelt szeretnénk lefektetni, és a lehetséges
halézatok koziil a lehets legolcsobbat vagy a lehets legrévidebbet szeretnénk kiépiteni, min-
dig a megfelel6 pontokra allithato Steiner-fat keressiik. Vegyiink példaul négy nagyvérost,
Budapestet, Miskolcot, Nyiregyhazat és Debrecent. Ahhoz hogy eljussunk egyik varosbol
a méasikba, autopalyat épithetiink kozottiik. Nyilvan megoldas lehet, hogy 6sszekotjiik Bu-
dapestet Miskolccal, Miskolcot Nyiregyhézaval, majd azt Debrecennel. Ki akarna azonban
akkorat keriilni Debrecenbe-menet. Uj otletként osszekothetnénk mindegyik varost mind-



egyikkel, igy barhonnan barhova a legrévidebb idé alatt jutnénk el. Ez viszont meglehetGsen
draga lenne, igy egy optimélis megoldast nytdjthat, ha a varosok kozotti legrévidebb Ossz-
hosszusagu uthéalozatot, ezaltal a négy varosra mint pontokra rajzolhato Steiner-fat épitjiik
ki. Igy késziilt az M3-as autépalya. (1. abra)
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1. Abra. M3-as autopalya

Napjainkban is sokan foglalkoznak a Steiner-fak elméletével, a MathSciNet-en eddig 887
publikiciot referalnak. Ezeket az eredményeket foglaljak 6ssze [23],[25], [24] monografidk.
Az els6 egy altalanos 6sszefoglald, mig a méasodik és a harmadik a kombinatorikus optimali-
zalas, illetve a kommunikacios halozatok szemszogébdl vizsgélja a problémakort. Az utobbi
husz év {6 kérdése azonban egy és ugyanaz: milyen kozelitéssel lehet gyorsan feszitéfat
keresni.

[smert, hogy a Steiner-fa keresés a legnehezebb kombinatorikus feladatok kozé tartozik,
és kicsi az esély arra, hogy barmikor is gyors keresG algoritmust talaljanak Steiner-fakra
[20], mégis bizonyos hibahatarral talalhatunk olyan fat, amely hossza csak kicsivel tér el
az optimalistol. Sokaig az 1,55-0s szorzo volt a legjobb becslés [21], mig tavaly kozzétet-
tek egy 1,39-es pontossagu algoritmust [22]. Ez azt jelenti, hogy barmilyen ponthalmaz
esetén szamitogép segitségével gyorsan (a graf csucsszamanak polinomialis fiiggvényével fe-
lilrsl becsiilhetd 1épésben) taldlhato olyan feszitGfa, amely hossza a Steiner-fa hosszénak
maximum 1,39-szerese.
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2. 4bra. Manhattan utcai

Az egyik legkutatottabb Steiner-fa probléma az igynevezett egyenes vonala (rectilinear)
Steiner-fa, az tgynevezett taxis (taxicab) geometridban, ahol csak fiiggéleges és vizszintes
élek vannak. Igy, ha ott keresiink minimalis utat, akkor egy masfajta tavolsaggal kell
szamolnunk. Két pont kozott csak ,koztuton” kozlekedhetiink. Igy példaul egy uthéalézattal



parhuzamos négyzet két atellenes cstucsanak tavolsidga 2, mig a szokasos értelemben vett
tavolsaga v2. Ez a geometria New York varos Manhattan negyedére hasonlit (2. abra),
ahol az utcak egymastol koriilbeliil egyenletes tavolsdgra egymassal parhuzamosan illetve
egymasra merdGlegesen helyezkednek el.

A Manhattan Steiner-fa fontossagat az adja, hogy nyomtatott dramkorok készitésénél
a forrasztogép csak két egymasra meréleges iranyba mozoghat. Azaz, ha a plexilapon
Ossze szeretnénk kotni néhény pontot vezetékkel, akkor épp az ezekre allithato rektilinearis
Steiner-fa adja a legkevesebb vezeték felhasznalédsaval jaré kapcsolatot.

A film, és a Steiner-fak széleskort gyakorlati haszna kell6 motivaciot ad, hogy a gyere-
kekkel foglalkozzunk a Steiner-fakkal. Charlie elvileg a buborékok segitségével rajzolt fel
egy fat, de a kovetkezd képen mar ott volt a kész rajz, amit csak raillesztett a pontokra (3.
abra). Hogyan csinalta mégis, meg tudjuk-e mi is csinalni?

3. 4bra. A filmbeli Steiner-fa

10



4. Feladatok

4.1. Euklideszi geometria

Az eredeti probléma, amely a filmben felmeriilt a kévetkezs. Megfigyelték, hogy a szoke-
vény gyakran jart ugyan azon a harom helyen, ezért feltehetSleg koztiik olyan tthéldzaton
haladt, ami neki a legjobb, tehat minimalis. Feltételezhet§ ugyanis, hogy ha harom egy-
mastol tavol fekvs helyen tobbszor is megfordult , akkor lesz még egy negyedik pont, egy
kézpont, ahonnan Gsszességében a tobbi hely gyorsan megkozelithets, tehat az tthalozat
Osszhossza a lehetd legkevesebb. A matematika nyelvére leforditva feladatunk tehat 3 pont
kozotti tthalozat hosszanak minimalizalasa. Véleményem szerint ez egy atlagos kozépis-
kolasnak is nehéz feladat, egy kevésbé érdekl6dének pedig még inkabb. Ezért készitettiik
az alabbi ravezetd feladatsort, melyben hasonlé gondolatokat, Gtleteket hasznalunk, mint
amely majd az eredeti probléma megoldasahoz kell.

A legegyszeriibb feladat az lenne, ha nem harom, hanem csak két pont kozott keresnénk
a minimélis Gthalézatot. Mindenféle megkotés nélkiil ez viszont trivialis, az Gket 6sszekotd
szakasz lesz a legrovidebb. Ezt a filmben még Don is tudta.

Kicsit nehezebb, még mindig két pontra: két, egy egyenes altal meghatarozott azonos
félstkban 1év6 pontot 0sszekdtni tgy, hogy utunknak legyen kozos pontja az egyenessel is.

1. Feladat. Jancsi és lluska egy (egyenes) folyd ugyanazon oldaldn laknak. Jancsi el sze-
retne jutni lluskahoz, de kézben még meqg szeretné itatni a lovdt a folyondl. Merre menjen,
ha minél hamarabb oda szeretne érni?

1,Megoldds. Legyen Jancsi helye J, lluskaé I, a folyo6 pedig e. Vegyiink fel egy tetszéleges P
pontot az egyenesen. Ha tiikrozziik J-t e-re, JP = J' P, mivel J' fiiggetlen P valasztasatol,
a kérdést atfogalmazhatjuk arra, hogy mikor minimalis a J P + PI tavolsag. Nyilvan akkor,
ha P € JI egyenesének. O

2, Megoldas. Ezt a megoldast nem részletezziik, csak a megoldéasi modszert emlitjiik meg.

Alkalmas koordinata-rendszerben a tévolsagokat felirva, majd derivalva szélséértékként
kapjuk, hogy a JP, IP egyenesek e-vel bezart szoge megegyezik. Tehét keresendd az e
egyenes azon pontja, amibdl J-hez illetve I-hez huzott egyenesek e-vel bezart szoge meg-
egyezik. Az pedig nyilvan a tiikorkép segitségével kaphato, igy visszajutottunk az el6zé
megoldashoz. O

Megjegyzés: Segitségként elGszor induljunk ki két pont tavolsagéabol. Mikor lenne itt
is jo megoldés a két pontot Osszekots szakasz? (Ha a folyd” elvalasztanéd a két pontot.)
Segitség lehet az is, ha ugy kérdezziik, hogy hogyan szerkesztenéd meg Jancsi utjat.

Az els6 megoldés a jelen helyzetben azért elénydsebb, mert a késébbiekben erre a transz-
formécios szemléletmodra lesz sziikségilink. A méasodik megoldéas abboél a szempontbdl lehet
hasznos, hogy mas megvilagitasba helyezi a problémat, a tiikrozésre nem a szakaszok, ha-
nem a szogek egyenlségébdl kell rajonni. A kétféle megoldas szemléltetése azért is elényos,
mert a gyerek latja, hogy a probléma tobbféleképpen is megoldhatd, nem csak egy kinyil-
vanitott jo megoldas l1étezik.

Ezzel, és a kés6bb leirt masodik, harmadik feladattal mar tobb helyen is talalkozhattak
a didkok. Legtobbszor a transzformacioknal, illetve fakultécion a differencidlszamitasnél
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szokték tanitani [17]. Azért vessziik bele mégis feladatsorunkba, mert nem épitiink a di-
akok elGzetes ismereteire, viszont a transzformécios latasmodra sziikségiink van az eredeti
feladatunk megoldasahoz. Egy mar tanult modszer més kornyezetben vald felelevenitése
pedig segiti a bevésddést, elsajatitast.

Mivel dolgozatomban f6leg a matematika irdnt kevésbé érdekléddkkel szeretnék foglal-
kozni, ezért fontosnak tartom, hogy ne szaraz matematikai szdvegezésii legyen a feladat.
Erdekesebb, ha gyakorlati a példa, vagy meseszertien van fogalmazva. Ez raadasul fejleszti
a gyerekek modellalkotési képességét, hiszen ha egy rajzon, térképen mutatjuk meg a fel-
adatot hazzal, meg hompolygs folyoval, akkor még at kell fogalmaznia pontokra, egyenesre.

2. Feladat. Most Jancsi még lditatds utdn elmegy a mezdre virdgot szedni Iluskdnak (4.
dbra). Merre menjen igy?

folyd

Megoldas. Legyen ismét Jancsi J, lluska I, a foly6 e, a mez6 széle f; P € e, R € f tetszble-
ges. Ismét tiikkrozzilkk P-t e-re, illetve R-t f-re. Igy Jancsi utjanak hossza ismét a kialakuld
J'PRI' torottvonal hosszaval egyezik meg. Ez pedig akkor minimaélis, ha J', P, R, I’ kolli-
nearis. ]

Az els6 feladat megbeszélése utan erre mar azok is konnyebben rajonnek, akik az el6zst
nem tudtak megoldani, ez pedig sikerélményt, nagyobb kedvet jelent. A kudarckeriils
személyiségl gyerekek érdekl6dését is jobban felkeltheti, onértékelését javithatja, ha egy
altaluk nehéznek itélt feladatot megoldanak.

3. Feladat. Jancsi és Illuska eqy folyo két oldaldn laknak. Hova épitsenek a folyora merd-
leges hidat, hogy a lehetd legrovidebb idd alatt el tudjanak jutni eqymdshoz?

Megoldas. Legyen a foly6 Jancsi fel6li partja e, [luska fel6li f, e egy tetszGleges pontja
P. Mivel a hidat a legolcsoébbra, a folyora merélegesen szeretnék épiteni, ezért merélegesen
d(e, f) hosszu utat mindenképp meg kell tenni. Toljuk tehat el JP-t egy e és f-re merdleges,
f felé mutato d(e, f) hosszu vektorral. Az igy keletkezs |J'P'| = |JP|, |PP’| allando, igy
J'P'I torottvonal minimumét keressiik. Ez megint akkor fordul els, ha J’, P’, I kollinearis.
Tehat a hidat a f N J'I-be kell épiteni. O

Valoszintleg itt is tiikrozéssel probalkoznak el@szor, hiszen eddig ezek vezettek sikerre.
A hid hosszédnak allandosédgabol azonban ra lehet jonni az eltolas alkalmazaséra. Segitd
kérdések lehetnek példaul, hogy miért alkalmaztunk az el6z6 két feladatban tiikrozést; mi
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az, ami itt allando lesz.

Egy varhato tanul6i probalkozas, hogy kossiik 6ssze J-t I-vel, vegyiik ennek e és f ko-
zépparhuzamoséaval vett metszéspontjat, majd ebbe a pontba allitsuk a folyora merdleges
hidat. A fenti megoldasbdl azonban kovetkezik, hogy ha P és P’ a hid minimalis uthoz
tartozo végpontjai, akkor JP || P'I, ami ezen megoldasban JP # P'I esetén nem teljesiil.

A kells el6készités utan ratérhetiink az alapproblémaéra.

4. Feladat. Adott eqy hegyesszdgi hdaromszog. Hol van az a pont, amelynek a csicsoktol
velt tavolsdagdsszege minimalis?

Megoldds. A cstucsok legyenek: A, B, C'., tovabba P tetszéleges pont a haromszog belsejé-
ben (5.abra). Ekkor keressiik, hogy AP+ BP+C'P mikor minimalis. Forgassuk el BPC' héa-
romszoget B koriil 60°-kal kifelé. Ekkor BP P’ haromszog szabalyos, igy BP = PP’, tovab-
ba BPC/A « BP'C'A, amib6l CP = C'P'. Ezek alapjan AP+BP+CP = AP+BP'+C'P’
akkor minimaélis, ha A, P, P, C' kollinearis, tehat ha P € AC’. AC" a BC oldalra kifelé irt
szabélyos haromszog harmadik csiicsat A-val 6sszekots egyenese. Hasonldéan a tobbi cstics-
ra is, akkor lesz minimalis, ha P a haromszog oldalaira kifelé irt szabalyos haromszogek
harmadik cstcsat a haromszog szemkozti csticsaival 0sszekété egyenesén van.

5. abra.

6. abra.

Be kell latnunk, hogy ezek a szakaszok egy pontban metszik egymast. Legyen az AB
oldalra kifelé irt szabalyos haromszog harmadik csicsa A, BC-é C', AC-é C”. Legyen
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tovabba P: AC' NCA’ (6. abra). Ekkor BPC'/ = A/ PB/ = 60°, mert A'C-t B koriil 60°
-kal forgatva AC’-t kapom, igy P’ € AC’, BPP'/\ szabalyos. Tovabba APC/ = 120°, igy
A, P, C, C" egy koron van. AC és CC"” egyenlGsége miatt a keriileti és kozépponti szogek
tétele alapjan APC"/ = C"PC/ = 60°. Ezzel belattuk, hogy C”, P és B kollinearis. [

A feladat megoldasa meglehetésen Osszetett, hidba nem hasznélunk 1j gondolatokat,
csak a transzformécios szemléletmodot alkalmazzuk a forgatassal, alapotletként pedig az
eddigiekhez hasonloan a kollinearitast. A megoldas megbeszélése utan feladhatjuk, hogy
szerkesszék meg a filmben szerepl6 haromszog izogonalis pontjat, ezzel elsajatithatjak a
tanult modszereket. Az el6z8 bizonyitasban melléktermékként megkaptuk, hogy a Fermat-
pont a haromszog minden oldalarol 120°-os szog alatt latszik. Igy tehat kétfeleképp is
megszerkeszthetjiik az izogonélis pontot. Egyrészt a haromszog oldalaira kifelé irt sza-
bélyos haromszogek harmadik cstcsat a haromszog oldallal szemkozti cstcsaval 0sszekots
szakaszok metszéspontjaként, mésrészt a haromszog oldalaira irt 120°-os latokorivek kézos
pontjaként (7. dbra).

7. abra.

Megjegyzés: A megoldasban csak hegyesszogti haromszogekkel foglalkoztunk, viszont
csak azt hasznéltuk ki, hogy a haromszog minden szoge kisebb 120°-nal, hiszen feltettiik,
hogy P bels¢ pont. 120° vagy nagyobb szoéggel rendelkezé haromszog esetében a Fermat-
pont a tompaszogi csiccesal esik egybe.

Megoldottuk tehat a filmben felmeriil§ problémat kozépiskolai modszerekkel. (Még szé-
mos kiilonb6z6 bizonyitas talalhato példaul [26]-ban.)

Adodik tovabba a kérdés, hogy mi a helyzet tobb pontra. Ezt is kis lépésekben épitjiik
fel, hogy a gyerekek maguktol johessenek ra. Nézziik elGszor négy pontra, speciélis esetben.

5. Feladat. Vegyiik egy téglalap csicsait. Hol van az a pont, ahonnan a csicsokba hizott
szakaszok hosszdnak dsszege minimdalis?

Megolddas. Ez nyilvan az atlok metszéspontja lesz, hiszen akdrmelyik masik pontot Ossze-
kétve a cstcsokkal a haromszog-egyenlGtlenség miatt hosszabb tévolsagosszeget kapok. [
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Az el6z6 feladat bonyolultsagat latva gondolhatnank, hogy négy pontra is hasonld, vagy
nehezebb a probléma. FeltehetGen lesznek olyan gyerekek, akik itt is forgatassal probal-
koznak - mig eszre nem veszik, hogy az atloval lehet javitani két Steiner-élt - hiszen egész
eddig transzforméaciokat hasznaltunk. Ez a csapda viszont fejleszti gondolkodésukat, hogy
nem favagémodszer szerint oldjuk meg a feladatokat.

Lattuk, hogy egy tjabb pont felvételével az atlok dsszege a minimalis. Felmeriil azonban
a kérdés, hogy nem lehet-e ezen még javitani. Hogyan lehetne révidebb a négy pont kozotti
uthalozat?

6. Feladat. Rajzoljuk le a 8. dabrdn ldthato téglalap csucsaira az dket dsszekdtd minimadlis
uthdlozatot! (Hogy néz ki egy téglalap Steiner-fdja?)

Megoldds. Eszrevehetjiik, hogy két cstcs, illetve az 4tlok metszéspontja alkotta haromszog
két oldala szerepel a faban, de ennél jobb a harom pont Steiner-faja az izogonalis pontjukkal.

8. 4bra.

Kétféleképp is javithatunk attol fiiggden, hogy melyik oldalparhoz tartozd haromszoget
tekintjiikk. Ha az atlok szoge kisebb mint 60°, akkor csak egyféleképp javithaté az atlok
metszéspontja, a rovidebb oldalhoz tartoz6 Steiner-faval, hiszen a hosszabbakhoz tartozo
haromszog metszéspontnal 1évé szoge nagyobb mint 120°, annak a Fermat-pontja pedig a
tompaszognél 1évG cstcs.

Ha viszont az atlok szoge nagyobb 60°-nél, akkor mindkét oldalparhoz tartozé harom-
szogben javithatunk. Ekkor néhany Pitagorasz-tétel felirasaval kiszamolhato, hogy a rovi-
debb oldalhoz tartozo javitassal kapott fa kisebb. Ha a két oldal a, illetve b, akkor az a-hoz
tartozo javitassal az Osszut a + V/3b, illetve b+ v/3a.

Be kell latnunk még, hogy a rovidebb oldalhoz tartozé javitassal elért fa a legrévidebb,
tehat akidrhogy vesziink két pontot, és kotjiik Gssze a cstucsokkal, az 0sszhossz nagyobb
lesz. Vegylik észre, hogy a minimalis feszit6faban a Steiner-pontoknal 1é6v§ szogeknek 120°-
osaknak kell lenniiik, kiillonben tudnénk javitani a harom ponthoz tartoz6 Steiner-faval,
ahogy azt az atlok esetében tettitk. Igy tehat az j pontoknak a révidebb oldalakhoz
tartozd 120°-os latokoriven kell lenniiik. A téglalap szimmetrikussaga miatt a Steiner-
fanak is szimmetrikusnak kell lennie, vagyis a Steiner-pontok rajta lesznek az oldalfelezd
merGlegesen.

Marad azonban a kérdés, hogy van-e ennél is rovidebb. Csokkenthets-e vajon a fa mérete
ha még tobb segédpontot vesziink fel? Lehet-e egy szog esetleg 120°-néal nagyobb? Mindkét
kérdésre Steiner fak segitségével adhatjuk meg a valaszt: ha ugyanis van egy (tetszdleges)
segédpontunk, akkor a két révidebb oldal és a segédcstucs altal meghatarozott haromszogek
Steiner-fai minimélis megoldast adnak a feladatra. Ekkor maximum két 4j cstcs keletkezik,
amelyek 0sszekoté vonaldn szerepel a kiindulasi segédpont. Ezért az 6sszekotd vonal egy
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egyenes szakasz kell, hogy legyen. Igy két segédpontra van sziikségiink, és a megfelels szogek
mind 120°-osak. 0

Megjegyzés: A szimmetria okokra valé hivatkozassal torténd bizonyitasunk eleinte el-
nagyoltnak tiinhet, de részleteiben jobban kifejtve helytéallo. Dolgozatomban azonban erre
nem térek ki, mert egy masfajta bizonyitast is lathatunk majd a kovetkezé feladat, az al-
talanos négy pont Steiner-fajara vonatkozd megoldasban. A Stiener-fa szerkesztését is ott
mutatjuk be.

Ez a feladat nemcsak a rekurziv gondolkodast fejleszti, hiszen azt hasznaltuk ki, hogy
harom pontra mar ismerjiik a Steiner-fat, hanem a bizonyitéasra valo igényt is. Egyediil nem
valoszint, hogy felmeriilt volna benniik, hogy lehet jobb tthalézatot rajzolni az atloknal,
vagy hogy lehet-e két ponttal mashogy rovidebb fat rajzolni, ha nem kérdezziik meg. Ezek
utan viszont mar benniik is felmeriilhet, hogy nem lehetne-e harom tjabb ponttal javitani.

Ezt a feladatot szakkoron valo feldolgozashoz javasoljuk a bizonyités szerteagazdsaga
miatt. Rendes ora keretei kozott, vagy népszertsité elGadason érdekességként be lehet
mutatni az atlokra vonatkozo javitast a minimalitds bizonyitasa nélkiil.

Vizsgaljuk most altalanosabb négy pont Steiner-fajat. Lattuk, hogy az allitasaink tobb-
sége 120°-nal kisebb szogl alakzatokra vonatkoztak, igy most is csak ilyen négyszogekre
szoritkozunk.

7. Feladat. Rajzoljuk le egy olyan konvex négyszog Steiner-fajat, melynek minden szdge
kisebb 120°-ndl!

1, Megoldds. Az el6z6 feladatban belattuk, hogy a Steiner-pontokbdél harom él indul ki, és
ezek paronként 120°-osak. Igy a keresendd pontok rajta lesznek két szemkozti oldal 120°-
os latokorivén. Legyenek a négyszog cstcsai rendre A, B, C', D, az AB oldalra kifelé irt
szabélyos haromszog harmadik cstcsa E, a C'D oldalé F. Ekkor a Steiner-pontok rajta
lesznek a két haromszog koriilirt korén. Legyen P, S tetszéleges ezeken a koriveken, a 9.
rajzon lathatoé modon.

9. 4bra.

Bebizonyitjuk, hogy PB + PA = PE. Vegyiik észre, hogy BPE/ = FPA/Z = 60°,
hiszen egyenl§ ivekhez tartozo keriileti szogek. Forgassuk el az AEPA-t Akoriil 60°-kal.
Ekkor E képe B, P képe P', ami rajta van BP egyenesén. lgy EP = BP+PP' = BP+PA.
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Igy tehat a feszitéfa hossza egyenls az EPSF toérottvonal hosszaval, ami akkor mini-
malis, ha az emlitett négy pont kollinearis. O

Megjegyzés: Ezzel egy szerkesztési eljarast is adtunk négy pont Steiner-fajanak megraj-
zolasahoz.

2, Megoldds. Az 1, megoldas alapotletét és jeloléseit hasznalva PB + PA = P E-t bizonyit-
hatjuk a Ptolemaiosz-tétel felhasznélasaval is, mely szerint egy hiirnégyszog atldinak szorza-
ta megegyezik a szemkozti oldalak szorzatanak osszegével. Igy PE-AB = AE-PB+BE-PA.
ABEN szabalyos, igy AE = BE = AB. Egyszerisitve kapuk, hogy PB+ PA=PE. O

Az els6 megoldasban latott bizonyités szép alkalmazasa az eddig téargyalt transzformaci-
6s modszereknek. A megoldas soran felhasznéaljuk a Steiner-fak eddig megismert tulajdon-
sdgait is. Véleményem szerint a feladat nehézsége azon 6tlet megtalalasa, hogy (az eddigi
jelolésekkel) PB + PA = PE. Ezért ezt a feladatot célszerd eltte 6nmagéaban feladni.
Igy az altalanos négyszog Steiner-fajanak lefrasahoz mar csak ezen feladat alkalmazasanak
Otlete sziikségeltetik, nem maga a feladat 6nallo kittizéséhez sziikséges Osszetett gondolat.

Megfigyelhets, hogy altalanos négyszogre a két szemkozti oldalparra rajzolt haromszo-
gekkel kapott fak nem egyenlé hossziiak, mint ahogyan azt a téglalapnal is lattuk. Be-
lathato, hogy csak deltoidok esetében egyenlGek, tehdt ha a négyszog atloi merdlegesek
egymasra.

8. Feladat. Bizonyitsuk be, hogy eqy konvex négyszog két-két szemkozti oldaldra rajzolt
szabdlyos hdaromszéogek néqgyszogtdl kiilonbozd csucsait dsszekotd szakaszok pontosan akkor
eqyenldek, ha a négyszog datloi merdlegesek.

E feladat azonban mar nehézségét tekintve inkabb versenyre késziil6knek, szakkorokre
ajanlatos. Dolgozatomra felfigyeltek a Kozépiskolai Matematikai Lapok szerkeszt&i koziil
tobben is, javaslatukra ez és az ezt kovetd feladat feltehetGen szerepelni fog egy szamukban,
igy megoldasukat itt nem kozoljiik.

9. Feladat. Jeloljiik E(XY Z)-vel az XY Z /A izogondlis pontjat. Legyenek tovabbd eqy kon-
vex néqyszog csucsai rendre A, B, C', D, AB és CD oldalaira kifelé irt szabdlyos hdrom-
szogek harmadik csicsa'Y illetve X. Bizonyitsuk be, hogy E(E(XBA)CD)= E(YCD).

A haromszogek, négyszogek Steiner-fainak vizsgalata utan tobb didkban felmeriilhet a
kérdés, hogy mit mondhatunk altalanosan n pontra vonatkoz6 Steiner-fakrol. Ezek kere-
sése, szerkesztése azonban mar nehéz. Azt viszont mar a téglalapnal is belattuk, hogy a
Steiner-csicsoknal 1évé szogek 120°-osak, ez altalanosan n pontra is igaz, kiilonben tudnank
javitani harom pont kozotti Steiner-faval. Es mit mondhatunk az Gjonnan bevett pontok-
r6l? Négyszognél lattuk, hogy harmadik @j pont felvétele folosleges. Altalanosan n pontra
is adhatunk fels6 becslést.

10. Feladat. Hany Steiner-pont sziikséges legfeljebb n pont Steiner-fajinak megrajzoldsd-
hoz?

Megoldds. Legyen az tjonnan felvett pontok szama k. Mivel fat kereslink, az Osszes él
szdma a pontok szamanal eggyel kevesebb. Minden Steiner-pontbél hdrom, minden eredeti
pontbdl pedig legalabb egy ¢l indul ki. Ezek alapjan:
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Habar eddig Steiner-fakrol, igy grafokrol beszéltiink, semmilyen grafelméleti fogalmat,
tételt nem hasznaltunk, pusztan geometriai targyalasokrol volt sz6. Altalanosan tobb pont-
ra viszont mar sziikséges a fa definiciojanak, tulajdonsdgainak ismerete, amelyet csak fel-
s6bb évesektdl varhatunk el. Kisebbeknek véleményem szerint sziikségtelen korabban beve-
zetni ezeket a fogalmakat, mert annyi 1j ismeret kozott elveszik a lényeg, zavarossé valhat.
Késébbi tanulmanyaik soran pedig erre visszaemlékezve méar konnyebben elsajatitjak azokat
a fogalmakat is, lesz egy kapcsolddasi alapjuk.

Konkrét tobb pontra nézve érdekességként bemutathatd még a szabalyos hatszog Steiner-
faja. Az eddigi megoldéasok alapjan gondolhatnénk, hogy a szemkozti cstcsokat Osszekots
atlokat behtzva egy Gjabb pont felvételével, majd ezt a harom szabalyos haromszog Steiner-
fajaval javitva minimélis megoldashoz jutunk (10. abra). Ha jobban szemiigyre vessziik
azonban a szabalyos hatszoget, észrevehetjiik, hogy bels szogei épp 120°-osak, igy 5 olda-
lat tekintve ismét egy jo megoldashoz juthatunk. A Pitagorasz-tétel, illetve a haromszog
silypontjanak a stilyvonalat harmadolé tulajdonsdganak segitségével belathatjuk, hogy az
oldalak altal meghatarozott fa kisebb. (Ha a hatszog egy oldala egységnyi, az atlok javi-
tasaval kapott fa hossza: 3v/3. Mivel pedig 3v/3 > 5, az oldalak altal meghatarozott fa
kisebb.)

10. abra.

Az el6zé feladat is tiikrozi, hogy a Steiner-fak altalanos leirdsa matematikailag nehéz
feladat. A fizika, illetve szappanbuborékok segitségével azonban koénnyen szemléltethetd
barmilyen elhelyezkedést pontok kozott hiizdédod Steiner-fa is. Ehhez parhuzamos, egymas-
tol 1 cm-re 1évé plexilapok kozé annyi tiiskét kell elhelyezniink, ahany pontra kivancsiak
vagyunk. Ez a szerkezet, ha mososzeres, glicerines oldatba martjuk, majd onnan kiemeljiik,
hartyadkkal kirajzolja a keresett tithalozat minimaélis alakjat. Példaként a 11. abran négy
pontra fesziilg szappanhartya altal egy négyzet Steiner-fa modelljét lathatjuk. Ez a jelenség
hasonld a mér emlitett szappanbuborékok esetéhez, hiszen itt is a hartyak minimélis ener-
gidju allapotra torekedve tugynevezett minimalfeliileteket hoznak létre. Ilyen szerkezetet,
modellt akir a gyerekek maguk is csinalhatnak, hiszen nemcsak hogy egyszert, érdekes és

szorakoztato, sajat tapasztalatok utjan ismerkedhetnek egy 1j problémaval.
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11. &bra. Szappanhéartya altal kirajzolt Steiner-fa modell [30]

4.2. Taxis geometria

Nemcsak jelentGs gyakorlati haszna miatt (varosok uthalézata, nyomtatott aramkori chi-
pek), hanem érdekes tulajdonségai miatt is foglalkozhatunk a taxis geometriaval. Ez egy
(eddig csak euklideszi geometriaval talalkozo didk szamara) szokatlan tulajdonsagokkal, té-
volsagfogalommal rendelkezé geometria. Alapjai azonban kénnyen megérthetsk, altalanos
iskolaban is bemutathatok. Erdekességével tapasztalataim szerint lekoti és megszeretteti
magat a gyerekekkel.

Mindenekel6tt vizsgaljuk meg, hasonlitsuk Ossze az eddig megszokott euklideszi geo-
metria fogalmaival (szakasz, kor szakaszfelez$) az itt megjelend tulajdonséagokat. ElGszor is
nézziik meg, hogy mi motivalja egy 1j tavolsagfogalom bevezetését.

11. Feladat (Motivacio). Egy vdrosban az utcik merdlegesek eqymdsra, sakktdblaszerien
lettek kiépitve. Ugy gondoltdk, hogy az utcanevekrél nem akarnak vitatkozni, igy eqyszerten
a fiiggdleges utcakat szamokkal, a vizszinteseket betikkel nevezték el. A polgdrmester példdul
a 2. és a K utca sarkdn lakott. Hogyan menjen

a) a 2. és az S utca sarkdn lévd boltba;

b) a 7. és az N utcdk taldlkozdsdndl lévd hivatalba ha a lehetd leggyorsabban oda szeretne
érni?

12. abra.

Az a, esetben nyilvan a kozos, 2. utcaban kell menni, hiszen ha kimozdulnank az utcabol,
vissza is kellene jonni. A b, esetben pedig akkor lesz a legrévidebb, ha csak jobbra illetve
folfelé megy, hiszen ekkor kozeledik a hivatalhoz. Igy az Osszes ilyen ut jo a két épiilet
kozott. Tavolsaguk pedig annyi lesz, amennyit a polgarmesternek haladnia kell 6sszesen
jobbra illetve folfelé. A 12. abran lathato esetben 5+ 3 = 8.
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Megjegyzés: Ezzel kozosen definidltuk a taxis metrikdban a tavolségot.

El6szor specialis esetre néztiik meg (amikor egy utcaban vannak), majd igy haladtunk
az altaldnos felé, hiszen ez egy furcsa, szokatlan geometria, amivel a legtobben még nem
talalkoztak. Igy jo, ha lépésrél lépésre ismertetjilk meg a gyerekeket vele. Megnézziik
hogy miben hasonlit az eddig megszokott, természetessé¢ valt euklideszi tavolsagra, majd
csak ezt kovetfen tériink at a szokatlan tulajdonsagokra. A feladatok soréan folyamatosan
parhuzamot vonhatunk a két geometria kozott. Példaul euklidesziben két pontot 0sszekotd
szakasz egyértelmd volt, itt tobb lehetdségiink van.

Ekkor felmeriilhet a kérdés, hogy hényféle legrovidebb tt van Gsszesen.

12. Feladat. Hanyféleképp juthat el a polgdrmester a boltba, illetve a hivatalba (ha a lehetd
leggyorsabban oda szeretne érni)?

1, Megoldds. A boltba nyilvan egy. A hivatalba menet Gsszesen nyolcszor 1ép vagy jobbra,
vagy folfelé. A nyolc 1épésbdl barmikor, de pontosan haromszor haladhat félfelé, igy 6sszesen
annyi ut van ahanyféleképpen a nyolc 1épésbdl kivilaszthatja azt a harmat amikor épp folfelé
1ép. (Ugyanezt végiggondolhatjuk az 6t jobbra lépésre is.) Igy az utak szama:

9-)-

2, Megoldas. ElGszor nézziik egyszertibb esetre, és mindig irjuk ra4 a pontokra, hogy oda
hanyféleképpen lehet eljutni. Ha egy utcaban vannak barmilyen tévolsagra, akkor nyilvan
egyféle. Ha az egységnégyzet atellenes sarkaiban, akkor oda eljuthat eggyel lejjebbrdl, vagy
eggyel balrabbrol, igy osszesen kétféle uton. A (4, L) koordinataju pontba a (4, K), vagy
(3, L) pontbol mehet, igy Gsszesen 142 = 3 uton, hiszen a (4, L)-be egy, a (4, K)-ba kétféle
lehetdség van. Igy a négyzetracs minden pontjara rairhatjuk az oda vezets utak szaméat, az
eggyel alatta illetve eggyel balra 1év6 racspontban szerepls szam Osszegeként. Igy adodik,
hogy az (7, N) pontba sszesen 56 legrovidebb 1t vezet. O

O

Igy egy kombinatorikapéldahoz jutottunk, amivel a matematika témakorei kozotti ko-
héziora vilagithatunk ra, hiszen geometriafeladat kapcsan meriilt fel kombinatorikai kér-
dés.Fontos ezt is szemléltetni, hogy a matematika nem kiilonéllo témakorokbdsl all, ezek
osszefliggnek, egységet alkotnak (NAT).

Véleményem szerint mindkét megoldés tanulsagos. Ha mar tanultak a gyerekek kom-
binatorikat, a binomialis egyiitthatokat, akkor az els6 megoldas tjabb szemléletes példat
ad az ismétlés nélkiili kombinéciora. A masodik megoldason pedig észrevehetjiik, hogy a
racspontokba irt szamok pont a Pascal-haromszog elemei, igy innen is eljuthatunk a bi-
nomialis egyiitthatokon keresztiil az els6 megoldashoz. Tovabba ez a megoldéas a gyerekek
rekurziv gondolkodasmodjat erdsiti, hiszen kisebb tavolsagokra irtuk fel el@szor, majd ebbdl
kiindulva haladtunk a nagyobb tévolsdgok felé, felhasznélva hogy kisebbekre mar tudjuk.
Raadasul ez az elgondolas nem hasznal kdzépiskolai tananyagot, altalanos iskolasoknak is
feladhato. Akik versenyekre, szakkorokre jarnak, ismerds lehet e modszer (gyakran szerepel
példaul a Zrinyi/Gordiusz matematikaverseny feladatai kozott is), igy nekik a raismerés
élményét nyujthatja.

Miutan két pont tavolsagat definidltuk megvizsgalhatjuk, hogy hol helyezkednek el azok
a pontok, amik egy adott ponttol egyenld tavolsédgra vannak, vagyis hogy néznek ki a korok.
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13. Feladat. Nyilt eqy pizzéria a vdrosban, a 6. és az F utca sarkdan, ami hdazhoz szdllitdst
1s vdllal.  Viszont egyenldre csak biciklis futdraik vannak, akik hogy a pizza ki ne hiljon,
az étteremtdl csak hdrom eqység tavolsdgra szdallitanak. Mely hdzak rendelhetnek igy pizzdt?
Es ha motorral mdr étre is tudnak?

13. 4bra.

Megoldds. A 13. abran lathato négyzeten 1évé pontok vannak éppen hérom tavolsagra.
Ennek bels6 pontjai kevesebb mint hdromra, kiils6 pontjai pedig mar tébb mint haromra.
Otre hasonlbéan egy négyzet és ennek bels§ pontjai lesznek jok. O

Kis tavolsagra feladva a feladatot egyszertien megkapjuk, pusztan probalgatéssal, hogy
hol lesznek ezek a pontok. Erre mindenki ra tud jonni, semmilyen 6tlet nem kell hozza,
igy a gyerekek onmaguk veszik észre, tapasztaljak meg ennek a kiilonos geometridnak a
tulajdonségait.

Szemléletesen ezekkel a kis példakkal is latszik, hogy barmilyen nagyobb szdmra is ha-
sonléan néznek ki a hagyomanyos értelemben vett korok, egy négyzetként. Ennek a preciz
bizonyitasatol azonban ebben a dolgozatban eltekintiink. Béar csak a taxis metrika tévol-
sagfogalmat, illetve az abszolutértékfiiggvény tulajdonsagait hasznalnank, ami énmagaban
nem haladna meg a kozépiskolas ismereteket, unalmas lenne a sok egyforma eset vizsgalata.
Célunkat e nélkiil az absztrakt targyalasmod nélkiil is elérjiik, hogy a gyerekek jartasségot
szerezzenek ebben az tjfajta geometriaban.

14. Feladat. A vdrosban immdron két pizzéria van, amelyek barmekkora tdvolsdgra vdllal-
nak szdallitast. Megbeszélték azonban egqymds kozott, hogy az veszi dt a rendelést az adott
haztol, akihez kézelebb van. Hogyan osztottdk igy fel a vdrost eqgymds kiozott,

a) ha a masik pizzéria a 11. és az I utca sarkdra épilt?

b) Es ha a 10. és a J sarkdra?

Megoldas. El6szor vizsgaljuk meg, hogy hol helyezkednek el azok a pontok, amelyek egyenld
tavolsagra vannak a két adott ponttol. Nyilvan jok lesznek az Gket Osszekotd szakaszok
felez6pontjai, és a két pont, mint atellenes csiicsok éltal meghatarozott téglalap pontjai
koziil csak ezek lesznek jok. Ekkor probalgatassal észrevehetjiik, hogy a tobbi pont egy-
egy félegyenesen van, ami a 14. abran lathaté. Ezen félegyenesek minden pontja jo lesz,
hiszen a kezdépontjai jok, onnan pedig folfelé illetve lefelé haladva ugyanannyival né minkét
ponttol vett tavolsag. A vonaltdl jobbra az egyik, mig ettsl balra a masik ponthoz lesznek
kozelebb. A négyzet esetében is hasonléan meggondolhatjuk, hogy a 14. abran lathato
pontok jok. O
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Megjegyzés: Ennek a preciz bizonyitésatol is eltekintiink.

Ez az el6bbi feladattal egy masik bizonyitasi technikat tar elénk, amelynek soran vala-
hogyan megtalaljuk a helyes megoldast (a feltételeket kielégitG pontokat), és belatjuk, hogy
a tobbire nem teljesiil.

Megoldva a feladatot igen megleps eredményhez jutunk. Mar egy téglalap atellenes
cstcsaira is kiilonos alaki a szakaszfelezs, nem egy egyenes, hanem egy torottvonal. Négy-
zetre pedig egészen rendkiviili, hogy egy-egy siknegyed minden pontja olyan, hogy egyenld
tavolsagra van az atellenes csticsoktol.

Most, hogy méar kell6en megismertettiik a gyerekeket ezzel a kiilonos geometriaval, ra-
térhetiink a Steiner-fa feladatokra. ElGszor keressiik meg harom pontra a minimalis Ossz-
hosszusagu feszitdfat.

15. Feladat. A wvdrosban nyilt még egy pizzéria (a 14.a) feladatban szereplék mellé) a
8. és J utcdk taldlkozdsandl. Szeretnének egymdssal kommunikdlni. Merre fektessék le a
telefondrctokat, hogy a legolcscbb legyen?

6. 7. 8 9 10. 11.

15. 4bra.

Megoldds. A feladatunk tehat olyan minimélis 6sszhosszisagu uthalozatot felrajzolni, ami
mindharom pontot tartalmazza. A megoldas a 15. dbran lathat6. Ennél révidebbet nem
lehet, hiszen az tthalozatban barmely pontbol barmely masikba el kell jutnunk aton. Igy a
6. utcatol el kell tudnunk jutni a 11-ig, tovabba az F-t6l J-ig is, ami 0sszesen 5+4 = 11. 0
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Elsfordulhat, hogy &ltalanos helyzetdi harom pontra nehezebben megy, ekkor segité
kérdéseket tehetiink fel, példaul mi lenne, ha egy utcaban lennének, tehét ha az el6z6
feladat b, részében szereplS pizzériat nézziik. Mivel feltehetGen probalgatassal rajzoljak
fel az utat, tehat felrajzolnak egy lehetségeset, majd pedig azt javitjak, igy minden ilyen
esetnél latjak, hogy ami minimalisnak tiint, mégsem a legjobb volt. Ezzel felmeriil az igény
a bizonyitasra, hogy amit aztdn mar nem tudnak tovabb javitani az valoban a minimélis-e.
Ekkor vildgithatunk ra, hogy egy alsé becslés adésaval bebizonyithato, hogy nincs jobb.

Egy algoritmus adéasaval belathato, hogy harom pontra mindig megvaldsithatd az alsod
becslésnek megfelel6 hosszisagnu uthalozat. Példaul fliggdlegesen a kézéps6é ponthoz behtz-
zuk a rajta fekv$ vizszintes egyenest, majd fiiggSleges vonalakkal hozzékotjiik a masik két
pontot. (Ha fiiggslegesen nincs kozépss, akkor legalabb kettd kollinearis, ekkor huizzuk be
az 6 egyenestiket.) Ennek a feladatnak a nehézsége inkabb csak abban rejlik, hogy felmeriil-
e az igény a gyerekekben altalanosan megfogalmazni valamit, ha mar egyszer a konkrét
feladatot megoldottuk.

T6bb pontra altalanosan azonban mar nincs gyors algoritmus. A gyerekek érdeklédésé-
hez mérten megvizsgalhatjuk négy pont Steiner-fajat is probalgatassal, ki tud révidebbet
rajzolni. Ha a 15, feladat pontjaihoz a (4, H) pontba felvesziink egy tjabbat (16. dbra) egy
olyan specialis esetet kapunk, melyre megvalosithaté a harom pontnél latott alsé becsléshez
tartozo fa. Ha viszont az 0j pontot a (9, D) koordinataju pontba vessziik fel a minimaélis fa
hosszabb lesz mint a megfelel6 paronkénti koordinatak kiilonbségének Osszege.

J ®
J ® I - o
H o G
G F o0 |
. E
4. 5 6. 7. 8 9 10. 11.
D

6l 7 8 9 10/ 11l

16. 4bra.

Hasonl6 also becslés altaldnosan n pontra is adhato, de a specialis esetektdl eltekintve
ezek meg sem kozelitik a valodi minimumot, igy ezekkel mar nem foglalkozunk.
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