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1. Bevezetés

Szakdolgozatomban olyan témat valasztottam, melynek a matematika mel-
lett, koze van a mésik szakomhoz, a kémidhoz is. A kémikusok sokszor olyan
probléméba {itkdznek kisérleteik soran, hogy egy-egy mérémiiszer hasznalata
sokba keriil, vagy egy kisérlet tul hosszi ideig tart. Amikor a KéMaL Foéru-
mon ratalaltam az altalam valasztott feladatra, gy gondoltam, hogy ennek
a feladatnak a megoldasat a kémiai mérések sorén is alkalmazni lehetne, ezzel
id6t sporolhatnank és koltségeket takarithatnank meg.

A feladat végiggondolasa kozben észrevettem, hogy koze van a grafokhoz,
melyekr6l véges matematikai tanulmanyaim sordn mar tanultam és ezeket
mar akkor érdekesnek talaltam.

2. A feladat és annak megoldasai

A Kozépiskolai Matematikai Lapok Foruman talaltam ra a kovetkezd feladat-
ra, mely felkeltette az érdeklGdésemet.

A feladat:

2.1. Feladat: Adott 15 bilidrdgolyo, mely kizil 2 radioaktiv. Hdny méréssel
tudjuk megdllapitani, hogy melyik két golyo sugdrzo? Minimalizaljuk a sziik-
séges mérések szamdt!

A mérés: A folyamat abbol dll, hogy valahdny golydt behelyeziink egqy mi-
szerbe, mely eqy gombnyomds utdn elvégzi a mérést és csipogassal jelzi, ha
radioaktivitdst észlel. A tesztet kovetd hangjelzés eqyforma eqy illetve két ak-
tiv golyo esetén is.

2.2. Megoldasok: A Kozépiskolai Matematikai Lapok Forumat tovabb ol-
vasva talaltam egy olyan megoldast, melynek az én elképzelésemmel szemben
egyetlen probléméaja volt mégpedig az, hogy a szerzd a levezetés utdn nem
lat moédot semmiféle altalanositasra. Gondolatmenetem soran szeretnék egy
képletet felirni arra, hogy n szami goly6 esetén hany mérés elegendd a 2
radioaktiv goly6 megtaladlasahoz.

A Férumon a kovetkezSképpen hangzik a megoldas:

1. Megoldas. Elgondolasunk soran az az eset vezetett eredményre, amelynek
els6 lépéseként két 0tds csoportot helyeztiink a mitiszerbe és ezeknek van
egy kozos tagjuk. Legyen tehat A egy kitiintetett golyd; By, Bo, B3, By, és
C1,...C4 pedig 4 — 4 mésik golyd, és Dy, ... Dg a maradék 6 golyo.



A 15 goly6bdl a 2 golyot 105 féle modon tudjuk kivalasztani, melyet a ko-
vetkezGképpen szamolunk ki: (125) = 105. Ezeknek a lehetdségeknek a szama
azonban til magas, ezért tovabb kell gondolnunk a megoldéast. Erdemes szé-
mon tartanunk, hogy az egyes esetekben hany lehet&ség marad meg, amely
nem lehet 2"-nél tobb, ahol n a még hatralévs 1épések szama. Az lathato,
hogy ha tudjuk, hogy n golyé kézt pontosan egy radioaktiv van, akkor ezt
[log, n| segitségével megtalalhatjuk.

Megoldasunk menete a kovetkezd:

1-2. mérés: Betessziik az A, By, ... By, illetve az A, C4, ... C, golyokat a mii-
szerbe, majd elvégezziik a mérést.

I. Tegyiik fel, hogy az els6 mérés sordn a miszer jelez, a masodik mérésnél
pedig nem. Ekkor két eset fordulhat el6. Az, hogy a B-vel jel6lt golyok kozott
van mindkét sugarzo, ez (3) eset, ami 6, vagy a B-vel és a D-vel jelolt golyok
koziil 1 — 1 radioaktiv ez 4 - 6; 6sszesen 6 + 24 = 30.

Ekkor a 3. mérésiink a kovetkezs: 3. (D, Do, D3, Dy).
I/1. Amennyiben a 3. mérés negativ, a megmaradé esetek szama 14.
Ebben az esetben a 4. mérés a kovetkezs: 4. (Dj, D).

[/1/A. Ha a 4. méreés is negativ akkor a két sugarforras a négy B jeld golyo
kozott van. Ezek koziil harmat egyenként teszteliink a megmaradé harom
méréssel, ezek utan a negyedik golyd radioaktivitdsa vagy annak kizarasa az
el6z6 mérésekbsl mar egyértelmtien kovetkezik.

I/1/B. Ha a 4. mérés pozitiv, akkor biztos, hogy a négy B jeli goly6 és a
D5, Dg jelt golyo kozott 1 — 1 sugérforras van. Ezeket méar 241 = 3 méréssel
megtalaljuk.

[/2. Ha a 3. mérés pozitiv: a Dy, ... D, golyok kozott van sugarzo (4-4 = 16
eset). Ekkor e négy és a négy B jeld golyo koziil 1 — 1 sugéarzd, melyeket
2 4 2 = 4 méréssel kivalaszthatunk.

IT. Tegyiik fel, hogy az 1-2. mérésnél mindkét mérés pozitiv volt. Ez 14 eset,

amennyiben az A sugarzo, és 4 - 4 = 16 eset, ha nem. Legyen tehéat a 3.
mérés A.

II/A. Ha A nem sugarforras és a B és a C jeld golyok kozott egy-egy radio-
aktiv van, a két sugirz6 golyot 2 + 2 = 4 méréssel megtalalhatjuk.

II/B. Ha A radioaktiv a maradék 14 golyo koziil 4 lépésben felezéssel meg-
kereshetd a masik sugarzo.

II1. Tegyiik fel, hogy az 1-2. mérés negativ eredménnyel zarult. Ekkor a meg-
marado6 hat D jeld golyd kozott van a két sugarzé. Ennek megtaldlasara 5



mérésiink van. Mérjiink le a hatbol 6tot, az utolsé golyd radioktivitdsat mar
ugyis tudjuk az el6z6kbol!

2. Gondolatmenetiink ismertetése.

Gondolkozhatunk absztrakt modon, miszerint a feladatban szerepd golyok
egy-egy csicsot jelolnek egy grafban, az élek pedig Osszekotik a csticsokon
lévé golyokat. Ha egy cstics az 6szes tobbivel 0sszekottetésben van egy teljes
gafrol beszéliink. Mindezt lefordithatjuk tgy, hogy a grafnak azt az egy élét
keressiik, ami a két radioaktiv golyot koti ossze. Két golyot n darab golyo-
bol (g) féleképpen tudunk kivalasztani, ami megegyezik a grafunk éleinek
szamaval. Tehat a feladatban (g) élbdl kell egyet kivalasztanunk. Méréseink
soran a golyokat (csucsokat) mérjiik, és azokat kell tigy kivalasztani, hogy a
miiszer jelzésétdl fiiggetleniil a mérés utani két csoport élszama fele akkora
legyen, mint (Z) Erdemes szamon tartanunk, hogy az egyes esetekben hany
éliink marad meg a szétvalasztas utan, amely nem lehet 2™-nél tobb, ahol m
a még hatralévé mérések szama. Az lathato, hogy ha tudjuk, hogy n golyo
kozt pontosan egy radioaktiv van, akkor ezt [log,n| segitségével megtalal-
hatjuk, ennyi mérés mindig kell is. Latni fogunk a 3.3. Allitasban a méréseink
szamara egy also becslést.

Vizsgaljuk meg a mi gondolatmenetiink szerint a KéMal. Forumon talalt
megoldast!

Mutassuk meg, hogy a 15 goly6bol 7 méréssel megtaldljuk a két radioaktiv
golyot! Ehhez grafokban gondolkozva az éleink szama a teljes grafunkban:
(%) = 105.

Tegyiik fel, hogy az els6 1épésben (15—k) darab golyot helyeziink a miszerbe.
Ekkor k-t csak tgy valaszthatjuk meg, hogy k darab goly6 kéziil a két ra-
dioktiv goly6t maximum 6 méréssel meg tudjuk talalni. A késébbiekben latni
fogjuk, hogy 10 golyobol 6 méréssel meg tudjuk keresni a 2 radioativ golyot,
ezért legyen k£ = 10. Ekkor az els6 mérésiink soran 5 golyot helyeziink a gép-
be. Ha a mérés nem jelez, a maradék 10 golyobol 6 méréssel megtaladlhatoak
a sugarzo6 golyok. Ha az 5 golyd mérése jelez, akkor vagy az 5 golyoban van
mindkét keresett golyo, vagy az 5 és 10 goly6 kozt van egy-egy radioaktiv.
Ha mindkét sugarzo golyd az elsGként mért 5 golyoban van, akkor (g) =10
féle eset lehetséges. Ha ebben az 5 golyoban és a masik 10 golyoban is van
egy radioaktiv, akkor 5-10 = 50 lehetGségiink van. Ha grafként tekintiink
ra, akkor ez Gsszesen (‘;’) +5-10 = 60 él. Ha k-t 9-nek valasztanank, akkor
(g) 4+ 6 -9 = 69 éliink maradna, ami sok, mert az élek szdméanak kisebbnek
kell lennie 64-nél ahhoz, hogy a két sugarzo goly6 kimérhetd legyen 6 mérés-
sel. Ezért az els6 mérés soran 5 golyot tesztelhetiink csak, ellenkezs esetben
nem tudjuk kimérni 7 mérésbdl a 2 radioaktiv golyot. Méréseink soran arra



toreksziink, hogy a grafunk élei felez6djenek mégpedig tgy, hogy mindkét
csoportban az élek szama kevesebb legyen kett6 valahanyadik hatvanyéanal.

Az attekinthetGség miatt az 1. Abran lathatjuk a méréseink utan megmarado
éleink szamat.

I. Az els6 mérésiink soran 5 darab golydt tesziink a miiszerbe.

I/1/A. Abban az esetben, ha ennél az 5 golyonal a tesztiink negativ, a mara-
dék 10 goly6 kozott van mindkét radioaktiv golyd, melyeket még 6 méréssel
megtalalhatunk.

[/1/B. Ha az els6 mérésiink pozitiv, akkor a miiszerbe helyezett 5 goly6 kozott
biztosan van egy radioaktiv, a maradék 10 goly6 kozott pedig maximum 1
darab sugarzo golyo lehet. Ebben az esetben a grafunk maradék éleink szama:
() +5 10 = 60.

Jeloljiik A-val az 6telemii halmazt, melyet els6 1épésben vizsgaltunk, és B-vel
a kimarado 10 golyo6t. Legyenek a golyok a halmazok elemszamaval egyenl6k.

Teszteljiink a kovetkezSképpen:
Legyen A=CUD, B=FEUF.

I/2/A. 2. mérésiink soran tegyiik a miszerbe a D U F elemeit, ahol legyen
|D| = 1, |F| = 4. A maradék golyoink legyenek |C| = 4, |E| = 6. Ha a 2.
mérés negativ, akkor vagy a C' golyok kozott van mindketts radioaktiv, vagy
a 4 és a 6 golyo kozott is taldlunk 1 — 1 aktiv golyot.

A mésodik mérés utan a megmaradé éleink szama : (;1) +4-6 = 30.

I/3/A. A 3. mérés soran az E golyok koziil valasszunk ki 4 darabot és ezeket
teszteljiik! Ha ez a mérés negativ, akkor grafunk éleink szama mar csak:
(3) +4-2=14.

[/4/A. Kovetkez6 - 4. - mérésiink a fennmarado 2 goly6 vizsgalata. Amennyi-
ben ez a mérés negativ, akkor a két radioaktiv goly6 az elsé négy golyo kozott
van. Négy goly6 koziil hdrom méréssel konnyedén megtalalhaté a két aktiv

golyd.
[/4/B. Ha a 4. mérés pozitiv, akkor a kivalasztott négy golyd kozott és a

fennmarad6 2 goly6 kozott egy-egy sugarforrds van. Ezeket felezéssel mér
241 = 3 méréssel megtalalhatjuk.

[/3/B. Ha a 3. mérésiink pozitiv, akkor e négy és az elscként mért négy golyod
kozt lehet 1 — 1 radioaktiv golyo, ezeket felezéssel, 2 4 2 = 4 szdmi méréssel,
keressiik meg.

1/2/B. Ha az els6 két mérésiink pozitiv, akkor a 3. mérés soran teszteljiik azt
az egy golyot, melyet mar mindkét mérésnél vizsgaltunk.
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IT/3/A. Ha ez a mérés negativ, akkor az ezzel az egy golyoval mért 4—4 golyo
kozt van 1 — 1 sugarforras, melyek koziil felezéssel, 2+ 2 méréssel, megkapjuk
a keresett 2 golyot.

IT1/3/B. Ha ez a mérés pozitiv, akkor megtalaltuk az egyik radioktiv golyot, a
maradék 14 goly6 koziil 4 1épésben felezéssel megkereshets a masik radioaktiv
is.

fgy a méréseink szama 15 golyo esetén - a 2 radioaktiv golyé megtalalasahoz
- maximum 7 mérés. (Lasd az 1. Abran a megmaradd éleink szamat egyes
mérések utan.)
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3. Altalanositott feladat és annak néhany meg-
oldasa kis darabszamiu goly6 esetén

El6szor néhany allitast bebizonyitunk a mérésekkel kapcsolatban, melyekre
a feladat megoldasakor a késGbbiekben hivatkozni fogunk.

3.1. Allitas: Tegyiik fel, hogy n golydbdl kimérheté m méréssel a 2 radioak-
tiv golyo, akkor n-nél kevesebb szamiu golycbol is kimérhetd m méréssel a 2
sugdrzo golyd.

Bizonyitas. Kevesebb szamu golyohoz hozzatesziink annyit, hogy golybink
szama n darab legyen, ebbdl az allitas szerint a radioaktiv golyok kimérhetsk
m méréssel. Ebbdl kovetkezik, hogy kevesebb szami golyobol is kimérhets m
méréssel a 2 radioaktiv golyo. [J

3.2. Allitas: Han —1 darab golyébol kimérheté a 2 radioaktiv golyé m mé-
réssel, akkor n darab golyobol biztosan kimérhetd m—+1 méréssel a 2 sugdrzo.

Bizonyitas. El6szor mérjiink meg 1 darab goly6t, ha a mérés nem jelez
akkor az n — 1 goly6bol a feltétel szerint m mérés elég a 2 radioaktiv golyo
megtalaldsdhoz, ekkor ez m + 1 mérés. Ha a mérés jelez akkor a masik ra-
dioaktiv golyot a maradék n — 1 golyobol felezéssel megtalaljuk, ez Osszesen
1+ [logy(n — 1)], ami kisebb vagy egyenlé m + 1-nél. Tehat n golyobol m + 1
méréssel kimérhets a 2 aktiv golyo. [

Az els6 mérés mindig a kovetkezSképpen kell, hogy kinézzen: megmériink
n — k darab golyo6t, ahol k-t agy valasztjuk meg, hogy abbo6l m — 1 méréssel
ki tudjuk majd mérni a sugarzo golyot. Ekkor n golyohoz 1+ (m — 1) mérés
elegendd lesz, ami megegyezik m-mel. Abban az esetben, ha az n — k darab
goly6 mérésénél a miszer nem jelez, akkor a két golyo, amit keresiink, a k-val
jelolt golyok kozott van, melybd6l m — 1 méréssel kimérhetd a sugarzo golyo,
igy Osszességében mindkét golyd megtalaladsdhoz m mérés elegendd.

Megtfigyelhetjiik, hogy ha (g) < 2™ és az els§ mérésben mért n — k darab
golyo6 tesztelésekor a miszer jelez, akkor a fennmarado éleink szama a gra-
funkban a koévetkezo: (”gk) + (n—k) - (k). Ennek kisebbnek vagy egyenlének
kell lennie 2™ '-nél, ahol m = 1,2,3..., n az Osszes goly6 darabszdma, és k

az els6 mérés soran nem mért golyok szama.

3.3. Allitas: Ha (72‘) > 2™ akkor legaldbb m mérés kell n golyo esetén ahhoz,
hogy megtaldljuk a 2 sugdrzo golyot.



Bizonyitas. A barkochba feladat alapjan az élek a targyakat jeldlik, ahol
pontosan egy élt keresiink a tobbi koziil. Egy elem kivalasztédsdhoz ekkor
’—log2 (gﬂ = m mérés kell, ahol (g) a golyokat 0sszekots élek szama. [

3.4. Allitas: A mérések szdama monoton novekvd.

Bizonyitas. Mutassuk meg, hogy kevesebb mérés nem elég a 2 radioktiv
goly6 megtalalasahoz! Mindig kivalaszthato n golyo, amibdl a radioaktiv go-
lyok meghatarozasdhoz m mérés kell, igy vagy m vagy m + 1 mérés sziiséges
n + 1 goly6bol a 2 radiokativ golyé megtaldlasahoz. [J

3.5. Kovetkezmény: Ha m méréssel ki tudunk mérnin darab golyét, akkor
az elsé mérésiink utdn a fennmaradd éleink szdma x, ahol x < 2™t kell, hogy
legyen.

Ezt, a 3.3. Allitasnak a megforditasat, gyakran fogjuk hasznélni.

Az alabbiakban néhany goly6 esetén megmutatjuk, hogy hany mérésre van
sziikségiink a sugarzo két golyd megtalaldsahoz.

n = 1 goly6 esetén biztos, hogy ez az egy goly6 radioaktiv, mert alapesetiink-
ben 2 radioaktiv golyonk van.

n = 2 goly6 az alapesetiink, tehat ezt nem kell vizsgalnunk.

n = 3 golyd esetén biztosan sziikséges egy mérés, kérdésiink az, hogy elég-
ségséges -e egy mérés?

Els6ként egy golyot érdemes tesztelniink, mert két golyoban mér biztosan van
radioaktiv. Ha a mérés nem jelez, akkor a maradék két goly6 a radioaktiv.
Ha a teszt jelez, akkor sziikség van még egy mérésre a masodik aktiv golyo
megtalaldsihoz.

Ha a golyokra, mint egy graf csticsaira tekintiink, akkor a grafban 6szesen 3
éliink van, melybdl a keresett egy él megtalaldsdhoz 2 mérésre van sziikség.

Harom goly6 esetén tehat egy mérés nem elég az aktiv golyok megtalalasihoz,
de kettd méar igen.

n = 4 goly6 esetén a grafunk éleinek szadma: (g‘) = 6, de ahhoz, hogy két mé-
résel megtalaljuk a sugarzo golyokat éleink szamanak kevesebbnek kell lenni,
mint 22 és mivel 22 < (3), ezért 3 mérés sziiséges a keresett él megtaldlasahoz.
Kétféleképpen gondolkozhatunk:

Els6ként hivatkozva a 3.2. Allitasunkra, ha a 4 golyob6l megmériink egyet és
a teszt nem jelez, akkor a maradék 3 goly6 koziil még 2 méréssel megtaldhatok
a keresett golyok.



Masodikként teszteljiik le az els6 harom golyot egyenként! Ezek utan az utolso
golyorol mar biztosan tudjuk, hogy radioaktiv-e.

n = 5 esetén grafunk éleinek szama: (g) = 10, de 23 < 10, ezért az el6z6 eset
alapjan 4 mérés sziiséges a keresett él megtalaldsdhoz.

Kétféleképpen gondolkozhatunk:

Els6ként hivatkozva a 3.2. Allitasunkra, ha az 5 golyébol megmériink egyet
és ha a teszt nem jelez, akkor a maradék 4 goly6d koziil még 3 méréssel meg-
taldhatok a radioaktiv golyodk.

Masodikkeént teszteljiik le az els6 négy golyot egyesével, ezek utan az utolsorol
méar biztosan tudjuk, hogy radioaktiv-e.

n = 6 esetén grafunk éleinek szamat tudjuk, ami: (g) = 15.

Tegyiik fel, hogy az elsG 1épésben (6 — k) golyot tesziink a miszerbe. Ekkor
(S) és 15 — (g) egyarant legfeljebb 8 lehet, de ilyen k értéket nem talalunk.
Tehat 6 golyobol csak 5 méréssel tudjuk kimérni a radioaktivakat.

Itt is kétféleképpen gondolkozhatunk:

Els6ként hivatkozva a 3.2. Allitasunkra, ha a 6 golyob6l megmériink egyet és
a teszt nem jelez, akkor a maradék 5 golyo koziil még 4 méréssel megtaldhatok
a radioaktiv golyok. Ezek utan az utolsé golyorol mar biztosan tudjuk, hogy
radioaktiv-e.

Masodikként teszteljiik le az elsG 6t golyot egyesével, ezek utan az utolsorél
mér biztosan tudjuk, hogy radioaktiv-e.

n = 7 goly6 esetén a grafunk éleinek szama: (;) = 21.

Tegyiik fel, hogy az elsG 1épésben (7 — k) golyot tesziink a miszerbe. Ekkor
(’2“) és 21 — (];) egyarant legfeljebb 16 lehet, ez k = 5 esetén lehetséges. 7
golyobol igy 5 méréssel megtalaljuk a 2 keresett golyot.

Tegyiink a miszerbe 2 golyot! Ha a mérés negativ, akkor a korabbiakban
leirtak szerint a fennmaradd 5 golyobol 4 méréssel megtalaljuk a sugarzo
golyokat. Amennyiben az elsé mérés pozitiv a kovetkez6 mérés az, hogy tesz-
telink a mar megmért két golyd koziil egyet. Ha a mérés negativ, akkor
nyilvanval6, hogy a két golyo koziil a masik a radioaktiv. A maradék 5 go-
lyobol felezéssel, 3 méréssel, mar megtaladlhatjuk a masik sugarzé golyot. Ha
a masodik mérés pozitiv akkor a 2. sugarz6 golyé a maradék 6 golyd kozott
van. Ebbdl felezéssel, 3 méréssel, megtaldljuk a keresett egy golyot.

n = 8 goly6 esetén 5 méréssel megtalalhatjuk a 2 sugarzo golyot. Tudjuk

grafunk éleinek szama: (S) = 28.

10



Tegyiik fel, hogy az elsG 1épésben (8 — k) golyot tesziink a miszerbe. Ekkor
(g) és 28 — (’;) egyarant legfeljebb 16 lehet, de ilyen £ értéket nem talalunk.
Tehat 8 golyobol csak 6 méréssel tudjuk kimérni a 2 radioaktiv golyot.
Teszteljiink az elsé mérésiink soran 2 golyot! Ha tesztiink eredménye negativ
akkor a maradék 6 golyobol 5 méréssel megtalaljuk a keresett golyokat. Ha
az els6 mérés pozitiv, akkor a tesztelt 2 goly6 kozott biztosan van radioaktiv.
Ebben az esetben legyen a masodik mérésiink, hogy teszteljiik a 2 golyo
koziil az egyiket. Ha a mérés negativ, akkor a masik goly6 a radioaktiv, igy a
maradék 6 golyobdl felezéssel, 3 méréssel megtaldlhatoé a masik sugarzo golyo.
Ha a masodik mérés pozitiv akkor a maradék 7 golyo kozott van a keresett
egy goly6. 7 golyobol felezéssel, még 3 méréssel, megtalaljuk a radioaktiv
golyot.

Megjegyzés: hasznalhattuk volna a 3.2. Allitasunkat is.

n = 10 Nézziik meg, hogy 10 goly6 esetén 6 mérésb6l megtalaljuk a 2 keresett
golyot! Tudjuk az éleink szamat, ami: (120) = 45.
Tegyiik fel, hogy az els6 lépésben (10 — k) golyot tesziink a miszerbe. Ekkor

(S) és 45 — (g) egyarant legfeljebb 32 lehet, és ez k = 7 esetén teljesiil. Tehat

10 goly6bol 6 méréssel megtaldlhatjuk a 2 radioaktiv golyot.
Meérésiink folyamata az aladbbi:
I. Els6 mérésre tegyiink a miiszerbe 3 golyot, és teszteljiik ezeket!

I/1/A. Ha a mérés negativ akkor a maradék 7 golyobol 5 méréssel megtalaljuk
a keresett 2 golyot.

I/1/B. Ha tesztiink pozitiv akkor masodik mérésként a 3 golyobol megmériink
egyet és a maradék 7 golyobol hdrmat.

I/2/A. Ha a mérés nem jelez akkor biztos, hogy az els6ként tesztelt harom
golyobol fennmaradt 2 golyé kozott van legalabb egy radioaktiv, de az is
lehetséges, hogy mindkett6 az, illetve a 7-b6l a maradék 4 golyd kozott is
lehet egy aktiv goly6.

I/3 A 3. mérésiink legyen az el6z6 mérésnél fennmaradt két golyobdl egy.

[/3/A. Ha ez a teszt negativ, akkor a méasik goly6 a sugarzo. A maradék négy
golyo koziil felezéssel, még 2 méréssel, megtalaljuk a masik radioktiv golyot.

1/3/B. Ha a 3. mérés porzitiv, akkor a 4 és fennmaradt 2-b6l még nem tesztelt
1 goly6, azaz 5 goly6 kozott van a méasik keresett goly6. A korabban leirtak
alapjan ennyibdl 3 méréssel megtalalhatd a sugarzo golyo.

[/2/B. Tekintsiik azt az esetet, hogy a 2. mérésiink pozitiv!
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IT/3. Ekkor harmadik mérésként teszteljiik az elsé mérésben mért 3 golyobol
azt a kett6t, amit a 2. mérés soran nem mértiink.

IT1/3/A. Ha a mtiszer nem jelez akkor a kimaradt egy goly6 volt a radioaktiv és
a fennmarado 7 golyo koziil a korabban leirtak alapjan 3 méréssel megtalaljuk
a méasik sugarzo golyot.

I1/3/B. Ha a harmadik mérésiink pozitiv akkor ebben a kettében és a ma-
sodikra tesztelt 1 4+ 3 golyoban van egy-egy radioaktiv goly6. Egy méréssel a
kettGbdl és 2 teszttel a 4 golyobol megtalaljuk a radioaktiv golyokat.

n = 11 goly6 esetén tudjuk az éleink szamat, ami: (121) = 55.

Tegyiik fel, hogy az els6 lépésben (11 — k) golyot tesziink a miiszerbe. Ekkor
(g) és bH— (’;) lesz az éleink szadma, ami legfeljebb 32 lehet. A k = 8 kielégitené
a feltételeket, de a kordbban leirta alapjan 8 golyobél nem talaljuk meg a két
radioaktiv golyot 5 méréssel. Ezért 11 golyobdl csak 7 méréssel talalhatjuk
meg a keresett 2 golyot.

Kétféleképpen gondolkozhatunk:

Els6ként hivatkozva a 3.2. Allitasunkra, ha a 11 golyobol megmériink egyet
és a teszt nem jelez, akkor a maradék 10 goly6 koziil még 6 méréssel megta-
lahatok a radioaktiv golyok.

Masodikként tegyiink a miiszerbe két golyot! Ha a teszt eredménye negativ
akkor a maradék 9 goly6bol 6 méréssel megtalaljuk a keresett golyokat. Ha az
els6 mérés utdn a miszer jelez, akkor kdvetkezd lépésként a 2 golyobol meg-
mériink egyet. Amennyiben a mérés negativ a masik golyé volt radioaktiv. A
maradék 9 golyobol felezéssel, még 4 méréssel, megtalalhato a masik radioak-
tiv goly6. Ha a mésodik mérés pozitiv akkor a maradék 10 goly6 kozott van
a keresett egy goly6, amibdl felezéssel, 4 méréssel, megtalaljuk a radioaktiv
golyot.

15 golyora a dolgozat elején mar bemutattam egy lehetséges megoldast, mely-
ben a 7 mérés elegends volt a két radioaktiv golyd megtaldlasahoz, ezért ezt
nem vezetem le még egyszer.

Minél nagyobb az n értéke annal bonyolultabbak lesznek a méréseink a ké-
s6bbiekben. Mivel az eredeti feladatbol tudjuk, hogy 15 goly6bol megtalaljuk
a keresett 2 golyot 7 méréssel, most azt szeretnénk bizonyitani, hogy 16 goly6
esetén 7 mérés mar nem elegendd.

A kovetkez$ tablazatot a késGbbiekben a bizonyitédsok folyaman hasznélni
fogjuk, mert ebbdl lathatjuk, hogy hogyan kell kivilasztani n golyobol k
darab golyot tigy, hogy az 6sszes mérésiink szama: m legyen, k pedig mérheto
legyen m — 1 mérésbdl.
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21 golyoig az alabbi tablazatban Gsszefoglaljuk az elégséges mérések szamat.

golyok szama | mérések szama

2 0

3 2

4 3

5t 4

6-7 5

8-10 6
11-15 7
16-21 8

1. tablazat.

n = 16 golyd mérése.
Tegyiik fel, hogy 16 goly6 esetén elég a 7 mérés. Az éleink szama: (126) = 120.

Ekkor az els6 lépésben (16 — k) golyot tesziink a miszerbe. Ebben az esetben
(g) és 120 — (g) lesz az éleink szama, ami legfeljebb 64 lehet. Ilyen k érték
nincsen, ezért 16 golyobol csak 8 méréssel talalhatjuk meg a keresett 2 golyot.

Kétféleképpen gondolkozhatunk:

El6szor hivatkozzunk a 3.2. Allitasunkra! Ha a 16 golyobol megmeériink egyet
és a teszt nem jelez, akkor a maradék 15 goly6 koziil még 7 méréssel megta-
lahatok a radioaktiv golyok.

Masik megoldésunk soran tegyiink elGszor a miiszerbe (16 — k) golyot. Ekkor
k golybnak maximum 7 mérésb&l mérhetének kell lennie. Legyen k£ = 14
golyo!

Ekkor els6ként mérjiink meg 2 goly6t, ha a mérés nem jelez, akkor a maradék
14 golyobol 7 méréssel megtalaljuk mindketts radioativ golyot. Ha ez a mérés
jelez, akkor a fentmaradé éleink szama: (3)+(2)-(7) = 15. Legyen a masodik
mérésiink a 2 golyobol az egyik. Ha ez a mérés nem jelez, akkor a masik
goly6 a radioaktiv. Ebben az esetben a 2. sugarz6 golyé a maradék 14 golyo
kozott van, amibdl felezéssel, 4 méréssel, megtalalhatjuk a keresett golyot.
Ha a masodik mérésiink jelez, akkor a maradék 15 goly6 kézott van a masik
keresett golyd, ezt felezéssel, még 4 méréssel, megtalalhatjuk. Igy dsszesen 8
meéréssel megtalalhatd a két radioaktiv golyo.

Az fent leirtak miatt igaz, hogy 16 golydbol a keresett 2 radioaktiv golyd 7
méréssel nem mérhet6 ki, de 8-cal mar igen.

Vajon meddig elég szdmunkra ez a 8 mérés?
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n = 21-re még biztosan elég a 8 mérés, ezt most be is bizonyitjuk. (a 2. abran
a megmarado éleink szaméat lathatjuk az egyes mérések utéan)

Az els6 mérést tgy kell megvalasztanunk, hogy ha az negativ eredménnyel
végzddik, akkor a maradék golyokbol 7 méréssel megtaldlhato legyen a 2
radioaktiv golyo.

Ezen kiviil szeretnénk, hogy az (";k) +(n—k)-(k) < 27, ahol k-bol 7 méréssel
megtalalhato legyen a 2 golyo.

Ezeknek a feltételeknek a kovetkezdk tesznek eleget:
(n—k)=6¢ék=15ez (}) +6-15=105

(n—k) =Tés k=14, ez () +7-14 = 119, ez kdzel van a 128-hoz, ezért elss
esetet valasztjuk, hatha ezzel hamarabb megoldasra jutunk.

I. Legyen az 1. mérésiink 6 golyd, ha ez a mérés negativ, akkor a maradék 15
goly6bol 7 méréssel megtaldljuk a keresett golyokat.

[/2 Ha az els6 mérés pozitiv, akkor a 2. mérésiink legyen a 15 golyobol 8.

1/2/A. Ha ez a mérés is pozitiv akkor a 6 és 8 golyo kozott van 1—1 radioaktiv,
ezeket felezéssel, 3 + 3 méréssel, keressiik meg.

[/2/B. Ha az els6 mérésiink pozitiv, de a masodik nem jelez, akkor az el-
s6 6 golyo kozt biztosan van radioaktiv golyd és a maradék 7 golyd kozott
legfeljebb egy goly6 lehet sugarzo. Ekkor a grafban a maradék éleink szdma:
(5) +6-7=57

[/3 Legyen a 3. mérésiink a 6 golyobol 1, a masik 7 golyobol pedig 3.

1/3/A. Ha ez a mérés negativ, akkor marad a 6 golyobol 5 illetve a 7 golyobol
4 golyonk.

[/4 Ekkor a 4. mérés legyen az 6tbél 1, a négybdl pedig 2 golyo.

[/4/A. Ha a 4. mérés is negativ, akkor megmerjiik a maradék 2 golyot a
négybdl (5. mérés).

I/5/A. Ha ez a teszt is negativ, akkor az els6 4 goly6 kozott van mindkét
radioaktiv goly6, amit még 3 méréssel megtalalunk.

I/5/B. Ha az 5. mérésiink pozitiv, akkor ebben, illetve az els6 4 golyoban
vannak a keresett golyok, melyek felezéssel megtalalhatok, 1 + 2 méréssel.

I/4/B. Ha a 3. mérés negativ, de a 4. mérés jelez akkor az 1 és 2 golyok kozott
van radioaktiv.

IT1/5 Az 5. mérés legyen ugyanez az 1 golyo és a 4 utolsé golyobol a maradék
kettd (ezeket eddig nem mértiik).
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IT/5/A. Ha az 5. mérés jelez, akkor a 4. mérésben mar tesztelt 1 golyo biztosan
radioaktiv, mert a 4 goly6 kézott maximum 1 lehet csak az, igy nem lenne
pozitiv mindkét esetben a mérésiink eredménye. Miutan tudjuk, hogy az 1
goly6 radioaktiv, a maradék 8 golyobdl felezéssel megtalalhatd a keresett
masik golyé még 3 méréssel.

I1/5/B. Ha az 5. mérésiink negativ, akkor csak a 4 utolsé golyébol mér tesz-
telt 2 goly6 kozott lehet a radioaktiv, amit felezéssel, 1 tovabbi méréssel,
megtalalunk. A masik radioaktiv goly6 pedig csak az elsG 4 golyd kozott
lehet, ami szintén felezéssel, 2 méréssel, megtalalhato.

[/3/B. Ha az els6 mérés soran mért 6 golyonal a miszer jelzett, a masodik
mérés soran mért 8 gyolyonal pedig nem, és a 3. mérésiink pozitiv, akkor a
4. mérésiink a kovetkezd:

IT1/4 Teszteljiik a 2 golyot az eddig nem meért els6 6 koziil és a 4 golyot, ami
a 7-b6l a maradék.

I1/4/A. Ha a 4. mérés negativ, akkor marad 4+ 3 golyonk, ahol tudjuk, hogy
az 1+ 3 golyoban van radioaktiv.

II1/5 Az 5. mérésiink legyen 2 goly6 a 4-bél, amit eddig még nem mértiink.

ITT1/5/A. Ha az 5. mérés nem jelez, akkor legyen a 6. mérés, hogy megmeérjiik
a maradék 1 golyot!

IT1/6/A. Ha a 6. mérés is negativ, akkor az 14 3-bol az 1 biztosan radioaktiv,
a 3-bol pedig felezéssel, 2 méréssel, megtalaljuk a méasik sugarz6 golyot.
I11/6/B. Ha a 6. mérés pozitiv, akkor a maradék négy golyot felezziik, ami
még 2 mérés.

I11/5/B. Ha 5. mérés pozitiv, akkor még 1 méréssel megvan az ezek kozott
lévs sugarzo, és az 1 + 3 maradék golyobol pedig 2 méréssel megtalaljuk a
keresett golyot.

I1/4/B. Ha a 4. mérés pozitiv, akkor a 3. mérés soran mért 1 + 3 golyok és a
4. mérésben mért 2 + 4 golyok kozt van egy-egy radioaktiv.

IV/5 Legyen ekkor az 5. mérésiink a 3. mérés soran 6 golyobol mar tesztelt
egy golyo.

IV/5/A. Ha a mérés nem jelez, akkor a masik 3 goly6 kézott van egy radio-
aktiv, és a 4. mérés soran mért golyok koziil csak a 6 golyobol kivett 2 golyo
kozott lehet a mésik. Ez felezéssel, 2 + 1 méréssel, megtalalhato.

IV/5/B. Ha az 5. mérés jelez, akkor megtalaltunk egy radioaktiv golyot, a

masik pedig a 4. mérés sordn mért 6 golyd kozott van, amibdl felezéssel, még
3 méréssel, megtalalhatd a keresett golyo.
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3.64+1-5+1-4 <5>+5.4
2
3.441-3 3.241-44+1-2 1-441-442-4 <;>+4.2
2.4 3.241 1-8 4.2 4.2 <4>
2
1-4 1-3
2. abra.

Bizonyitsuk be, hogy n = 22 goly6ra mar nem lesz elegendG a 8 mérés, ehhez
mar 9 mérésre van sziikség!

Tegyiik fel, hogy 22 golydébol 8 méréssel megtaldljuk a 2 radioaktiv golyot.
Az éleink szama: (222) = 231.

Az els6 mérést ugy kell megvalasztanunk, hogy ha az negativ, akkor a mara-
dék golyokbol 7 méréssel megtalalhato legyen a 2 radioaktiv golyo.

Ezen kiviil szeretnénk, hogy az (”;k) +(n—k)- (k) < 27, ahol k-bol 7 méréssel
megtalalhato legyen a 2 golyo.

Ezeknek a feltételeknek a kovetkezs tesz eleget: (n — k) = 7 és k = 15, ez
(0) +7-15 =126

Legyen a =c+d, b=e+ f, ahol a,b,c,d, e, f a golyok darabszaméat jeloli és
a=1"7,b=15.
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Ekkor az els6 mérésiink soran tegyiink a miiszerbe 7 darab golyot (a), ha ez
a teszt nem jelez akkor a maradék 15 goly6 koziil (b), a 2 radioaktiv golyot
még 7 méréssel megtaldljuk. Ha az els6 mérésiink jelez, akkor a fentmarado
éleink szdma a kovetkezs: (7) + 715 = 126 és van még 7 darab mérésiink.

Ebben az esetben a kovetkez6 mérés legyen d + f! Ez a masodik mérésiink,
ha ez a teszt negativ, akkor 62 < (;) + ¢ - e < 64 lehet. Lehetségek:

c=17,e=06;
c=06,e=38;
c=4,e=14

Az els6 lehetGség ¢ = 7, e = 6 esetén, ekkor a mésodik mérésiink sorédn a
15 golyobol mérjiink meg 9 darab golyot! Ha ez a mérés jelez, akkor tudjuk,
hogy a 7 illetve 9 golyok kozott egy-egy radioaktiv golyd van, melyekbdl a
késébbiekben lathatjuk, hogy (7,9) kimérhetd 6 méréssel, ez Osszesen 8 méreés.

Ha a mésodik mérés soran a 9 goly6 tesztelése nem jelez, akkor az els6 7
goly6 kozott biztosan van radioativ, illetve a 15 golyobdl még nem mért 6
goly6 kozott lehet maximum egy radioaktiv goly6. Ekkor a fentmarado éleink
szama a kovetkezd: (;) + 7-6 =63 és van még 6 darab mérésiink.

Legyen ¢ = 1+ k, e = j + [, ahol c,e,1,j,k,l a golyok darabszaméat jelolik
c=Te=0.

Ekkor a harmadik mérésiink legyen k + [ golyd, ez a harmadik mérésiink, ha
ez negativ, akkor az éleink szama 31 < (;) + 1.7 < 32 lehet. Ezt a feltételt
csak az i = 2 és 5 = 15 lehet, de azt tudjuk, hogy 7 < 6, ezért nem tudjuk a
megmaradt 6 méréshdl a 2 radioaktiv golydt megtalalni. Ennél a lehetGségnél

tehat a 22 goly6bol nem mérhets ki 8 méréssel a 2 radioaktiv golyé.

A masodik lehetéség ¢ = 6, e = 8 esetén, a masodik mérésiink soran a
7 golyobol (a) egy és a 15 golyobol (b) nyolc darab golyot mériink meg.
Ha ez a teszt nem jelez, akkor az els§ 7 golyobol (a) a maradék 6 kozott
biztosan van radioativ, illetve a 15 golyobol (b) a még nem tesztelt 7 golyod
kozott is lehet maximum egy radioaktiv goly6. Ekkor a fentmarado6 éleink
szama a kovetkezs: (S) +6-7 =063 és van még 6 darab mérésiink. Az el6z6
lehetGség soran lattuk, hogy ez a 6 mérés nem elegendd a két radioaktiv golyo
megtalalasara.

A lehet&ségek koziil az utolso, ¢ = 4 és e = 14, valoszintitlennek tiinik, mert
a mérések jelzésétdl fiiggGen a 126 élt 62 illetve 64 élre bontja. A maradék
6 mérés soran csak felezhetnénk a maradék 64 élt, ez pedig nem vezet ered-
ményre.
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A fentiekbdl lathato, hogy 22 golyé6 nem mérhets ki 8 méréssel, de a 3.2.
Allitas szerint 9-cel mar igen.

3.6. Allitas: Az n golydbdl két radioaktiv golyd megtaldldsdhoz eqy alsé ha-
tart tudunk megadns, ((Z) < 2’”} , ahol m a mérések szamdt jelols.

4. Megfigyeléseink a mérések soran

Lathato, hogy a méréseink soran vannak ismétléds helyzetek.

Az els6, mikor a mérésiink régton jelez. Ekkor tudjuk, hogy az els§ csoport
goly6i kozott van legaldbb egy radioaktiv golyd, a még nem mért golyok
kozoz06tt pedig legfeljebb egy lehet az.

A masodik, amikor két kiilonb6z6 csoportot teszteliink egy-egy méréssel és a
mérések mindkét esetben jeleznek. Ekkor azt tudjuk, hogy a két csoportban
lévé golyok mindegyikében van egy radioaktiv golyé.

4.1. Megfigyelés: Vizsgaljuk meg elGszor az elsé esetiinket!

Van n darab golyonk, amit felbonthatunk a kévetkezGéppen: a + b = n, ahol
a és b a golyok darabszamat jeloli. Ekkor az els6 mérésiink a tesztelése. Mivel
a mérésiink pozitiv, tudjuk, hogy ebben a csoportban van radioaktiv goly6,
a még nem meért golyok kozott pedig csak egy lehet. Ebben az esetben a
lehetGségeink szama (g) + a - b, hiszen vagy a golyok kozott van mindkettd
keresett goly6, vagy a és b golyok kozott van egy-egy radioaktiv golyo6.

A kovetkezdkben a + b-vel fogjuk jeldlni azt az esetet, amikor az a golyok
kozott biztosan van radioaktiv golyo.

Nézziik azt az esetet, ha b = 1. Ekkor a + 1 darab az &sszes golyonk szama,
erre pedig a megoldast 21 darab golyoig az 1. tablazatban megtalaljuk.

Tegyiik fel, hogy b > 2, és a = 1, akkor a feltétel pontosan azt jelenti, hogy
a kiilonallo elem radioaktiv. Ekkor a kovetkezs képletet tudjuk hasznélni:

[log, b].

4.1. Allitas: Ha a = 2, akkor méréseink szima: [logy(b+1)] + 1, kevesebb
nem lehet, mert (5) + 2 - (b) lehetdségiink van.

Bizonyitas. A 2 golyobol teszteliink 1-et, ezzel megtalaljuk az egyik ra-
dioaktiv goly6t, a maradék b+ 1 goly6 koziil pedig felezéssel talaljuk meg a
mésik sugarzo golyot. [J

Ha a = 2, b = 2, akkor 3 mérés elegendd.
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Az el6z6 allitast hasznalva: [logy(2+1)|+1=2+1=3
Ha a = 2, b = 5, akkor 4 mérés elegendd.
Az el6z6 allitast hasznélva: [logy(b+ 1) +1=3+1=14
Ha a = 2, b = 7, akkor 4 mérés elegendd.
Az el6z6 allitast hasznalva: [logy(7+1)]+1=3+1=14
Ha a = 3, b = 2, akkor 4 mérés elegendé.

Meérés: Teszteljiink 1-et a 3 golyobol, ha a teszt nem jelez, akkor ez a 2+ 2- es
eset, ami még plusz 3 mérés. Ha a miiszer jelez, akkor felezéssel, még 2 mérés
sziikséges.

Ha a = 3, b = 4, akkor 4 mérés elegendd.
Ezt két modon is belahtatjuk.

ElGszér nézziik meg hogyan tudjuk kimérni! Teszteljiink 1—1 goly6t a harom-
bol és a négybdl is! Ha a miiszer nem jelez, akkor ez a 2+ 3 estre visszavezet-
het6, ahol 3 mérés mar elegendd a sugarzo golyo megtalalasahoz. Tegyiik fel,
hogy a mérés jelez! Ekkor teszteljiik az els6 3 golyobol a maradék 2 elemet.
Ha a mérés pozitiv, akkor ebben a parban és a kordbban tesztelt parban is
van 1 — 1 radioaktiv goly6. Ekkor felezéssel 1 + 1 méréssel megtalalhatjuk a
radioaktiv golyokat. Ha a 2. mérés nem jelzett, akkor a 3 goly6bol megvan a
radioaktiv, ami az els6 méréskor tesztelt goly6. A maradék két lépesben a 4
golyobol felezéssel megkeressiik a sugarzot.

Masik modon haznalhatjuk a 3.1. Allitast, ha 3 + 5 golyobol megtalalhato a
2 keresett golyé 5 méréssel, akkor ez 3 + 4 golyora is igaz.
Ha a = 3, b = 5, akkor 5 mérés elegendé.

Meérés: Teszteljiink 1-et a 3-bol! Ha a miiszer nem jelez, akkor ezt visszave-
zethetjiik 2 + 5 esetre, melyben 4 méréshél megtalaljuk a 2 aktiv golyot. Ha
a miiszer jelez, akkor felezéssel, még 3 mérést hasznalunk fel az aktiv golyok
megtalalésara.

Ha a =4, b = 2, akkor 4 mérés elegendd.

Meérés: Teszteljiik a b-ben 1év6 2 darab golyot! Ha ez negativ, akkor a 4
goly6bol még 3 méréssel megtalaljuk a 2 radioaktivat. Ha a mérés pozitiv,
akkor tudjuk, hogy 4-ben és 2-ben is van egy-egy radioaktiv elem. Ekkor
mindkett&bdl felezéssel megtalalhato sugarzo golyd még 3 méréssel.

Ha a =4, b = 3, akkor 5 mérés elegendd.

Meérés: Teszteljiink 2 golyot a 4-bsl! Ha a miiszer nem jelez, akkor ezt az esetet
visszavezetjiik 2 4+ 3 esetre, melybdl 3 méréssel megtalalhatjuk a 2 keresett
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golyot. Ha a miiszer jelez, akkor 2 4+ 5 esetre vezetjiik vissza, amelyben még
4 mérés sziikséges a sugarzo golyok megtalalasihoz.

Ha a =4, b = 5, akkor 5 mérés elegendé.

Meérés: Az els§ mérésiink soran megmérjiik a b = 5 golyot és ez a mérés
jelez, akkor a 4 és 5 golyok kozott egy-egy darab radioaktiv golyé van. Eb-
ben az esetben azonban felezéssel még 2 + 3 mérés kellene a sugarzo golyok
megtalaldsdhoz, ami 6 mérést eredényezne. FEzért itt a felezés nem miikodik.

gy a kovetkez6 képpen fogjuk tesztelni a golyokat. Teszteljiink az elsé mérés
soran 2 golyot a 4-bél, ha a miiszer nem jelez, akkor ezt visszavezetjiik 2+ 5
esetre és még 4 mérésre van sziilségiink az aktiv golyok megtaldlasahoz. Ha
a miszer jelez, akkor ebben a kettGben biztos, hogy van radioaktiv golyo.
A megmarado6 két golyoban a négybdl, illetve az 6t golyoban még lehet egy
radioaktiv. Ekkor a megoldasunkat visszavezetjik 2 + 7 esetre, ahol 4 mérés
elegendd az aktiv golyok megtaldlasara.

Ha a =5, b = 2, akkor 5 mérés elegendé.

Meérés: Teszteljiikk a b-ben 1év§ 2 darab golyot! Ha a teszt negativ, akkor az
5 golyobol 4 mérésel megtalalhato a 2 radioaktiv golyd. Ha a mérés pozitiv,
akkor tudjuk, hogy az 5 és 2 golyok kozdtt is van egy-egy sugirzd, melybdl
felezéssel, még 4 méréssel megtalédljuk a radioaktiv golyokat.

Ha a =5, b = 4, akkor 5 mérés elegendé.

Meérés: Teszteljiink 2 golydt az 5-b6l, ha a miiszer nem jelez, akkor ezt az
esetet visszavezetjiik 3 + 4 esetre, melyben 4 méréssel megtalalhatjuk a 2
sugarzo6 golyot. Ha a miszer jelez, akkor a 2 4 7 esetre vezetjiik vissza, ahol
szintén 4 méréssel talalhatjuk meg a radioaktiv golyokat.

4.2. Megtigyelés: Most nézziik meg a masodik esetiinket! Az elsG mérés
soran betesziink a miiszerbe a darab golyot. Ha a teszt pozitiv, akkor a
mésodik mérésiink legyen a kovetkezs: tegylink a még nem mért golyokbol b
darab goly6t a miiszerbe, ahol a + b < n és n az Osszes golyonk szadma. Ha
a mérés jelez, akkor tudjuk, hogy mindkét csoportban pontosan egy darab
radioaktiv goly6 van és a lehetéges éleink szama: a - b. Az ilyen esetekben
konnyedén felezéssel kerestiik meg a radioaktiv golyokat, de vannak olyan
szampéarok, melyeknél mar eggyel kevesebb méréssel megtalaljuk a sugérzo
golyokat.

Amikor feleziink, akkor arra hivatkozunk, hogy ha van a golyonk, abbol egy
sugarzo megtalalhato [log,(a)]-val, tehét b-re is igaz, hogy [log,(b)]-vel meg-
talalhatjuk. Ekkor tudjuk, hogy dsszesen [log,(a)]+ [log,(b)] mérés biztosan
elég. Azt allitjuk mégis, hogy nekiink [log,(a - b)] mérés is elégséges lehet.
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Altaldban a két szam ugyanaz, de vannak esetek, ahol a [log,(a - b)] eggyel
kevesebb, mint [log,(a)] + [logy(b)]. Az a és b parokat jeloljiik a kovetkezd-
képpen: (a,b).

Vizsgaljunk meg olyan eseteket, amikor a kett§ nem egyenld egymassal és
kevesebb mérés is elegendd!

(3,5) eset soran a [log,(3)] + [logy(5)] = 2+ 3 = 5, de a [log,(3-5)] =
[log,(15)] = 4.

Ekkor felezéssel 5 mérésb6l megtalalhatd a két radioaktiv golyo. Lassuk be,
hogy a 4 mérés is elégséges lesz!

Tegyiink a gépbe 1—1 golyot az 5-bdl és a 3-bol, (1. mérés) ha a miszer jelez,
akkor itt biztosan van legaldbb egy radioaktiv goly6. Legyen a 2. mérés az,
hogy teszteljiik az els6 5 golyobol a maradék 4-et. Ha ez a mérés nem jelez,
akkor tudjuk, hogy az 6tédik golyd volt a keresett. A méasik sugarzo golyo csak
a 3 kozott lehet, amit felezéssel, 2 méréssel megtalalunk. Ha a 2. mérésben
mért 4 golyonal a teszt jelzett, akkor tudjuk, hogy itt van egy radioaktiv
golyo, illetve az els6ként mért 2 goly6 koziil csak a 3-bél kivett lehetett a
masik radioaktiv. A 4 golyobol felezéssel, még 2 méréssel, megtalalhato a
sugarzo golyo. Igy tehat elegendd a 4 mérés a két aktiv golyd megtalalasahoz.

(6,5) eset soran a [logy(6)] + [logy(5)] = 34+ 3 = 6, de a [log,(6-5)] =
[logy(30)] = 5.

Ekkor felezéssel 6 mérésbsl megtalalhatd a két radioaktiv golyo. Lassuk be,
hogy a 5 mérés is elégséges lesz!

Teszteljiink 3 golyot a 6-bol (1. mérés). Ha a teszt negativ, akkor biztosan
tudjuk, hogy a még nem mért golyok kozott van mindkét sugarzo. Ekkor ese-
tiinket visszavezetjiik a (3,5) parra, aminél a keresett golyok megtalalasahoz
4 mérés elegendd volt. Ha az els§ mérés pozitiv, akkor tudjuk, hogy ebben a
3-ban és a masik 5 goly6ban van egy-egy sugarzd. Ismételten a (3,5) parra
vezetjiik vissza ezt az esetet is, igy tehat elegendd az 5 mérés a sugarzo golyok
megtalaldsihoz.

(7,9) eset soran a [logy(7)] + [logy(9)] = 3+4 = 7, de a [log,(7-9)] =
[log,(63)] = 6.

Ekkor felezéssel 7 mérésb6l megtalalhatd a két radioaktiv golyo. Lassuk be,
hogy a 6 mérés is elégséges lesz!

I. Legyen az els§ mérésiink, hogy 9-bdl kivesziink egy a 7-bél pedig harom
golyot és ezeket megmérjiik.

I/1/A. Ha az els6 mérés nem jelez, akkor a maradék 448 goly6bol 5 méréssel
megtalalhato a radioaktiv.
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I/1/B. Ha a mérés jelzett akkor a maradék éleink szdma 31, mivel a mért 1
goly6 Gssze van kotve a masik 7 golyoval, (7 darab él) a méasik 3 goly6 pedig
az elsé 9-cel (27 darab él). Ebbdl 3 ¢l kétszer van bele szamolva az élekbe,
ezért az Osszes éliink szdma 7 4 27 — 3 = 31

[/2 A méasodik mérésiink ezek utan legyen 5 golyd a 9-bdl.

[/2/A Ha ez a mérés nem jelez, akkor a maradék éleink 3-3+1-7 =16
[/3 A 3. mérés legyen a 3 golyobol 2.

I/3/A. Ha ez nem jelez, akkor mérjiik meg a 3. golyot (4. mérés)

I/4/A. Ha a 3. goly6o mérése nem jelez, akkor az elsd mérés soran a 9 golyobol
mért 1 goly6 radioaktiv volt. A 7 golyo koziil pedig 4 golyd marad csak, amibgl
2 méréssel megtaldlhatd a masik keresett golyo is.

[/3/B. Ha a 3. mérés soran tesztelt 2 golyd mérése jelez, akkor teszteljiik
koziiliik az egyiket, igy megtalalhatjuk a radioaktiv golydt. A mésik keresett

goly6 a 9 golyobol a 4 goly6 kozott lehet csak, amibél 2 méréssel megtalaljuk
azt.

[/2/B Ha az 6t golyo tesztje pozitiv volt, akkor 5 -3 = 15 éliink maradt.
Ekkor a megoldast vissza tudjuk vezetni az (5, 3) esetre, ahol elegendd volt
4 mérés.

5. Hasonlo6 feladatok

Az atdolgozott feladatra sajnos nem sikeriilt olyan megoldést talalni, amellyel
barmennyi golyéra tudndnk a megoldast. Ezért nézziink olyan feladatokat,
amelyek sokban hasonlitanak.

5.1. Feladat: Az dtdolgozott feladatban egy n csiucsi teljes grdfrol beszélink,
aminek eqy élét keressiik. Most nézziik meg ma torténik, ha eqy n hosszi it két
pontjat osszekotd Elt szeretnénk megtaldlni gy, hogy egyszerre tobb csicsot
s tudunk mérni a miszerinkkel, a csiucsok ebben a feladatban is a golydkat
gelolik!

5.1. Allitas: Egy n csicsi dtnak pontosan n — 1 éle van.

5.2. Allitas: Egy csics mérésekor, ha az nem a sz€élsd, dsszesen 2 élt tudunk
mequizsgalns.

5.2. Megoldasok: Az alabbiakban néhéany csiics esetén megmutatjuk, hogy
hany mérésre van sziikségiink a keresett ¢l megtaldlasahoz.
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n = 2 esetén 1 darab éliink van, ami a keresett él.

n = 3 esetén 2 darab éliink van. Ebben az esetben mérjiik meg az egyik
széls6 csucsot! Ha ez a mérés negativ, akkor a masik a kerrsett él ha a mérés
pozitiv, akkor ezt az élt kerestiik, ez Gsszesen 1 mérés.

n = 4 esetén 3 darabb éliink van. Mérjiik meg valamelyik széls6 csticsot! Ha
a mérés jelez, megvan a keresett él. Ha nem jelez, akkor a maradék élek koziil
1 méréssel megtalaljuk a keresettet, igy 0sszesen 2 mérésre van sziikségiink
az aktiv él megtaldlasahoz.

n = 5 esetén 4 darab éliink van, ha megmérjiik a masodik cstcsot és a mérés
jelez, akkor ebben a 2 élben van a keresett. Ha nem jelez, akkor a masik
2 élben talalhato az aktiv él. Mindkét esethen még egy mérés elegends a
kereserr él megtalaldsahoz. Tehat 5 csics estén 2 mérés sziikséges.

n = 6 esetén 5 darab éliink van. Ha megmérjiik a masodik csicsot, akkor az
ot ¢él hossziisagu 0t szétesik, egy 2 és egy 3 hosszisagu ttra. Ha ez a mérés
jelez, akkor ekozott a 2 él kozott van a keresett, melyet még egy méréssel
megtaldlunk. Ha az els6 mérés nem jelez, akkor a 3 hosszisaga Gt valamelyik
élét keressiik. Ezt n = 4-nél kordbban mar lattuk. Ebbdl kovetkezik, hogy 6
cstcshoz nem elegendd 2 mérés, de 3 mar igen.

Vajon meddig lesz elegend6 a 3 mérés?

Valasszuk meg tigy az elsé mérésiinket, hogy egyméas melletti csticsokat tesz-
teliink dgy, hogy a csticsok az Osszes éliink szdmanak a felét fogjak le! Ekkor
az els6 mérésiink utan az ttunk 2 tjabb ttra esik szét. Ha a cstcsaink szama
paros, akkor az éleink szama paratlan, és az els6 mérés utan egy paros- illet-
ve egy paratlan hossziisagu utra bomlik az eredeti t. Tehat 3 mérés addig
elegendd, amig a szétesett utakat maximum 2 méréssel meg tudjuk mérni.
Korabban lattuk, hogy 2 méréssel legfeljebb a 4 élhosszusagt utat tudjuk
tesztelni, azaz Osszességében a 4 + 4 hosszisagl utat tudjuk 3 méréssel ki-
mérni, ahol a cstcsaink szama 9.

Minden mérés soran a meglévs atunk felezéséhez a [log,(n — 1)]-et hasznal-
hatjuk, ahol n — 1 az utunk hossza.

Tehat egy n hosszu ttban a keresett ¢l megtalalasdhoz a kovetkez6 képletet
tudjuk felirni: 271 +1 < n < 2™, ahol m az elégséges mérések szamat, n
pedig az élek szaméat jeloli.

5.3. Allitas: Han < 2™ akkor a keresett él megtaldldsdhoz m mérés bizto-
san elég.

Bizonyitas. Egy n hosszi atnak n+ 1 darab cstcsa van, melyek mérésekor
a két szélsé kivételével a melettiik 1évE két élt tudjuk vizsgalni. Méréseink
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soran a csucsokat ugy valasztjuk meg, hogy azok egy djabb Osszefliggd utat
fogjanak le. Ebben az ttban a cstucsokat jeloljék balrél jobbra szamok 1-t61
egészen az n + 1 csicsig.

Ha az éleink szdma paratlan, akkor vizsgiljunk meg minden paros szami
csucsot egészen addig, mig el nem jutunk a csicsok feléig, azaz ”T“—ig! A
megmeért ut paros hossziasagi, mégpedig ”T“ Ha ez a mérés nem jelez, akkor
a még nem mért paratlan ”T_l hosszisagu ttban lesz a keresett él. Ebben
az esetben ugyanezzel az eljarassal folytatjuk a mérést, amig meg nem ta-
laljuk az aktiv élt. Ha az els6é mérésiink jelez, akkor a kovetkezd meérésnél,
amikor megfelezziik megmaradé éleinket, két Gjabb paros hosszusagi utat

vizsgalunk. Ezek koziil pedig tovabbi felezésel megtaldlhatd a keresett él.

Tehat n darab ¢l koziil a keresett él felezéssel megtalalhato. [log,(n)], ami
m-mel megegyezik. [J

5.3. Feladat: A kdévetkezében annyit modositunk a feladaton, hogy nem eqy
dtnak, hanem eqy n csicsi kornek keressiik az eqyik élét. A gép most is
egyszerre tobb csucsot tud vizsgalns.

5.4. Allitas: Egy n csicsi kor éleinek szdma is n.

5.5. Allitas: Egy csics mérésekor, minden esetben, Osszesen 2 €lt tudunk
mequizsgalni.

5.4. Megoldasok: Cstcsaink szamatol fiiggetleniil valasszuk meg az elsé
mérésiinket gy, mint az el6z6 feladatban! A mérés sordn egymés melletti
cstucsokat teszteliink tgy, hogy a csicsok az Gsszes éliink szaménak a felét
fogjak le. A teszt utan a vizsgalt kor 2 darab tutra esik szét, melyek koziil
mér biztosan tudjuk, hogy melyikben van a keresett él. Ha a csicsaink szdma
paros, akkor két egyenld hosszisagi ttra, ha paratlan, akkor egy paros- illetve
egy paratlan hosszisagu ttra bomlik a kor.

Mivel az els6 mérés utan itt is utakrol beszéliink, gy mint az el6z6 feladat-
ban, megoldasunkat visszavezethetjiik az 5.1. Feladat megoldasara. Ebben az
esetben is ugyanazt a képletet tudjuk felirni, mint ott. Tehat egy n cstcst
korben a keresett ¢l megtalalasdhoz 2™ 1 +1 < n < 2™ ahol m az elégséges
meérések szamat, n pedig az élek szaméat jeloli.

Belathatjuk tehat, hogy a méréseink soran hasonléan, mint az 5.1. Feladatnal,
az élek szaménak felezésével megtalaljuk a radioaktiv élt.
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6. Erdekességek

Vizsgaljuk meg, hogy a szabalyos testek egy adott élének megtalalasidhoz
legkevesebb hany mérésre van sziikszégiink!

1.) Tetraéder

Tudjuk, hogy egy csticsban 3 él fut Gssze, azaz egy csics megmeérésével egy-
szerre 3 él radioaktivitasat vizsgaljuk. Ezen kiviil azt is tudjuk, hogy az Osszes
éleinek szama 6.

Legyen az els6 mérésiink 1 cstcs vizsgalata. Ha ez a mérés jelez, akkor tudjuk,
hogy az ehhez a csticshoz tartozo 3 él koziil valamelyik radioaktiv. Ekkor még
két mérést kell elvégezniink ahhoz, hogy biztosan tudjuk melyik a keresett
éliink.

Ha az els6 mérés nem jelez, akkor a tetraéderbél csak egy haromszog marad,
melyben egy ¢l megtalidlasahoz 2 mérésre van sziikség.

A tetraéder egy keresett éle tehat Gsszesen 3 méréssel megtalalhato.

2.) Kocka

Tudjuk, hogy egy cstcsban 3 él fut Ossze, azaz egy csics megmérésével egy-
szerre 3 él radioaktivitasat vizsgaljuk. Ezen kiviil még tudjuk azt is, hogy az
Osszes éleinek szama 12.

Legyen az els6 mérésiink, hogy a sikban egymaéassal szemkozt elhelyezkedd
cstcsot mérjiik meg, ez Gsszesen 6 él mérése egyszerre. Ha ez a mérés jelez,
akkor ebben a 6 élben van a keresett él. Masodik mérésiink ekkor legyen az,
hogy megmeérjiik 2 csics koziil az egyiket, ha ez a mérés jelez akkor ebben a 3
élben van a keresett, aminek a megtaldlasahoz még 2 mérés sziikséges. Ha a
2. mérésben a csucs nem jelez, akkor tudjuk, hogy a masik cstucsnél 6sszefutod
3 élben van a keresett él, ami szintén két méréssel megtalalhato.

Ha az els6 mérés soran mért 2 csiics nem jelez, akkor a maradék 6 él kozott
lehet a keresett ¢l. Mérjiink meg masodikként egy csticsot, ami az els6 kérben
meért egyik cstcshoz képest a sikban atlosan helyezkedik el. Ekkor ismételten
egy olyan cstcsot mériink meg, amihez 3 él fut. Ha ez a mérés jelez, a 3 élbdl
2 méréssel megvan a keresett él. Ha a mérés nem jelez, akkor a mésik 3 élbél
is megtalalhato a keresett é1 2 méréssel.

Tehat a kocka egy keresett éle Osszesen 4 méréssel megtalalhato.
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3.) Oktaéder

Tudjuk, hogy egy csticsban 4 él fut Ossze, azaz egy csiics megmeérésével egy-
szerre 4 él radioaktivitasat vizsgaljuk. Ezen kiviil még azt is tudjuk, hogy az
Osszes éleinek szama 12.

Az els6 mérés soran tegyiink a miiszerbe egy csicsot, ezzel 4 és 8 élre vagtuk
a testet. Ha az els6 mérés jelez, akkor ez kozott a 4 él kézott van a keresett
éliink. Ekkor masodik mérésben mérjiink meg 2 olyan csticsot, mely az élek
mésik vége lehet. Ha a mérés jelez, akkor megmérjiik az egyik csticsot, ebbdl
a mérésbdl biztosan tudjuk, hogy melyik a keresett él. Ha a masodik mérés
nem jelez, akkor a méasik 2 él kozott van a keresett, ami plusz egy méréssel
megtalalhato.

Ha az els6 mérés soran a miiszer nem jelez, akkor 8 éliink marad tgy, hogy
ezek egy gulat alkotnak. Ekkor a masodik mérés legyen a gila cstcsa, mert
igy 4 élt teszteliink egyszerre. Ha ez a mérés jelez akkor ebben a négyben van
a keresett él, és a keresett él megtaldlasahoz még két mérés sziikséges. Ha a
2. mérés nem jelez, akkor a masik 4 ¢l kozott van a keresett él, és ez a négy
él egy négyzetet ad. Egy négyzet egy élét 2 méréssel lehet megtalélni.

Az oktaéder egy keresett éle tehat Osszesen 4 méréssel megtalalhato.

4.) Dodekaéder

Tudjuk, hogy egy csticsban 3 él fut Ossze, azaz egy cstics mérésével egyszerre
3 él radioaktivitasat vizsgaljuk. Ezen kiviil azt is tudjuk, hogy az Gsszes
éleinek szama 30. Ot mérés elégséges a keresett él megtalalasahoz. Ennek
bemutatasara a 3. dbra lesz segitségilinkre.

I. Az els6 mérés soran tegyiink a gépbe 7 csticsot, ezeket kékkel jeloltiik és a
kék éleket fogjak le, ami Osszesen 15.

I/1/A. Ha ez a mérés jelez, akkor a B jeli dodekaéderen a zold (7 darab)
illetve a kék (8 darab) élek maradtak.

[/2 Legyen a 2. mérésiink a 3 darab kék csiics (B).

[/2/A. Ha ez jelez, akkor a C' jeld dodekaéderen mar csak a zold, illetve kék
éleink vannak. A 2 darab kék cstcsot tegyiik be a gépbe a 3. mérés soran.

[/3/A. Ha a mérés jelez, akkor a 4 darab kék élbsl 2 méréssel megtalaljuk a
keresettet.

1/3/B. Ha 3. mérés nem jelez, akkor a 3 darab zold él marad, amibél szintén
2 méréssel megvan a keresett él (megmeérjiik a 2 zold csticsot kiilon-kiilon).
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I/2/B. Ha a 2. mérésben a kék csticsok nem jeleztek (B dodekaéder), akkor
a C-n 1év6 lila élek maradnak.

I1/3 Legyen a 3. mérésiink az, hogy teszteljiik a 2 darab lila csiicsot, ez
Osszesen négy él.

I1/3/A. Ha ez a mérés jelez, akkor 2 méréssel megtalaljuk a keresett élt
gy, hogy megmérjiik a rozsaszin cstcsot. Ha ez a mérés jelez, akkor a két
¢l valamelyike a keresett, ha nem jelez, akkor a masik két él valamelyike a
radioaktiv.

I1/3/B. Ha a 3. mérés nem jelez, akkor 3 éliink marad, amibdl 2 méréssel
megvan a keresett él.

I/1/B. Ha az els6 mérésiink nem jelez, akkor a D dodekaéder kék és zold élei
johetnek csak szoba.

I1/2 Ekkor legyen a 2. mérésiink a 4 darab kék cstics (D), ez 6sszesen 8 darab
él.
I1/2/A. Ha ez a mérés jelez, akkor a E dodekaéderen a kék és a zold élek

maradnak.

III. 3. mérés legyen a 2 darab sotétebb kék csics mérése (E), ez Gsszesen 4
darab él.

IT1/3/A. Ha a mérés jelez, akkor a 4 darab kék él marad, ebbdl két méréssel
megtalaljuk a keresettet. Megmérjiik a két halvanykék cstcsot, és ha ez a
mérés jelez ebben a két élben van a keresett, ha nem, akkor a masik kettében
van a radioaktiv.

II1/3/B. Ha a 3. mérés nem jelez, akkor a 4 z6ld él marad, ezutan megmerjiik
a két halvanykék csiicsot, ami utan két-két élt kell vizsgalnunk, amibél még
egy méréssel megvan a keresett él.

I1/2/B. Ha a 2. mérés nem jelez, akkor a lila élek maradnak, és ha megmér-
jik a lila cstcsot 3 és 4 élt kell vizsgdlnunk, melyek mindegyike 2 méréssel
mérhetd.

A dodekaéder egy keresett éle tehat Gsszesen 5 méréssel megtalalhato.

Az 3. dbran lathato, hogyan esik szét a dodekaéder egyes mérések soran.
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3. abra.

Hivatkozasok

[1] Kozépiskolai Matematikai Lapok Foruma

28



