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1. Bevezetd

Szakdolgozatomban kiilonbo6z6 feliileteken elképzelt tologatos jatékokkal foglalko-
zom. A 135 éves hagyomanyos tologatos jaték bemutatasa utan annak torténetét
ismertetem. A torténeti leirast az 1] kiadvany alapjan készitettem. Ezutan meg-
vizsgalom, hogy ennél a jatéknal milyen feltételek mellett rakhatoak ki az egyes
allasok. Ezt kovetGen azt elemzem, hogy hengeren, M6bius-szalagon, téruszon,
Klein-kancson és projektiv sikon hogyan jatszhatunk tologatos jatékot. Minden
feliilet esetében megmondom, hogy mi rakhato ki egy-egy kezdgallasbol. A szak-
dolgozat masodik felében ugyanezeken a feliileteken elképzelt jatékokat vizsgalom
egy grafelméleti tétel segitségével.

A kiilonboz6 feliiletek utan azt is megvizsgalom, hogy hogyan lehetne a mo-
biltelefon meniijében tologatos jatékot jatszani.

A dolgozat célja az is, hogy barmely olvaso, mindenféle hattér nélkiil megértse
a lehetetlenségi bizonyitasokat.

2. A jatek

A 15-6s kirakojatékot vagy ismertebb nevén tili-tolit angolul , Fifteen Puzzle™-ként
emlegetik. A jaték eredetileg egy négyzet alapa papirdobozbdl és 15 szimozott fa-
kockabol allt. A doboz oldalhossza négy szorosan egymés mellé helyezett fakocka
szélességének felelt meg. A 15 fakockat ki lehetett venni a dobozbdl és tetszGleges
sorrendben vissza lehetett tenni abba. A 15 fakocka mellett még egynek lenne
helye a dobozban. Igy a doboz tartalma tologatasokkal atrendezhetd.

Az iires helyet megcserélhetjiik a vele szomszédos fakockakkal gy, hogy a
kivalasztott fakockat az iires hely helyére toljuk. A jatékban minden szabalyos
lépés egy ilyen csere, ami az iires helyet cseréli meg valamelyik vele szomszédos fa-
kockaval. A jaték célja, hogy az Osszekevert fakockdkat ilyen szabalyos 1épésekkel
sorba rendezziik.

Az eredeti jaték lefrasa mindéssze annyi volt, hogy boritsuk ki a doboz tar-
talmét, majd tegyiik vissza véletlen sorrendben és tologassuk addig a fakockakat,
ameddig azok ismét sorban nem lesznek.




3. A jaték torténetérdl

Az 1880-as évek elején valt igazén népszeriivé a 15-0s jaték. Rengetegen jatszottak
vele, legalabb 280 tjsagban jelent meg cikk vagy hirdetés a jatékkal kapcsolatban,
de sokéig, tobb mint 125 évig nem deriilt fény igazi kitaldlojanak személyére.

A jatékot ,Gem” néven kezdték el arusitani 1879. december kozepe tajan.
Ez a Bostonban él6 Matthias J. Rice nevéhez kothets, aki nem gondolta, hogy
ekkora jatékdriiletet indit el a tologatos jatékkal. Sokaig tobben hitték azt, hogy
az ¢ fejében sziiletett meg a jaték gondolata, de ez nem igy tortént.

Rice zongorak és egyéb fabol késziilt dolgok gyartasaval és eladasaval foglal-
kozott 1869-t6l. Egyszer egy szerelGvel, aki a hazdban az ablakot szerelte arrol
beszélgetett, hogy szeretne arulni a boltjaban egy kis fa jatékot, amit olcson el
tud allitani és népszert lehet a vasarlok kérében. Néhany nappal a beszélgetés
utan a szerel§ ismét felkereste Rice-t. Egy faboél késziilt jatékot mutatott neki,
amit egy hartfordi siiket didktol vasarolt Bostonban 75 centért. Ez a jaték a 15-6s
jaték volt.

Rice-nak régton megtetszett a tologatos jaték, ezért elvitte bemutatni a bolt-
jaban dolgozoknak. Ok kritikaval fogadtak az tjdonsagot, és nem josoltak neki
nagy jovét. A nem til megnyerd fogadtatas utan Rice méas keresked6khoz is el-
ment prezentalni szerzeményét, hatha valamelyikiiknek megtetszik annyira, hogy
forgalmazni is hajlandé lesz. Végiil Banfield, Forristal € Co. diszmiéaru ke-
reskedd egyezett bele az értékesitésbe. A jatékot ,,Gem Puzzle” néven hoztak
forgalomba.

A kovetkez§ fél évben annyira népszertivé valt a ,Gem Puzzle”, és olyan nagy
volt ra kereslet, hogy Rice nem tudott eleget késziteni belSle. Hihetetlen sebes-
séggel terjedt el a 15-6s jaték. 1880 februarjaban meghoditotta Bostont és az
Amerikai Egyesiilt Allamok keleti nagyvarosait, marcius 2-an Chicagot, egy hét-
tel késébb pedig mar San Fraciscot is. Ez azért emlitésre méltd, mert akkoriban
ez az ut Chicagdtol San Franciscoig vonattal is nyolc napig tartott. A kisebb va-
rosokban valamivel tobbet kellett varni a jaték debiitdlasara, de aprilis kdzepére
azokba is megérkezett az ijdonsag. Majusban mar Hawaii-n is ezzel jatszottak.
Kozben aprilisban Franciaorszagba is betort a jatékoriilet, ami Eurobaban az
amerikaihoz hasonlé tempoban terjedt.

Az els6, a tili-tolival foglalkoz6 cikk 1880. januar 6-an — koriilbeliil hdrom
héttel a jaték népszertivé valasa utan — a Boston Fvening Transcript cimd 1j-
sagban jelent meg. Hat nappal kés6bb ugyanebben a lapban ismét foglalkoztak
az ujdonsaggal. Osszegyiijtotték a kiilonbozé gyartok altal forgalmazott kiilon-
féle kiadasokat, hiszen mar ekkor tobbféle néven értékesitették a tili-tolit. A jaték
minden 4j gyartoja a Rice-féle megjelenést és szabalyokat masolta. Néhanyan még
a ,,Gem Puzzle” nevet is megtartottik, mig masok ,Solitaire”, , Fifteen”, ,Number
Puzzle” vagy ,,Boss” névre keresztelték. Amint jaték megjelent és elterjedt egy-
egy nagyvarosban, ugy jelentek meg a kovetkezé néhany hétben a helyi lapokban
is a jatékkal foglalkozo6 cikkek, mert nagyon sokakat érdekelt minden, ami a tili-
tolival kapcsolatos. Abbodl is latszik, hogy mennyire kozponti szerepet kapott
ez az Ujdonsag az emberek életében, hogy 1880-ban legalabb nyolc olyan zenés
szerzemény jelent meg, aminek cimében vagy téméjaban a 15-0s jaték szerepelt.



A jatékot kezdetben 50, majd 25 centért arultak. 1880. marcius 1-jén, ke-
vesebb, mint harom hénappal a megjelenése utan mar 5 centért is meg lehetett
vasarolni a tili-tolit. Ha hinni lehet a szamoknak, akkor 1880-ban az Amerikai
Egyesiilt Allamokban minden 6t5dik embernek volt sajat tologatos jatéka. Az ar-
csOkkenés a gyartas fejlédésének és a kiillonboz6 gyartok kozotti versenynek volt
koszonhets. 1880. mércius 5-én Rice kezdeményezte a ,Gem” szabadalmazta-
tasat. Aprilis 13-an meg is kapta a szabadalmi jogot, de az Amerikai Egyesiilt
Allamokban ekkor mar lecsengében volt a jatékériilet, igy Rice-nak ez mar nem
hozott tul nagy hasznot.

A jatékot joforman mindenki ismerte, a kitalalojat viszont senki sem. Szamos
ujsagban foglalkoztak azzal, hogy kié lehetett eredetileg a jaték otlete, igy sokféle
elmélet sziiletett ezzel kapcsolatban. Egy pennsylvaniai napilapban igy kommen-
taltak a feltételezéseket: , Az ujsdgok szerint a 15-ds jdtéknak tobb kitaldldja volt,
mint amennyi fakocka van a dobozban.”. Az enciklopédidk és internetes oldalak
tobbsége Sam Loydnak tulajdonitotta a jatékot, aki tébb masik jaték kitalaloja-
nak mondhatta magat. Bar a jatékériilet ideje alatt senki sem emlitette 6t ezzel
kapcsolatban, tiz évvel késGbb, 1891 janudrjaban azt allitotta, hogy & talalta ki
a tologatos jatékot. Halalaig (1911.) Loyd minden tjsagban és kényvében sajat
talalmanyi kozé sorolta a tili-tolit, és senki sem kérdgjelezte meg mindezt.

Loyd legidésebb fia 1914-ben megjelentetett egy konyvet (Sam Loyd’s Cyc-
lopedia of Puzzles), melyben apja nagyszeri jatékairol, koztiik a tili-tolirol is irt.
Ezzel sokakat ismét meggy6zott arrdl, hogy apja talalta ki a kedvelt jatékot. Bar
a fit soha tébbet nem emlitette mindezt, mégis pénzhez jutott a jaték utani dijak
kapcsan. Sam Loyd annyira sikeresen elhitette a vilaggal, hogy & talalta fel a
tili-tolit, hogy még 1957-ben is az § vivmanyai kozé soroltak.

A kérdés azonban tovabbra is fennall: Ha nem Matthias J. Rice és nem is Sam
Loyd a jaték kitalaloja, akkor ki?

Ugy gondoltak, hogy a valaszhoz majd az a hartfordi siiket diak fog elvezetni,
akitSl Rice ablakszerelGje vette a jatékot. Ez az ut azonban zsdkutcaba vezetett,
mert, az iskolai levéltar dokumentumai alapjan nem deriilt ki, hogy ki készithette
a jatékot. Az sem volt egyértelmi, hogy egy vagy tobb diak barkacsolt 15-6s
jatékokat az iskola miihelyében.

Az Ontario Country Journal 1880. februir 20-ai szdmaban jelent meg egy
cikk, mely szerint talan a canastotai (New York) postamester, Noyes Palmer
Chapman talalta ki a 15-6s jatékot. Osszességében tobb mint 20 tijsagban jelent
meg ez az informacio, de a sok taldlgatas és téves hir mellett mindez nem volt
eléggé megbizhato.

A hiteles torténet maig nem tisztazott. Két lehetséges it van:

Az egyik, hogy Chapman fia, Frank vitt haza magéval Syracuse-ba egy vagy
tobb jatékot. Franknek James Beldennel kozos birtoka volt. James felesége Anna
Gere édesapja Robert Gere nagy vallalkozoé volt, aki sokszorosithatta a jatékot. A
Belden csalad 1877-ben harom hetet, 1878-ban pedig egy honapot toltétt Watch
Hill-ben, ahol a lakosoknak és az ott tartozkodd vendégeknek volt alkalma kipro-
balni az eredeti és sokszorositott 15-0s jatékokat. Az szintén nem egyértelmdi,
hogy hogyan juthatott el a tili-toli Hartfordig. Annyi biztos, hogy 1879. jilius
2-an 75 hartfordi diak kirandult Watch Hillben. Igy talan 6k vitték magukkal a



jatékot az iskolaba.

A masik lehetséges 1t az, hogy a jatékot a Belden csalad odaadta Mary és
Julius Catlinnek, akiknek amellett az Ocean House hotel mellett volt villajuk,
ahol Beldenék is tartézkodtak. Talan lanyuk, Hannah Catlin vitte haza magaval
a jatékot Hartfordba 1878-ban, ahol a lany alkalmanként meghivta magahoz a
siiket didkokat. Lehetséges, hogy igy keriilt a jaték az iskola tanuldinak kezébe.

gy vagy gy tehat a jaték eljutott a hartfordi iskolaba, a didkok pedig iskola
mithelyében sokszorositottak, majd az utcan arulni is kezdték a tili-tolit. Igy
jutott hozza az az ablakszerel§ is, aki elvitte Rice-nak a jatékot.

Miért nem szabadalmaztatta Noyes Chapman a sikeres jatékot? Az Amerikai
Egyesiilt Allamok kivaltsaglevelei kozott valoban nincs bejegyzés Chapman ne-
vén, a marylandi bejegyzések kozott viszont megtalalhato a jaték 1880. februar
21-edikei datummal , Block Solitaire Puzzle” néven. Kérdéses, hogy az Ameri-
kai Egyesiilt Allamok kivaltsaglevelei kozott miért keriilt elutasitasra Chapman
kérvénye. Valosziniileg azért, mert egy évvel kordbban Ernest U. Kinsey szaba-
dalmat kapott a ,,Puzzle-Block” nevi jatékara és azt gondolhattdk, hogy a ketts
ugyanaz. (Kinsey jatéka 6 x 6 kockabol allt. Ezek egyik oldaldn szamok és betiik
alltak, a kockédk hatoldalain pedig egy kép kis részletei. Ezzel a kirakossal az
ABC-t és a szamokat lehetett gyakorolni.)

Toébben nem hitték, hogy a tili-toli népszert lehet, mégis nagyobb sikere volt,
mint korabban barmelyik masik kirakos jatéknak. Az ezt megel6zé kirakos jaté-
kokrol azért nem sziiletett ennyi cikk, mert azokat mindig mindenki ki tudta rakni
vagy legaldbb latta, hogy mi a megoldas. Itt azonban gy tiint, hogy nem minden
kezdGallashol lehet kirakni a helyes sorrendet. Ez pedig az ériiletbe kergette az
embereket.

4. Nem mindig rakhaté ki a helyes sorrend?

A jatékkal kapcsolatban az volt a legfrusztralobb, hogy voltak olyan alaphely-
zetek, amelyekbdl nem sikeriilt kirakni a helyes sorrendet. Sokan mérgelédtek,
amikor az els6 13 kockat mar sikeresen a helyére raktak, és csak a 14-es és 15-6s
szamuak voltak felcserélve, de sehogy sem tudtak visszacserélni azokat. 1880.
januér 31-én egy worcesteri fogorvos, Dr. Charles K. Pevey egy 25 dollaros fog-
sort ajanlott fel (késébb ezt 100 dollarosra emelte) annak, aki ebbdl a felcserélt
allasbol ki tudja rakni a helyes sorrendet. A dijat emelve 1896-ban Sam Loyd
1000 dollart ajanlott fel a megoldonak.

A két felajanlas kozott eltelt 16 év is jelzi, hogy milyen hosszi idén keresztiil
jelentett problémat annak az allasnak a kirakisa, amikor csak a 14-es és 15-0s
szamu fakockdk vannak felcserélve. Nagyon sokakat foglalkoztatott ez a kérés, de
senki nem tudta megoldani. Sok cikk is sziiletett ezzel kapcsolatban. Ezekben
nevezték el 13 — 15 — 14-nek ezt az allast, amikor minden kocka a helyén van,
kivéve a 14-est és 15-6st, amik fel vannak cserélve. Az egyszertiség kedvéért a
tovabbiakban én is ezen a néven fogok erre az allasra hivatkozni.

A felajanlott 0sszeget soha senki nem nyerte el, mert nem talaltak valés meg-
oldés a problémara, pedig sokan palyaztak ra. A lehetséges megoldasokat ingeriil-
ten vitattdk meg helyi Gjsdgokban, barokban és szocialis kérékben. Tobb lapban
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cikkeztek olyan emberekrdl is, akiket Griiletbe vitt a jaték okozta fesziiltség.

1880. januar 30-4n a Gasette cimd folydiratban Pevey — a 25 dollaros fogsor
felajanloja — megjelentetett egy cikket, amiben azt allitotta, hogy a jaték kirakasa
bizonyos esetekben matematikailag lehetetlen. Magyarazatként azt irta, hogy ez
ahhoz hasonl6, mint amikor két vonat nem tud egyszerre ugyanazon a vaganyon
haladni. Bar a kirakas lehetetlenségében teljesen igaza volt, a magyarazata ha-
gyott még némi kivannival6t maga utéan.

Miel6tt matematikailag korrekt lehetetlenségi bizonyitas sziiletett volna a 13—
15 — 14-es 4llasra, olyan triikkds megoldasok lattak napvildgot, amiknek a jaték
szabalyainak tobbértelmisége adott teret. Habar a jaték dobozanak fedelén volt
egy kép a ,helyes” sorrendben lévE kockakrol, ahol a szamok az 1. abran lathato
modon helyezkedtek el, mégsem volt sehol leirva vagy kimondva, hogy az lenne a

112|134
5(6(7)|8
9 (10|11 |12
13|14 |15

1. dbra. A , helyes” sorrend

jatékszabalyban emlitett helyes sorrend. Sok megoldé érvelt azzal, hogy a doboz
fedelén szerepls kép nem része a jaték leirasanak, igy teljesen elfogadhatéak az
6 megoldasaik, amikben a kockdk mas szempontok szerinti szabalyos sorrendben
helyezkednek el.

Az els6 ilyen megoldas 1880. februar 25-én, a New York Evening Postban
jelent meg. Ennél a kirakasnal kockak alulrdl felfelé vannak sorba rendezve ugy,
hogy az 1-es a bal also sarokban helyezkedik el. Ha a kirakas utan a dobozt elfor-
gatjuk 90°-kal jobbra, akkor majdnem az eredetileg helyesnek gondolt sorrendet
kapjuk, ahogyan a 2. abran lathato.

4|8 |12 RIN W
3|7 |11]15]| |V | |N|®
2|6|10|14]| |©|S|R |~
1|5|9(13||&|R|G&

2. abra. Az els6 triikkkos megoldas

Ez a megoldas ihlette a jatéknak azt a valtozatat, amiben kockik helyett
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hengerek vannak, amik konnyedén elforgathatoak.

A cikk megjelenése utani napokban t6bb méasik megoldas sziiletett arra, hogy
milyen sorrendben rakhaté még ki a 13 — 15 — 14-es allas. A 3. abran bemutatok
parat ezek koziil, valamint lathatoé néhany sajat triikkés megoldasom is.

1|2|3||1|2|3]a||a]3|2]|2
als|e|7||5|6|7|8||8|7]|6]|5
8|9 |10[11| |9 10|11 12|11|10] 9
12|13 (14|15 |12 |13(14 |15 1514 |13
a3z || 234 || 1{2 )34
5 |14113112| (12{13| |5}|| 8|7 6|5
6 15| |11||11|14]15( 6] |9 ]10}22|12
78] 9/10| |10l 9 (8|7 15(14 13

1|9 10| 2
| 3 (11|12 4
6 9(12(14] |5 [13(14| 6

: 7 |15 8

3. abra. Tovabbi triikkos megoldasok

5. Lehetetlenség bizonyitasok

A torténeti hiiség kedvéért a kovetkezd két bizonyitast tgy ismertetjiik, ahogy
azok annak idején publikilasra keriiltek.

5.1. William Woolsey Johnson bizonyitasa

Johnson bizonyitasa az American Journal of Matematics cimt folyoiratban jelent
meg 1879 decemberében. (Erdekes, hogy a lapot csak 1880 aprilisiban adtak ki.
Ezzel sok fejfajast okoztak azoknak, akik a 13 — 15 — 14-es &llas kirakésaval
probalkoztak. )



Helyezziik el a dobozban a 15 kockat tetsz6leges sorrendben 1gy, hogy a jobb
alsé sarok maradjon iiresen. Szamozzuk meg a helyeket a dobozban 1-t6l 16-ig.
Kezdjiik a bal fels6 sarokban és soronként balrél jobbra haladjunk. Igy a jobb
alsod sarokban lesz a 16-os hely.

A kockdk minden lehetséges sorrendje megfelel az 1 és 16 kozotti szamok
egy-egy permutacidjanak. Osszesen 16!, vagyis 20922 789 888 000 féle sorrendben
helyezhet&ek el a dobozban a kockak.

Egy példa a permutéciora:

1 2 34 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16
9 13 2 8 11 4 15 16 1 7 3 12 10 14 6 5

A felsd sorban a helyet jel6l6 sorszam, az also6ban pedig az adott helyen talalhato
kocka szama szerepel.

A permutaciot felirhatjuk ciklikus formaban is. Atiraskor venniink kell egy
szamot a felsg sorbol (legyen ez most a 6-0s), majd vegyiik az alatta 1év6 szamot
(példankban ez a 4-es). Ezt is keressiik meg a fels§ sorban, utana pedig folytassuk
az alatta 1évével (esetiinkben ez a 8-as). Ismételjiik ezt addig, ameddig vissza
nem jutunk ahhoz a szamhoz, amibdl elindultunk. Azok a szdmok, amikbe ilyen
modon eljutottunk, az eljutas sorrendjének megfelelen egy ciklust alkotnak. A
példaban a 6-osbol indulva ezt a ciklust kaptuk: 6,4,8,16,5,11,3,2,13,10,7, 15.
Az els6 ciklus felirasa utdn, ha maradt még olyan szam, amibe nem jutottunk el,
akkor abbol indulva tjabb ciklus irhat6 fel. Ha méar az 6sszes szamhoz eljutottunk,
akkor a kapott ciklusokat egymas mellé irva megkapjuk a permutacié ciklikus
felirasat. (A permutaciok ciklikus felbontasa a ciklusok sorrendjétsl eltekintve
egyértelmi. )

A példa ciklikus felbontasa a kovetkezs:

(6,4,8,16,5,11,3,2,13,10,7,15)(12)(1,9)(14)

Nézziik meg, hogy mi torténik akkor, ha két kockat megceseréliink egyméssal. Ha
ugyanabban a ciklusban talalhatok, akkor a csere kettéosztja a ciklust és két
ciklus lesz belGle. A 10 és a 11 felcserélésével példaul a kovetkezét kapjuk:

(7,15,6,4,8,16,5,10)(3,2,13,11)(12)(1,9)(14)

Ha pedig megcserélt kockak eredetileg kiilonb6z6 ciklusokban talalhatoak, akkor
a két ciklus egy ciklussa alakul. A fenti permutécioban a 10 és 11 felcserélésével
az eredeti, csere elGtti permutéaciot kapjuk vissza.

Tekintsiik a permutaciokat parosnak vagy paratlannak aszerint, hogy paros
vagy paratlan szamu ciklusbol all. Az el6bbiek alapjan barmely két kocka cseréje
egy paros permuticiot paratlanna, egy paratlant pedig parossa tesz.

A sorba rendezett kockak ciklikus felirasa 16 db 1-es ciklusbol all, vagyis paros
permutacio. Felirdsa a koévetkez6:

(D2)B)H)G)(6)(7)(8)(9)(10)(11)(12)(13)(14)(15)(16)

Annak az esetnek a ciklikus reprezentacioja, amikor a 14 és a 15 kivételével
minden kocka a helyén van 14 db egyes ciklusbol és 1 db kettes ciklusbol all, tehat
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paratlan permutacio. Igy frhato fel:

(D2)B)H)(G)(6)(7)(8)(9)(10)(11)(12)(13)(14, 15)(16)

A jatékban az Osszes legalis 1épés egy csere az iires hely és valamelyik szom-
szédja kozott. Ahhoz, hogy a kezdeti helyzetébdl (jobb also sarok) az iires helyet
visszajuttathassuk ugyanoda, paros szamu cserét kell végrehajtanunk. A péros
lépés utan a kezdetben paros permutéacioé ismét paros, a kezdetben pératlan pedig
ismét paratlan lesz.

Tehat nem lehet a szabélyos lépésekkel sorba rendezni a kockékat, ha kezdet-
ben csak a 14-es és a 15-0s volt felcserélve, mert az egyik egy péaros permutacio, a
méasik pedig paratlan, és paros szamu lépést kellene végrehajtanunk az iires hely
jobb als6 sarokba val6 visszajuttatisa miatt.

Ezt a bizonyitést, mely igazolja, hogy a péaratlan permutaciok nem rakhatoak
ki sokszor dsszekapcsoljak William E. Story, ugyanebben az djsaghban megjelent
bizonyitasaval, melyben bizonyitotta, hogy minden paros permutaci6é kirakhato.

5.2. Hermann Schubert bizonyitisa

Ez a bizonyitas a Hamburgischer Correspondent cimi folyoiratban jelent meg W.
W. Johnson bizonyitasdnak megjelenési idejével azonos hénapban, 1880 aprilisa-
ban.

Az el6z6 bizonyitashoz hasonléan szamozzuk be a helyeket soronként 1-t6l
16-ig és irjuk fel az adott elhelyezést kétsoros permutacio formajaban. A felsd
sorba keriilnek ismét a helyek szamai, az alsoba pedig az adott helyen 1é6v6 kocka
szama. Az iires helyet jeloljiik 16-os szammal a kétsoros felirdsban.

Szamoljuk meg az igy felirt permutaciéoban az inverziokat. Egy kocka inverzi-
6ban all egy mogotte lévivel, ha annak szama kisebb, mint a fakockan 1év§ szam.
Az iires hely esetében ne szamoljuk az inverziokat. Az egyes elemek inverzidi-
nak Osszege adja az adott &llas permutacios felirdsdban talalhaté Gsszes inverzio
szamat.

Példaul az

1 2 34 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16
(9132811415161 7 3 12 10 14 6 5)

permutacidoban a 4-es szamot visel§ fakocka az 1-es és 3-as szdmuval van inverzi-
6ban. Ebben a példaban a kétsoros felirds alsd sora szerinti sorrendben szamolva
8+11+14+6+7+24+8+04+3+0+3+24+2+1+0, vagyis 54 inverzi6 van
0sszesen.

Megéllapithato, hogy ha az iires helyet a soran beliill mozgatjuk, akkor az in-
verziok szama nem valtozik. Ha a tologatas soran az iires hely egy mésik sorba
keriil, akkor annak eredeti helyére egy szamozott fakockanak kell keriilnie. Igy
ez a fakocka a kétsoros felirasban 3 hellyel odébb keriil, vagyis 3 szammal cserél
helyet. Ha ezek a szamok mind nala nagyobbak vagy nala kisebbek voltak, akkor
az inverziok szadma 3-mal valtozik. Ha a hadrombdl 2 néla nagyobb volt, 1 pedig
kisebb vagy 2 nala kisebb, 1 pedig nagyobb, akkor az inverziok szama 1-gyel val-
tozik. Ezek alapjan sorvaltaskor minden esetben egy paratlan szammal valtozik
az inverziok szama.
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Tehat a jaték minden lépésében valtozatlan marad, vagy paratlan szammal
valtozik (az elébb leirt modon 1-gyel vagy 3-mal) az inverziok széama.

A kockakat szabalyos sorrendben elhelyezve az inverziok szama 0, mig a 13 —
15 — 14 allas esetén 1. Ha az egyik allasbol a masikat szeretnénk kirakni, akkor
paros szamu sorvaltast kell végrehajtanunk, hiszen az iires hely mindkét esetben a
jobb alsé sarokban van. A péros sok sorvaltés alkalméval az inverzidok szama paros
alkalommal valtozik paratlan szammal. Igy 6sszességében az inverziok szama csak
paros szammal valtozhat. A kétféle kirakas viszont 1 inverziéval tér el egymastol,
ezért nem lehet az egyik allapotbol szabalyos tologatasokkal a masik allapotba
juttatni a kockakat.

6. Jaték mas feliileteken

A Johnson-féle és a Schubert-féle bizonyitasok érvényesek azokban az esetekben
is, amikor a szamozott kockdk nem 4 x 4-es; hanem tetszéleges n x k-s (n,k € N
és n, k > 1) elrendezésben vannak. (Ekkor értelemszertien nem 15, hanem n-k—1
szamozott fakockdra van sziikség a jatékhoz.) A Johnson-féle bizonyitas alapjan
az is jol latszik, hogy ezeknél az n X k-s jatékoknal is csak a lehetséges permutaciok
fele rakhaté ki egy-egy kezdgallapotbol.

A tovabbiakban n és k alatt mindig 1-nél nagyobb pozitiv egész szamot értek.
Az n jeldli a jaték sorainak, k az oszlopainak szamaét.

Képzeljiik el, hogy hogyan nézne ki a tologatos jaték, ha nem egy dobozba
pakolnak a szdmozott kockdkat, hanem egy hengerpalastra, Mobius-szalagra, to-
ruszra, Klein-kancsora vagy éppen a projektiv sikra. A tovabbiakban azt fogom
vizsgalni, hogy ha ezekre a feliiletekre tessziik ra a jatékot, akkor mely esetekben
lehet kirakni az 0sszes lehetséges permutaciot és melyekben nem.

6.1. Jaték hengeren

Valositsunk meg egy tili-toli jatékot a hengerfeliileten is. Magyarorszagon az
1970-es években gyartottak méar hengeren jatszhato tologatos jatékot.

Vegyiink most is n sorba és k oszlopba rendezett szamozott kockat. Ezeket
a kockakat most ne egy doboz aljara pakoljuk, hanem egy henger palastjara. Az
egyik kocka helyét hagyjuk szabadon azért, hogy a hagyoményos tili-toli jatékhoz
hasonl6 médon tologatni tudjuk majd a kockdkat. Amikor a kockdkat a henger
feliiletére rakjuk, az eddigi n x k-s elrendezésb6l k egymas mellé helyezett n hossza
kor keletkezik. Igy mar kérbe-korbe is tudjuk tologatni a kockainkat.

Olyan ez, mintha eggyel t6bb soros jatékot ragasztanank Ossze a 4. &bra
alapjan ugy, hogy az azonos szint helyeket egymasra ragasztjuk.

Meg szeretetnénk vizsgalni, hogy hogyan valtozik a hengeren a jaték kirakha-
tosdga. A téglalapon mar jol tudjuk, hogy milyen tologatasokat tudunk elvégezni,
és mi az, ami kirakhaté és mi nem. Ahhoz, hogy megvizsgalhassuk, hogy milyen
tologatasokat végezhetiink el a hengeren, vagjuk el egy helyen a henger palastjat.
Az elvigott palastot a sikra kiteritve egy téglalapot kapunk. Ezen a kiteritett
téglalapon az eddig vizsgalt téglalapok tologatasai mellett Gjakat is kapunk.
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H B
H B

4. 4bra. 4 x 4-es jaték a hengeren

Most mar az ugyanabban az oszlopban taladlhatd alsé és fels6 helyek kozott
is tologathatjuk a kockakat. Ha példaul a fels6 sor egyik helyébdl még feljebb
akarunk 1épni, akkor ezt most mar megtehetjiik, de ilyenkor bar ugyanabban az
oszlopban maradunk, az als6 sorban kotiink ki. (A jol ismert 4 x 4-es esetben,
ha a kockék sorban vannak és az iires hely a jobb alsé sarokban van, akkor méar
nem csak a 12-es és 15-0s kockat tolhatjuk at az iires helyre, hanem a 4-est is.)

Azt szeretnénk megvizsgalni, hogy a hengeren mar kirakhato-e egy kezdgalla-
potbol az Gsszes lehetséges permutacio. A Johnson-féle bizonyitas alapjan ehhez
az kell, hogy az iires helyet paros, illetve paratlan szamu lépéssel is vissza tudjuk
juttatni az eredeti helyére. Mivel a permutaci6 paritdsa minden lépésben megval-
tozik, igy paros szamu lépéssel az eredetivel azonos paritast, mig paratlan szamu
lépéssel az eredetitdl eltérs paritast permutaciokat kaphatjuk meg.

A téglalapon csak paros szamu lépéssel tudtuk visszajuttatni az iires helyet
az eredeti helyére, ezért a kiindulési allapotbol az allapotnak megfelel permuta-
cioval megegyez6 paritasi permutéiciokat a hengeren is el§ tudjuk allitani.

Biztosak lehetiink benne, hogy ahhoz, hogy paratlan szamu lépéssel vissza
tudjuk juttatni az iires helyet a kiindulasi helyére, hasznalnunk kell legaldbb
egy olyan lépést, ami a hagyoméanyos jaték esetében még nem volt megengedett.
Amikor ilyen lépést hasznalunk, az iires hely az alsé sor valamelyik oszlopabol
ugyanazon oszlop fels¢ soraba keriil vagy forditva.

Nézziik meg, hogy egy ilyen 1j szabalyos 1épést hany olyan lépéssel tudnank
helyettesiteni, ami mar a téglalapon is megengedett volt. A helyettesitéshez leg-
alabb n — 1 1épésre van sziikség, hiszen ennyi lépés mindenképpen kell ahhoz,
hogy az alsé sorbdl a felsébe vagy a fels6bdl az alsoba juttassuk az iires helyet.

Ha ennél tobb lépést hasznalnank fel az egyik helyrél a mésik helyre valo elju-
tashoz, akkor a sziikséges 1épések szama minden esetben péaros szdmmal valtozna,
mert ha nem csak olyan lépéseket tennénk, amivel kozelebb jutunk az elérni ki-
vant helyhez, akkor amennyit ellépiink az egyik irdnyba, ugyanannyit vissza is
kell majd lépniink a tovabbi lépésekkel. Nekiink most nem a lépések szdma a
fontos, hanem az, hogy ezen lépések szdma péros vagy paratlan.

Ha n paros, akkor paratlan szamu 1épéssel cserélhetd le minden 1j, a hengeren
szabélyossa valt 1épés. Igy paros n esetén tovabbra sem lesz kirakhatoé minden
permutaci6 egy kezdGallasbol, mert ha egy 1ij 1épést hasznalunk, akkor azt parat-
lan szamu olyan lépésre tudjuk lecserélni, amik mar a téglalapon is megengedettek
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voltak, ezért a megtett lépések szamanak paritdsa nem valtozik meg a cserével.
gy az iires helyet tovabbra is csak paros szamu lépéssel tudjuk visszajuttatni a
kiindulasi helyére.

Pératlan n esetén az 0j, hengeren szabdlyossa valt 1épések paros szamu lépéssel
cserélhetGek le. Igy, ha a jaték soran hasznalunk olyan lépést, ami a téglalapon
még nem volt megengedett, akkor mar paratlan szamu lépésben is vissza fogjuk
tudni juttatni az iires helyet a kiindulasi helyére.

Tehat ha n x k-s elrendezésbdl készitettiik hengeren jatszhato tologatos jaté-
kot tgy, hogy n hosszisagi korck keletkeztek, akkor paratlan n esetén egy-egy
kezdgallasbol az Gsszes lehetséges permutacio kirakhato lesz, mig paros n esetén
csak azok fele.

6.2. Jaték Mobius-szalagon

A kockékat most ne egy doboz aljara és ne egy henger feliiletére pakoljuk, ha-
nem egy Mobius-szalagra. Ha vesziink egy papircsikot és annak a két végét gy
ragasztjuk Ossze, hogy kozben az egyik végén csavarunk egyet (180°-ot), akkor
Moébius-szalagot kapunk. FEz egy olyan térbeli alakzat, aminek egyetlen oldala
van.

A Mbobius-szalagon jatszhato tologatos jaték elkészitéséhez vegyiik a kockak
n soros ¢és k oszlopos elrendezését. Papirszalag helyett ebbdl a téglalap alaka
elrendezésbdl kell Mobius-szalagot csindlnunk. Fogjuk meg a téglalap (vagyis a
téglalap alaku elrendezés) két k hosszusagu oldalat és forméazzunk hengert a tég-
lalapbol. Miel6tt igy ,Osszeragasztanank” a téglalapot, az egyik oldalt forditsuk
meg, és ugy ragasszunk. (A 5. &bra alapjan az azonos szineket kell egymashoz
ragasztani.) Igy a tologatasok soran néha a kockak szamozott felét, néha pedig a
hatuljat fogjuk latni. Ahhoz, hogy a Mobius-szalagon tologatni tudjuk a kocka-
kat, most is sziikségiink lesz egy iires helyre a szalagon. Ebben az elrendezésben
ennek egy tényleges lyuk felel meg a szalagon.

N B
N B

5. abra. 4 x 4-es jaték Mobius-szalagon

A téglalapra kiteritett Mobius-szalagon a szabalyos lépések vizsgalatakor ki-
indulhatunk azokbdl a 1épésekbdl, amiket a téglalapon korabban mar megvizs-
galtunk. A Mobius-szalag esetén elvégezhetd lesz az Osszes olyan tologatis, ami
a téglalapon elvégezhets volt. Ezeken kiviil lesznek olyan tologatasok, amik a
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téglalapon és a hengeren nem voltak megengedettek, de itt a szabélyos 1épések
k6zé sorolhatoak.

Most a felsé sor egy elemét a hengerhez hasonldéan at tudjuk tolni az als6 sorba
és vissza, de itt mar oszlopot is valtunk az attolas soran. A felsé sorban balrol
jobbra, az alséban pedig jobbrél balra szamozzuk meg az oszlopokat. Amikor a
Mobius-szalagon tologatunk, akkor a fels§ sor egy oszlopabdl tgy tolhatjuk at
a kockat az alsé sorba, hogy az oszlop szamat az alsdé sorban mér az als6é sor
szerinti szamozas alapjan nézziik. (A 4 x 4-es esetben, amikor a kockak sorban
helyezkednek el és az iires hely a jobb als6 sarokban van, akkor méar nem csak a
12-es és 15-0s kockat tolhatjuk at az iires helyre, hanem az 1-est is.)

Vizsgaljuk meg a M6bius-szalagos jaték esetén is, hogy hogyan valtozik a jaték
kirakhatosaga:

Ehhez azt nézziik meg, hogy az iires helyet vissza tudjuk-e juttatni paratlan
lépésben a kiindulasi helyére. Ha igen, akkor minden kezddGallasbol a kockéak
Osszes lehetséges permutécidja kirakhato lesz. Abban biztosak lehetiink, hogy a
keresett paratlan hossziisdga lépéssorozatban szerepelnie kell legaladbb egy olyan
lépésnek, ami a téglalap alaka elrendezés esetén még nem szamitott szabalyos
lépésnek.

Ha az iires hely kezdetben a jobb als6 sarokban van, akkor a bal felsG sarok-
ban 1év6 elemet attolhatjuk az iires helyre. Ez egy olyan 1épés, amit a téglalap
alaki elrendezés esetében nem hajthattunk volna végre, de a Mobius-szalagon
mar szabalyos 1épésnek szamit. Igy az iires hely a bal fels6 sarokba keriil.

A tovabbi lépéseknél arra kell torekedniink, hogy az iires helyet visszajuttas-
suk az eredeti helyére a jobb als6 sarokba. Ha ez paros sok lépésben sikeriil,
akkor talaltunk olyan paratlan 1épésbdl allo lépéssorozatot, ami az iires helyet
visszajuttatja az eredeti helyére. Vagyis ebben az esetben egy kezdGallasbol az
Osszes lehetséges permutacioé kirakhato lesz.

Probéljuk meg paros szami lépésben visszajuttatni az iires helyet gy, hogy
nem hasznalunk tobbszor olyan 1épést, ami csak a Mobius-szalag esetében megen-
gedett. Ehhez legalabb (sorok szama—1)+(oszlopok szama—1), vagyis n+k—2
lépésre lesz sziikséglink. Ennyi 1épés elegendd abban az esetben, amikor minden
lépésben gy 1épilink, hogy az iires hely kozelebb keriil a jobb als6é sarokhoz. Ez
azt jelenti, hogy az iires hely minden lépéssel eggyel lejjebb vagy eggyel jobbra
keriil.

Ha n és k is paros vagy mindkettG paratlan, akkor n + k£ — 2 is paros lesz.
Ezért ebben az esetben eljuttathato paros szamu lépéssel az iires hely a bal felsé
sarokbol a jobb alsé sarokba. Eszerint ezekben az esetekben kirakhato lesz egy
allasbhol az Osszes tobbi permutacio, mert az iires helyet Osszesen paratlan szamu
lépéssel sikeriil visszajuttatnunk az eredeti helyére.

Ha n vagy k egyike paratlan, a masik pedig paros, akkor n + k — 2 paratlan
lesz. Igy masképp kell paratlan hossztisagu lépéssorozatot keresniink. Ha csak
olyan lépéseket hasznalunk, amik mar a téglalapon is megengedettek voltak, akkor
nem fogunk olyan paratlan 1épésbél allo 1épéssorozatot talalni, ami az iires helyet
visszajuttatja a kiindulasi helyére. Ugyanis ha az els§ lépés utdn nem csak a
jobb als6 sarokhoz kozeledd 1épéseket hasznalnank, akkor minden tavolodé lépés
miatt egy-egy tjabb kozeleds lépésre lenne sziikségiink. Igy a jobb also sarokba
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jutashoz sziikséges 1épések szamanak paritasa valtozatlan maradna.

Mi toérténik akkor, ha tovabbi olyan lépéseket hasznalunk, amik csak a Mobius-
szalagon valtak megengedetté? Vizsgaljuk meg itt is, hogy egy ilyen 1j lépést
hany olyan lépésre tudunk lecserélni, amik mar a téglalapon is megengedettek
voltak. Az els6 sor elsé helye és azt utolsdé sor utolsé helye kozotti Mobius-
szalagon szabdlyosnak szamito lépést n + k — 2 olyan lépésre tudjuk lecserélni,
ami mar a téglalapon is megengedett volt, mert legalabb ennyi 1épésre van sziikség
ahhoz, hogy az iires helyet az egyik helyrél a masik helyre juttathassuk, ha csak
olyan lépéseket hasznalunk, amik mar a téglalapon is megengedettek voltak. Az
el6bb mar azt is megallapitottuk, hogy ha ennél tobb lépést hasznalunk fel a két
kocka kicseréléséhez, akkor a lépések szaméanak paritiasa valtozatlan marad.

Megéllapithato az is, hogy ha nem a két szélsG hely kozotti 1épést szeretnénk
lecserélni olyan lépésekre, amik mar a téglalapon is szabdalyosak voltak, hanem
a felsd sor i. oszlopa és az also sor (k — i + 1). oszlopa kozotti lépést szeretnénk
lecserélni, akkor az ehhez sziikséges 1épések szaménak paritdsa n — k — 2-vel
megegyezs paritasi lesz. A téglalapon szabalyosnak szamito lépésekkel ugyanis a
felsG sor i. és az also sor (k—i+ 1). helye kozotti cserét (n— 1)+ (k—i+1—1i) =
n+ k — 2 -1 lépéssel tudjuk lecserélni.

Tehat, ha n és k kiilonb6z6 paritasi, akkor minden olyan 1épést, ami a Miibius-
szalagon valt megengedetté paratlan szamiu olyan lépésre tudunk lecserélni, ami
mar a téglalapon is megengedett volt. Igy barmelyik és barmennyi 1j szabalyos
lépést hasznalunk is fel, az iires helyet ezekben az esetekben tovabbra is csak
paros szami lépéssel fogjuk tudni visszajuttatni a kiindulasi helyére.

Ezek alapjan a Md&bius-szalagon jatszhato jatékunk esetén akkor rakhatéd ki
egy kezdgGallasbol az Osszes lehetséges permutacio, ha n és k is paros vagy, ha
mindkett§ paratlan. Egyébként pedig csak a lehetséges permutaciok fele lesz
kirakhato egy kezddGallasbol.

6.3. Jaték téruszon

A hengeren és a Mobius-szalagon elképzelt tologatos jaték utan nézziik meg, hogy
hogyan jatszhatunk toruszon. Toruszt igy hozhatunk létre, hogy egy henger két
véget illesztjiik egymashoz. (A hagyoméanyos uszogumi vagy a fank jo példa
toruszra.)

Vegyiik megint a szamozott kockak egy n soros és k oszlopos elrendezését. Az
elrendezésben ennél a jatéknal is hagyjunk iiresen egy helyet, hogy majd tologatni
tudjuk a kockdkat. Formézzunk az n x k-s elrendezésbdél hengert tgy, ahogyan
azt a hengeres jatéknal is tettiik. Igy k& db egymas mellé helyezett n hosszt kort
kapunk. Ezutan a hengert alakitsuk torussza. Ekkor egy k hosszi kor mentén
fog elhelyezkedni a k db n hosszt kor. Ezzel el is késziilt a jatékunk a torusz
mentén. A tologatast lehet6vé teves iires helyet természetesen most sem szabad
elfelejtentink.

A 6. 4bra alapjan az azonos szinli mezGk Osszeragasztasaval elkészithetd a
4 x 4-es jaték toruszon megvaldsitott valtozata.

A toruszon jatszhato jaték esetében a téglalapon és a hengeren szabalyosnak
szamito lépések mellett Gjabb lépésekkel boviilt a szabalyos lépések listaja. Ha a
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6. abra. 4 x 4-es jaték toruszon

hagyomanyos 4 x 4-es jatékot nézziik, ahol a kockak sorban vannak és az iires hely
a jobb als6 sarokban van, akkor most mar nem csak 12-es, 15-6s és 4-es szami
kockakat tolhatjuk 4t az iires helyre, hanem a 13-ast is.

Nézziik meg a toruszon is, hogy hogyan valtozik a jaték kirakhatosaga. Ehhez
most is érdemes ,kiteriteniink” az elrendezést. Vagjuk el egy helyen az ,lszogu-
mit”, majd a hengernél alkalmazott mdédon vagjuk el egy helyen az igy kapott
hengerpalastot. Igy ismét egy n soros és k oszlopos téglalapot kapunk. Ezen
a téglalapon fogjuk megvizsgalni, hogy vissza tudjuk-e juttatni az iires helyet
paratlan szamu lépésben az eredeti helyére.

A henger esetében méar lattuk, hogy ha n paratlan, akkor egy kezddéallasbol
az Osszes lehetséges permutacié kirakhato lesz. Ez itt sem lesz masképp, mert
toruszon minden olyan 1épés megengedett, ami a hengeren megengedett volt. Az
ottani szabalyos lépések mellé csak tjakat nyilvanitottunk szabélyossa, de egyikre
sem mondtuk azt, hogy mostantél nem szamit szabélyos lépésnek.

A maésik két esetnél viszont, ha paratlan szamu lépéssel szeretnénk az iires
helyet az eredeti helyére visszajuttatni, akkor biztosan hasznalnunk kell legalabb
egy olyan lépést, ami a hengeres jaték esetében még nem volt megengedett. Azt
tudjuk, hogy ezekben az esetekben csak a hengeren szabalyosnak szamito lépé-
seket hasznalva csak paros szamu lépéssel juttathatjuk vissza az iires helyet a
kiindulasi helyére.

Nézziik meg, hogy az 0j szabdlyos lépéseket hany olyan 1épéssel tudjuk lecse-
rélni, ami mér a hengeren is szabdalyos volt. Egy ilyen 1j 1épés az egyik sor elején
1év§ iires helyet a sor végre vagy a sor végérsl az elejére juttatja. Ha ezt a cserét a
korabbi szabalyos lépésekkel szeretnénk végrehajtani, akkor ehhez legalabb k£ — 1
lépésre van sziikség. Ugyanis legalabb ennyi 1épésre van sziikség ahhoz, hogy az
iires helyet a sor elejérdl a végre vagy a végérdl az elejére juttassuk.

A lépések szaméanak paritasa akkor is valtozatlan marad, ha ennél tobb 1épés-
sel szeretnénk eljuttatni az iires helyet a sor egyik végérsl a masikra, mivel ha
nem csak olyan lépéseket hasznalunk fel, amik kézelebb juttatjék az iires helyet az
elérni kivant helyhez, akkor amennyi tavolodo lépést tesziink, ugyanannyit vissza
is kell majd 1épniink.

Ha k péaratlan, akkor minden 14j szabalyos lépést péaros szamu olyan lépéssel
tudunk lecserélni, ami méar a hengeren is megengedett volt, mert ebben az esetben
a k — 1 paros lesz. Igy ha a jaték soran hasznalunk olyan lépést, ami a toruszon
valt megengedetté, akkor mar paratlan szama lépéssel is vissza tudjuk juttatni
az iires helyet a kiindulasi helyére.

17



Péros k esetén minden szabalyos 1épést paratlan szamu olyan lépéssel tudunk
lecserélni, ami mar a hengeren is megengedett volt, mivel ekkor £ — 1 paratlan.
Igy hiaba hasznalhatjuk az 1j lépéseket, az iires helyet tovabbra is csak paros
szamu lépéssel juttathatjuk vissza a kiindulasi helyére.

A toruszon jatszhato tologatos jaték esetén csak akkor nem tudjuk egy kez-
déallasbol a szamozott kockak minden lehetséges permutéciojat kirakni, ha n és
k is paros, mig a tobbi esetben az 0sszes lehetséges permutacio kirakhaté minden
allasbol.

6.4. Jaték Klein-kancson

Valositsunk meg tologatds jatékot Klein-kancson is. Kiindulasképp vegyiik itt is
a szamozott fakockak n soros és k oszlopos elrendezését. Ne felejtsiink el most
is egy iires helyet hagyni az elrendezésben, hogy késébb majd tologatni tudjuk
a kockakat. Ebbé6l az n x k-s elrendezésbdl pedig formézzunk Klein-kancsot.
Ehhez els6 1épésben készitsiink bel6le egy hengert a hengeres jatéknal lefrtak
alapjan, majd a hengerbdl készitsiink egy Mobius-szalagot. A 7. abran lathato
szinezés alapjan kell az azonos szinl mezéket egyméshoz ragasztanunk ahhoz,
hogy megkapjuk a Klein-kancson jatszhato tologatos jatékunkat.

7. abra. 4 x 4-es jaték Klein-kancson

Igy a Klein-kancsén megengedett lesz minden olyan lépés, ami a hengeren
megengedett volt, és 1] 1épések is keriilnek a szabalyos 1épések kozé. A 4 x 4-
es elrendezésbdl készitett Klein-kancson jatszhatod jatéknal, ha a kockak sorban
vannak, az iires hely pedig a jobb als6 sarokban helyezkedik el, akkor mar nem
csak a 12-es, 15-0s és 4-es szami kockik cserélhetGek meg els6 1épésként az iires
hellyel, hanem az 1-es is.

Most is teritsiik ki az elrendezésiinket, hogy kénnyebb legyen beszélni rola.
Viagjuk el a Klein-kancsot gy, hogy hengerpalést legyen bel6le, majd a paléstot
is vagjuk szét. Igy egy n soros és k oszlopos téglalapot kapunk.

Vizsgaljuk meg, hogy Klein-kancsé esetén hogyan valtozik a jaték kirakhato-
saga:

Ahogy mar emlitettem, Klein-kancsén megengedett lesz minden olyan lépés,
ami a hengeren mar megengedett volt, hiszen a jaték elgallitasakor is a hengerbdl
forméztuk a Klein-kancsot. A hengeren paratlan n esetén egy kezdgallasbol min-
den lehetséges permutacié kirakhato volt. Ebbdl adéddan ez paratlan n esetén
Klein-kancson is igy lesz.
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Elemezziik a masik két esetet is, amikor n paros. Arra vagyunk kivincsiak,
hogy visszajuttathatd-e az iires hely paratlan szamu lépéssel az eredeti helyére.
Abban biztosak lehetiink, hogy a keresett lépéssorozatban legalabb egy olyan
lépésnek lennie kell, ami a hengeren még nem volt megengedett, mert ezeknél az
eseteknél hengeren csak paros lépésben tudtuk visszajuttatni az iires helyet az
eredeti helyére.

Az 1j szabalyos 1épések ugyanigy keletkeztek, ahogyan az a Mé&bius-szalag
esetében tortént. Mindossze annyi a kiilonbség, hogy most nem a k, hanem az
n hosszisagu oldalak mentén készitettiink Mobius-szalagot a téglalap alaku el-
rendezésbsl. Igy a Mobius-szalagnal leirtak alapjan az uj lépések mindegyike
lecserélhets k 4+ n — 2 olyan 1épéssel, amik mar a téglalapon is megengedettek
voltak. (Lecserélhetnénk ezeket az 0j lépéseket tobb lépéssel is, de a lépések sza-
méanak paritdsa mindenképp az n+k — 2 paritasaval megegyez6 lenne, szamunkra
pedig most csak ez a fontos.)

Ha n és k is paros, akkor n + k — 2 péaros, vagyis minden 1j szabélyos lépés
paros szami olyan lépéssel cserélhets le, ami mar a téglalapon is megengedett
volt. Igy a Klein-kancson jatszhato jatéknal paros n és k esetén az iires hely
visszajuttathato lesz paratlan szamu lépéssel is az eredeti helyére, mivel péaros
szami mar a téglalapon is szabalyosnak szamité 1épést fogunk tudni a lecserélés-
nek koszonhetGen egyetlen 1j 1épéssel helyettesiteni.

Ha n paros és k paratlan, akkor n+ k —2 is paratlan lesz. Igy minden 1j 1épés
paratlan szami olyan lépéssel cserélhetd le, ami mér a téglalapon is megengedett
volt, ezért ebben az esetben tovabbra is csak paros szdma lépésben fogjuk tudni
visszajuttatni az iires helyet a kiindulasi helyére.

A leirtakbol adédik, hogy a Klein-kancson elképzelt tologatos jaték esetén
csak akkor nem rakhato ki egy kezd@allasbol az 6sszes lehetséges permutéacio, ha
n paros, k pedig paratlan. A masik harom esetben minden &llasbol kirakhato a
kockak Osszes lehetséges permutécioja.

6.5. Jaték a projektiv sikon

Nézziik meg, hogy hogyan nézne ki a tologatds jatékunk, ha a projektiv sikon
valésitanank meg. Induljunk ki most is a szdmozott fakockdk egy n soros és k
oszlopos elrendezésébdl. Az el6zéekhez hasonléan, most sem szabad elfelejteniink,
hogy a jatékhoz sziikségiink lesz egy iires helyre is, ezért az elrendezésben egy
helyet szabadon kell hagynunk. Az n x k-s téglalap alakd elrendezésbdl tgy
kaphatunk a projektiv téren jatszhato tologatos jatékot, ha az n és k hosszisagn
oldalparok mentén egyszerre formézunk Mobius-szalagot.

Ha a 8. &bra szerint ragasztjuk egyméshoz az azonos szint helyeket, akkor
megkapjuk a projektiv sikon jatszhat6 jatékunkat.

Ha a 4 x 4-es jatékot valositjuk meg a projektiv sikon, és a kockak sorban
vannak, az iires hely pedig a jobb als6 sarokban talalhato, akkor az iires hely az
1-es, 12-es és 15-0s helyek egyikével cserélheté meg.

A projektiv sikon minden olyan 1épés szabalyos, ami a Md&bius-szalagon meg-
engedett volt. Azonos paritasi n és k esetén a Mobius-szalagon mar belattuk,
hogy egy-egy allasbol az Osszes lehetséges permutacio kirakhato. Ez itt sem lesz
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8. dbra. 4 x 4-es jaték a projektiv sikon

méasképp.

Meg kell vizsgalnunk, hogy mi a helyzet akkor, ha n és k kiilonb06z6 paritasu.
Ezekben az esetekben a Mdbius-szalagon csak a lehetséges permutaciok fele volt
kirakhat6 egy-egy allasbol. Az a kérdés, hogy valtoztat-e ezen valamit az, hogy
a masik iranybol is Mdébius-szalagot formaztunk a téglalap alaki elrendezésbol?
Talalunk-e igy olyan paratlan 1épésbdél allo 1épéssorozatot, ami az iires helyet a
kiindulasi helyére juttatja vissza?

Azok a lépések, amik a projektiv sikon szabalyosak, a téglalapon pedig még
nem voltak azok, kiilonb6z6 helyek kozotti cseréket tesznek lehetove. Igy az osszes
ilyen 1épés fiiggetlen a tobbitsl.

Egy Mobius-szalagon végrehajthato 1épés kivalthatd n + k-val megegyezd pa-
ritdsta olyan lépéssel, ami méar a téglalapon is végrehajthatd volt, ez kiilonb6z6
paritast n és k esetén paratlan lépést jelent. Igy a projektiv sik Gsszes olyan
lépése, ami a téglalapon még nem volt megengedett kivalthatoé paratlan szamu
olyan lépéssel, ami méar a téglalapon is megengedett volt, hiszen a projektiv sikon
ugy keletkeztek az 1j szabdlyos lépések, ahogyan az a Mobius-szalag esetében
tortént.

Azt is tudjuk, hogy a téglalapon jatszhato jatékoknal nem tudtunk olyan n-t
és k-t megadni, amik esetében egy allasbol az 6sszes lehetséges permutacioé kirak-
hato lett volna. Igy kiilonb6z6 paritast n és k esetén a projektiv sikon sem fogjuk
tudni az iires helyet paratlan 1épéssel visszajuttatni a kiindulasi helyére, mivel az
1j szabalyos lépéseket csak paratlan szamu olyan lépésre tudunk lecserélni, ami
mar eddig is szabalyos volt. Igy barmennyiszer is hasznalunk a lépéssorozatunk-
ban 1j szabalyos lépéseket, a lépéssorozat hosszanak paritasin nem fogunk tudni
valtoztatni.

A projektiv sikon tehat csak akkor lesz egy allasbol kirakhato az Osszes lehet-
séges permutacio, ha n és k paritdsa megegyezik. Egyébként csak a lehetséges
permutaciok fele lesz kirakhatdé minden allasbol.

7. 'Tovabbi lehetlenség bizonyitasokrol

Johnson és Schubert mellett sok méas matematikus is foglalkozott a 13 — 15 —
14-es allas lehetetlenségének bizonyitdsaval. Legtobben Johnson bizonyitdsahoz
hasonloan a paros és paratlan permutaciok felél kozelitették meg a problémaét.
1974-ben R. M. Wilson adott egy ettdl eltérd, grafos megoldast a ,Journal of
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Combinatorial Theory” cimi folybiratban.

A 15-6s jaték szabalyos lépéseit egy graf segitségével dbrazolta. A graf csu-
csainak a jaték dobozanak 16 helye felel meg. El pedig akkor van két cstcs kozott
a grafban, ha az egyik helyrdl at lehet tolni a kockat egy 1épéssel a masik helyre.
Erre gondolhatunk tgy is, hogy a dobozban szomszédos helyeknek megfelel§ csi-
csok kozott van él a grafban. (9. abra)

[ : 4 \ 4 9
[ 4 \ 4 \ 4
[ \ 4 \ 4 s
@ L @ ®

9. abra. 15-0s jatékhoz tartozod graf

Wilson bizonyitasanak segitségével két kivétellel minden hasonlo jellegid to-
logatos jatékrol eldonthets, hogy egy-egy allasbol kirakhato-e minden lehetséges
permutécié vagy csupan azok fele.

Ennek eldontéséhez, a 15-0s jatékhoz hasonloan készitsiik el az n szamozott
fakockabol allo jatékhoz tartozd m + 1 csticsu grafot. A cstcsok legyenek most
is a kockak helyei, él pedig akkor legyen két cstics kozott, ha az egyik helyrdl
egy szabalyos lépéssel eltolhatjuk a kockat a masik helyre. Ha az igy kapott graf
tartalmaz paratlan hosszi koért, akkor az Osszes permutécié elGallithaté6 minden
allapotbol, egyébként pedig csak a permutaciok fele.

Az elsG kivételt ez alol a szabaly alol az olyan grafok jelentik, amik csupan
egy n+ 1 cstcst paratlan hossza korbél allnak (pl.: 10. abra). Ebben az esetben
az n kocka (n + 1) féle modon helyezhetd el, de ezek kozott csak (n — 1)! olyan
van, amelyek nem ekvivalensek egyméssal. Egy adott allasbol pedig csak a vele
ekvivalensek rakhatoak ki. Tlyen kirakasbol minden &llas esetén n(n + 1) van.

10. dbra. Els§ fajta kivétel

A miésik fajta kivétel az, amikor a 7 cstcsi graftban 6 csics egy koron helyez-
kedik el, egy pedig a 11. abran lathaté moédon a kor két szemkdzti csicsahoz
kapcsolodik egy-egy éllel. Ebben az esetben a koézépss helyen 7-féle elem allhat
(a 6 fakocka egyike vagy az iires hely), a kiils6 koron pedig a maradék 6 elemnek
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5l-féle nem ekvivalens elrendezése van. A 75! = 840 permutécié kozott pedig
csak 6 olyan van, amelyek nem ekvivalensek egymassal.

11. abra. A masodik kivétel

8. Jatékok mas feliileteken

A tovabbiakban a korabban a Johnson és Schubert-féle bizonyitasokkal mar meg-
vizsgalt, kiilonbozd feliileteken elképzelt jatékok boncolgatasat fogjuk végezni a
Wilson-féle grafos bizonyitassal.

Ehhez sziikségiink van egy gyorsan és jol alkalmazhaté modszerre, mellyel
eldonthetjiik, hogy egy graf tartalmaz-e paratlan szamu cstcson atmens kort
vagy sem.

Egy ilyen jol hasznalhatdé modszer példaul a kovetkezs: Kezdjiik el kiszinezni
egy graf csticsait két szinnel. Legyen ez a két szin példaul a kék és a sarga. Szi-
nezziik az els§ cstcsot mondjuk kékre, majd az Gsszes szomszédjat sargara. Azok
szomszédjait pedig ismét kékre. Ha a szinezés soran keletkezik két olyan szom-
szédos csics, amiket azonos szinnel szineztiink ki, akkor a grafban van pératlan
szamu cstcson atmend kor. De ha sikeriil az Gsszes csticsot kiszinezniink a két
szinnel tgy, hogy minden szomszédos cstics mas szini lesz, akkor a graf csak péaros
szdmu csticson atmenG koroket tartalmaz. Ekkor azt mondhatjuk, hogy a graf
paros és kromatikus szdma y = 2.

8.1. Jaték hengeren

Ugy képzeltitk el a tologatos jatékot a hengerfeliileten, hogy az n soros és k
oszlopos téglalap alaki elrendezést pakoljuk egy henger feliiletére. Igy egymas
mellett £ db n hosszu kor keletkezik, amik mentén tologatni fogunk tudni.

A 4 x 4-es elrendezésbdl készitett hengeres jaték grafjanak lerajzolasakor ki-
indulhatunk a 15-6s jaték grafjabol, mert az Osszes lépés, ami a 15-6s jatékban
szabalyos volt, hengeren is megengedett lesz. A grafban ezeken az eddigi szaba-
lyos lépéseket jelols éleken kiviil be kell htiznunk azokat az éleket is, amik azokat
a lépéseket jelolik, amik a hengeren valtak megengedetté.

Ezek az 14j élek a fels6 sorban 1év6 helyeket és az ugyanabban az oszlopban
1év6 also sorbeli helyeket kotik 6ssze. Hiszen a felsé sorban 1é6v6 elemet most mar
attolhatjuk az als6 sorba tgy, hogy ugyanabban az oszlopban maradunk. Ha az
eddigi élek mellett ezeket az éleket is berajzoljuk a 15-0s jaték grafjaba, akkor a
12. abran lathato grafot kapjuk.
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12. 4bra. Hengeren jatszhato 4 x 4-es jaték grafja

A graf csucsai az abran lathaté modon kiszinezhetSek két szinnel ugy, hogy
minden szomszédos cstcs kiillonb6z6 szint, ezért a grafban nincs péaratlan hosszi-
sagti kor. Igy ebben a modositott jatékban is csak a lehetséges permutaciok fele
rakhato ki egy-egy Osszekeverésbol.

A konkrét példa utan vizsgaljuk meg altalanosan is a hengeren elképzelt to-
logatos jatékot.

Tekintsiik azt az esetet, amikor az n — ami a sorok szamat jelolte az eredeti
téglalap alaki elrendezésben — paros. Azt tudjuk, hogy eredetileg az n x k-s
téglalap alakt elrendezésben csak paros hosszisagu korok voltak. Ha a kockékat
a hengerfeliiletre pakoljuk, akkor uj korok keletkeznek, amik n hossziak. Mivel
n paros, igy ezek péaros hosszisaga kordk lesznek.

Annak belatédsahoz, hogy nem keletkezett ezeken a korokdn kiviil olyan kor,
ami paratlan hosszu, szinezziik ki a csicsokat két szinnel. Kezdjiik a bal felsé
sarokban kék szinnel. Ekkor a bal als6 sarokban sérga szinii csicsnak kell majd
lennie. Mivel a cstuicsokat felvaltva szinezziik a két szinnel, ezért a paratlan sor-
szamu sorok ebben az els§ oszlopban mindig kékek, a paros sorszamutak pedig
mindig sargak. Igy a bal als6 sarkot jelols cstcs is sarga szint lesz. Ezt is szeret-
tiik volna. Oszloponként tehat jo a szinezés. Soronként pedig tovabbra sem lesz
gond a szinezéssel, mert minden sorban felvaltva szinezhetjiik a csicsokat a két
szinnel.

Tehat abban az esetben, amikor n paros, akkor tovabbra is csak a lehetséges
permutaciok fele rakhato ki egy-egy kezddGallasbol paros és péaratlan k esetén is
(13. abra).

Paratlan n esetén a keletkezd n hosszisagi korck paratlan szami csticson
mennek at. Tgy paros és paratlan k esetén is lesz paratlan hossza kor a hengeren
jatszhato tologatos jaték grafjaban (14. abra), vagyis egy kezddallasbol az dsszes
lehetséges permutacio kirakhato lesz paratlan n esetén.

8.2. Jaték Mobius-szalagon

Mobius-szalagon agy alkottuk meg a sajat tologatos jatékunkat, hogy az n x
k-s téglalap alakt elrendezésre tugy tekintettiink, mintha az lenne a papircsik,
amibdl Mobius-szalagot szeretnénk formazni. Az elrendezés k hosszusagu oldalait
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13. abra. Hengeres jaték grafja paros n esetén

14. 4bra. Hengeres jaték grafja paratlan n és paratlan, illetve paros k esetén

ragasztottuk egymashoz gy, hogy ragasztas el6tt az egyik oldalon csavartunk
180°-ot.

Az igy keletkez§ tologatos jaték grafjanak felrajzolasakor kiindulhatunk a 15-
Os jaték grafjabol. Azok a 1épések, amelyek annal a jatéknél szabalyosak voltak,
most is azok lesznek. Ezeken kiviil a grafban be kell hiznunk azokat az éleket is,
amik a Mo&bius-szalagon keletkez6 0j szabalyos 1épéseket jelolik. Ezek az élek a
fels6 és az alsod sor helyeinek megfelels csticsokat kotik 6ssze. Szamozzuk a felsG
sort balrol, az alsot pedig jobbrol, igy az azonos sorszamu csicsok kozotti élek
jelolik a Mdobius-szalagon keletkezett 1j szabélyos lépéseket.

Ahhoz, hogy megallapithassuk, hogy keletkezett-e paratlan hosszusagu kor,
szinezziik ki a graf csticsait két szinnel (kékkel és sargaval). Ha sikeriil ugy ki-
szinezniink a csticsokat, hogy minden szomszédos csucs kiilonb6z§ szint, akkor
a grafban csak paros hossziusagu korok vannak. Az egy sorban 1év6 cstcsok fel-
valtva kapnak kék, illetve sarga szint. A paratlan sorszamu sorokban a szinezés
kékkel kezdddik, a paratlanokban pedig sargéval.

Paratlan k esetén soronként az utolsd cstics szine megegyezik az adott sor
elsG cstcsanak szinével, paros k esetén pedig a sorok két szélén lévd csticsok
kiilonb6z6 szint kapnak. Ha n paratlan, akkor az els6 és az utolsé sor szinezése
megegyezik, paros n esetén pedig az els§ és az utolsé sor azonos oszlopban 1évé
csucsai kiilonbo6z§ szintiek lesznek.

Ezek alapjan, ha n paros és k paratlan, akkor a fels§ és az alsé sor szinezése
kiilonbo6z6 lesz, igy azok a cstucsok, amik kézott a Mobius-szalagon megengedetté

24



valt 1épések miatt keletkezett él, kiilonboz6 szintek lesznek (15. &bra bal oldal).
Hiszen az els6 sor els§ csiicsa és az utolsd sor utolsé csticsa kiilénb6z§ szint, igy
a tobbi, egymassal 0sszekotott cstcs szine is mind kiilonboz6 lesz.

15. abra. Md&bius-szalagos jaték grafja kiilonboz6 paritast n és k esetén

Ha n paratlan és k péros, akkor az alsé és a felsd sor szinezése ugyan megegye-
zik, de az elss sor elsG csticsanak és az utolsd sor utolso csticsdnak szinezése eltérs
lesz. Ebbd6l adodik, hogy a Mobius-szalagon szabalyossé valt 1épéseket jelols élek
mindig kiilénb6z6 szint csticsokat kdtnek Ossze egymassal, ugyanis soronként fel-
valtva szineztiik a csticsokat és az emlitett élen kiviili 4j élek mindig az adott
sorban soron kivetkezd (a felsé sorban jobbra haladva, az alsoban balra) egy-egy
csucsot koti ossze. (15. dbra jobb oldal)

Ha n és k is paros, akkor az also és a felsG sor szinezése nem fog megegyezni,
de ebben az esetben a bal fels6 és jobb als6 sarokban 1év§ csticsok szine megegyezd
lesz. Igy két szinnel nem tudjuk jol kiszinezni a csticsokat. (16. abra bal oldal)

16. abra. Mobius-szalagos jaték grafja azonos paritasi n és k esetén

Ha pedig n és k is paratlan, akkor az els6 és utols6 sorok szinezése megegyezd
lesz, de ebben az esetben is azonos szind az elsd sor elsd, illetve az utolséd sor utolso
csicsa. Ebbd6l adodik, hogy itt sem szinezhetjiik ki jol két szinnel a csticsokat.
(16. abra jobb oldal)

Tehat, ha n és k paritasa megegyezik, akkor a grafban van paratlan kor, vagyis
kirakhato lesz egy-egy allasbol az 0sszes lehetséges permutacio. Ellenkez6 esetben
viszont csak paros hosszisagu korok lesznek a Mobius-szalagon megvalositott
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tologatos jaték grafjadban, vagyis egy-egy allasbol csupan a lehetséges permutéciok
fele rakhat6 ki szabalyos 1épésekkel.

Most, hogy tudjuk, hogy melyik grafokban kell lennie paratlan szamu cstiicson
atmend kornek, keressiik meg, hogy ezek hol keletkeztek.

Péros k esetén % db 2n hosszisagu, paratlan k esetén pedig egy n hosszisagi

és L@J db 2n hosszusagi 0 kor keletkezett a Mobius-szalag oldala mentén. Ezek

2
kozott csak akkor van paratlan hosszusagt, ha n és k is paratlan (17. abra), igy
ez még nem ad magyarazatott arra, hogy paros n és k esetén miért keletkezett

paratlan hosszu kor a grafban.

-

+

17. dbra. Paraltan n és k esetén keletkez6 paratlan hosszu kor

Keressiink tovabbi, a 15-6s jatékban még nem létezd kordket tgy, hogy az
1j élek koziil csak egyet hasznalunk fel a korben. Legyen ez most a bal fels6 és
a jobb als6 cstcs kozotti szabalyos lépést jelols él. Ezutan olyan lépéseket kell
végrehajtanunk, amik mar a 15-6s jatékban is szabélyos 1épéseknek szamitottak
és a bal fels6 és jobb alsé csticsokat kotik Ossze. Végigmehetiink példaul az elsd
soron és az utolso oszlopon. Igy egy n + k — 1 hossztsaga kort kapunk. Ha n és
k paritasa megegyezik, akkor ez paratlan hosszu kor lesz. Ezzel mindkét esetben,
ahol van a grafban paratlan hossztsaga kor, megtalaltuk azt. (18. abra)

.
—

18. abra. Mobius-szalagon azonos paritastu n és k esetén keletkezd paratlan hosszi
korok
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8.3. Jaték téruszon

Toruszon ugy képzeltiik el a tologatos jatékot, hogy az n x k-s téglalap alaku
elrendezésbél hengert formaltunk a k és az n hossziusagu oldalak mentén is. Igy
egy k hosszusagu kor mentén elhelyezkeds k db n hosszu kort kaptunk. A hen-
geres jaték esetében a k hosszt oldalak mentén készitettiik el a hengert. Ezért
a toruszon jatszhatd tologatos jaték grafjanak felrajzolédsakor kiindulhatunk a
hengeren jatszhat6 jaték grafjabol, hiszen csak azt kell majd kiegésziteniink n
db éllel. (Ennyi j szabalyos 1épés keletkezett a hengernél mar meglévék mellé.)
Ezek az 1) élek minden sorban az elsé és az utols6 helyet jel6l csicsokat kotik
Ossze egymassal.

Mivel bizonyos esetekben méar a hengernél is taldltunk paratlan hosszisagiu
kort a graftban, igy ezeknél biztosan most is talalni fogunk ilyeneket, mert a hen-
geres jatékok grafjai részgrafjai lesznek az azonos n és k valasztassal készitett
toruszon jatszhato tologatos jaték grafjanak. Hengeren paratlan n esetén talal-
tunk paratlan hosszi kort a grafban, igy paratlan n és tetszéleges k valasztasa
mellett toruszon is lesz ilyen kor a grafban. (19. abra)

LI

19. abra. Jaték toruszon paratlan n esetén

A térusz létrehozasakor a henger k db egymaéas melletti n hosszu korét ,fel-
fiztik” egy k hosszuségi korre. Pératlan k esetén ez egy paratlan hosszisagu
kort jelent, vagyis ebben az esetben is talalunk paratlan hosszusigi kort a jaték

grafjaban. (20. abra)
ZFZI
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20. abra. Jaték toruszon paros n és paratlan k esetén

Paros n és k esetén csak paros hosszlsagi 0j korok keletkeztek a toruszon.
Annak igazolasahoz, hogy kozben tényleg nem keletkezett sehol a grafban pa-
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ratlan hosszu kor, szinezziik ki a csticsokat két szinnel gy, hogy a szomszédos
csucsok kiilonbozd szintiek legyenek. Azt kell megnézniink, hogy ha a két szinnel
felvaltva szinezziik a cstucsokat soronként és oszloponként is, akkor minden sor-
ban az els6 és az utols6 csucs, valamint minden oszlopban a fels§ és az also cstcs
kiilonb6z6 szinti-e. Ha igen, akkor a graf jol kiszinezhets két szinnel, vagyis nincs
benne paratlan hossztisagu kor.

Soronként felvaltva kell szinezniink a cstcsokat, mert az egyméas mellett 1év§
csticsok kozott mindig van él. Igy paros k esetén minden sorban kiilénbozé szint
lesz az els6 és az utolsd csiics. Oszloponként is felvaltva kell kiszinezniink a
csicsokat, mert az oszlopban egymas alatt 1évd cstucsok kozott is mindig van él.
Mivel n is paros, ezért kiilonb6z6 szint lesz minden oszlopban a felsé és az also
csucs. Tehét paros n és k esetén ki tudjuk szinezni a toruszos jaték grafjat két
szinnel gy, hogy minden szomszédos csticspar kiilonbo6zd szint legyen. (21. 4bra)

S
T
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21. abra. Jaték téruszon paros n és k esetén

A leirtak alapjan toruszon csak akkor rakhato ki egy kezdGallasbol az Gsszes
lehetséges permutacid, ha n és k koziil legalabb az egyik paratlan.

8.4. Jaték Klein-kancson

Klein-kancson ugy valositottuk meg a tologatos jatékot, hogy az n x k-s elrendezés-
bél a k hosszisagi oldalak mentén hengerpaléastot készitettiink, majd a palastbol
csinaltunk Mobius-szalagot.

A Klein-kancson elképzelt tologatos jaték grafjanak elkészitésekor kiindulha-
tunk a hengeres jaték grafjabol. Az ugyanolyan n és k vélasztassal készitett
hengeres jaték grafja részgrafja a Klein-kancson jatszhato jaték grafjanak, mert
a Klein-kancson minden olyan 1épés szabalyos, ami a hengeren szabalyos volt. A
henger szabalyos lépései mellett ennél a jatéknal is vannak olyan lépések, amik
most mér szabalyosak, de az eddigi jatékok esetén még nem voltak azok. Ahhoz,
hogy felrajzolhassuk a Klein-kancsos jaték grafjat, ki kell egésziteniink a hengeres
jaték grafjat az ezeket a lépéseket jelols élekkel.

Ezek az élek az elsG és az utolso oszlop csucsait kotik Ossze egymaéssal gy,
hogy ha az elsd sort fentrdl lefelé, az utolsét pedig lentrél felfelé szamozzuk, akkor
az azonos sorszami helyek kozott lesz él a grafban. A graf felrajzolédsa utan most
is meg kell allapitanunk, hogy van-e benne paratlan hosszisagu kor.
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Azoknal az eseteknél, ahol méar a hengeren is volt paratlan hossztasaga kor
a grafban, itt is talalni fogunk ilyen kort. Igy abban biztosak lehetiink, hogy
paratlan n esetén van paratlan hosszusagu kor a Klein-kancson jatszhato tologatos
jaték grafjaban. (22. abra)

T
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22. abra. Jaték Klein-kancson paratlan n esetén

Y — Sh—

Paros n esetén a hengeres jatéknél nem volt paratlan hosszisagu kor a graf-
ban. A két szinnel valo csicsszinezés segitségével allapitsuk meg, hogy Klein-
kancson van-e ezekben az esetekben péaratlan hosszisagi kor a jaték grafjaban.
Azt tudjuk, hogy az 4] szabélyos lépéseket jel6ls élek nélkiil ki tudtuk szinezni
ugy a cstcsokat, hogy a szomszédos cstcsok kiilonb6z6 szintiek voltak. Azt kell
megvizsgalnunk, hogy az 0j élek olyan szint csiicsokat kdtnek-e Ossze, amiket a
hengeren azonos vagy kiilonb6z6 szinnel szineztiink ki.

Ha k paros, akkor minden sorban az elsé és az utolsé csucs szine kiilénb6z6,
mig paratlan k esetén ezek szine megegyezik. Az 1j élek az els6 és az utolso oszlop
csucsait kotik Ossze gy, hogy ha az els6 oszlopot fentrél, az utolsoét pedig lentrdl
szamozzuk, akkor az azonos sorszamu cstucsok kozott lesz él.

Igy ebben a grafban van él az elsé oszlop elsé csticsa és az utolsé oszlop utolso
cstucsa kozott. Paros n esetén az elsé és az utolso sor szinezése kiilonbo6zs, ezért
ha k paros, akkor az els6 oszlop legfelsé csticsat és az utolso oszlop legalso csticsat
azonos szinnel szineztiik ki. gy paros n és k esetén van paratlan hosszusagt kor
a Klein-kancson jatszhato jaték grafjaban.

A paratlan hosszisagi kor megtalaldsa a Mobius-szalagnal leirtakhoz hason-
loan torténhet. A korben lennie kell legalabb egy olyan lépésnek, ami a hengeren
még nem volt megengedett. Legyen az iires hely a jobb als6 sarokban és kezd-
jiink egy ilyen lépéssel. Ekkor az iires hely a bal fels§ sarokba keriil. Innen
kell paros szamu 1épésben eljuttatnunk az iires helyet az eredeti helyére. Ha
minden tovabbi lépésben tgy lépiink, hogy az iires hely kozelebb keriiljon a ki-
indulasi helyéhez, vagyis az egy sorral lejjebb vagy egy oszloppal jobbra keriil,
akkor (n — 1) + (kK — 1) = n+ k — 2 lépést hajtunk végre. Ez pedig paros n és
k esetén paros szami 1épés. Ezzel meg is talaltuk a paratlan hosszasagu kort a
grafban. (23. abra)

Ha n paros, k pedig paratlan, akkor a grafot ki tudjuk szinezni két szinnel gy,
hogy kiilonb6z6 szintiek legyenek azok a csiicsok, amik kdzott van él. Szinezziik
a csucsokat soronként és oszloponként is felvaltva a két szinnel. Az elsé és az
utolsd sor szinezése igy kiilonboz§ lesz, ezért az els§ és az utolsd sor cstcsait
0sszekoto élek — ahogyan azt mar a hengeres jaték esetén is megallapitottuk, —
kiilénbo6z6 szini cstcsokat kotnek Ossze egymassal. Az els§ és az utolsd oszlop
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23. abra. Jaték Klein-kancson paros n és k esetén

csicsainak szinezése azonos lesz, de mivel az 0j szabélyos lépések az els6 oszlop
csucsait a forditott sorrendben szdmozott utolsd oszlop csicsaival kotik Ossze,
amiket kiilonb6z& szinnel szineztiink ki, ezért ezek kozott sem lesz olyan, ami
azonos szini csucsokat kot Ossze egymassal. (24. abra)

24. abra. Jaték Klein-kancson paros n és paratlan k esetén

8.5. Jaték a projektiv sikon

Ugy valositottuk meg a projektiv sikon jatszhato tologatos jatékot, hogy az n x k-
s téglalap alaki elrendezésbél az n és k hosszii oldalparjai mentén is Mobius-
szalagot készitettiink.

A projektiv sikon jatszhato tologatos jaték grafjanak elkészitésekor kiindul-
hatunk a Mobius-szalagon jatszhato jaték grafjabol, hiszen a projektiv sikon sza-
balyos marad minden olyan lépés, ami a Mobius-szalagon szabalyos volt.

Moébius-szalagon azokban az esetekben, amikor az n és k paritdsa megegyezett,
volt paratlan hosszusagi kor a grafban. Igy ezeknél az eseteknél a projektiv sikon
megvalositott jaték grafjaban is lesz paratlan hosszusagu kor. (25. dbra)

Kiilénb6z6 paritasi n és k esetén a Mobius-szalagos jatéknal nem volt paratlan
hosszusagu kor a grafban. A projektiv sikon jatszhato jatékot ugy készitettiik el,
hogy a masik két oldal mentén is Mdbius-szalagot készitettiink a téglalap alaku
elrendezésb6l. Ha eszerint nézziik n és k paritasat, az akkor is kiilonb6z6 marad.
Ezek alapjan sejthetd, hogy ezeknél az eseteknél nem lesz paratlan hosszisaga kor
a projektiv sikon jatszhato jaték grafjaban. Ennek belatasahoz nézziik meg, hogy
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25. abra. Jaték a projektiv sikon azonos paritdsi n és k esetén

valéban kiszinezhetGek-e két szinnel a graf cstucsai gy, hogy kiilonb6z6 szintiek
azok a csucsok, amik k6zott van él.

A cstcsokat soronként és oszloponként felvaltva kell szinezniink, mert a szom-
szédos cstcsok kozott mindig van él a grafban. Ha n paratlan, akkor az elsd
és az utolséd sor szinezése megegyezik, viszont az élek nem az azonos oszlopban
1évs csucsokat kotik Ossze, hanem a fels§ sor minden csiicsat az alsé sorban a
visszafelé torténd sorszamozas szerinti megfelelgjével, igy paros k esetén ezek kii-
16nb6z6 szintiek lesznek. Ha k péros, akkor az els6 és az utols6 oszlop szinezése
kiilénboz6 lesz, de az egyik oszlop cstcsait itt is visszafelé sorszamozzuk, és az
azonos sorszamu csicsok kozé rajzoljuk be az 1j éleket, igy ez sem fog problémat
okozni a csucsok szinezésekor. Ezek alapjan paratlan n és paros k esetén nem
lesz paratlan hossztusagu kor a projektiv sikon jatszhato tologatos jaték esetében.

Ugyanezt az eredményt kapjuk akkor is, ha n paros és k paratlan, mert a jaték
készitésekor mindkét oldalpar mentén Mobius-szalagot készitettiink a téglalap
alaku elrendezésbdl. [gy a két eset a gyakorlatban ugyanazt a grafot eredményezi.

A szinezések alapjan lathato, hogy kiilonboz6 paritast n és k esetén a pro-
jektiv sikos jaték esetében nincs paratlan hosszisagu kor a jaték grafjaban. (26.
abra)
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26. abra. Jaték a projektiv sikon kiilonb&z6 paritasa n és k esetén

Tehat a projektiv sikon elképzelt tologatds jatéknal csak akkor rakhato ki egy
allasbol az 0sszes lehetséges permutacio, ha n és k paritasa megegyezik.
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9. Jaték a telefonmeniiben

A szakdolgozattal kapcsolatos egyik beszélgetés soran, amikor azt magyaraztam,
hogy hogyan lehet elképzelni a toruszon a tologatos jatékot, a nyomogombos
mobiltelefon meniijét hoztam fel példaként. Késébb viszont kideriilt, hogy az nem
is teljesen olyan, mint téruszndal, mert a meniiben minden sor végén a kévetkezs
sor elejére ugrik a kijelolés. Innen jott az otlet, hogy megvizsgaljam, hogy ha a
mobiltelefonunk meniijével jatszanank tologatos jatékot, akkor az ikonok minden
lehetséges permutacidjat ki tudnank-e rakni a kezdgallapotbol.

Az eddigi tologatos jatékokhoz hasonldan itt is sziikségiink van egy iires helyre
a meniiben, hogy tologatni tudjuk az ikonokat. Ebben a jatékban minden 1épés-
ben egy ikont és az {ires helyet tudjuk felcserélni. Azokat a lépéseket tekintsiik
szabalyosnak, amik két olyan hely kozotti cserét jelentenek, amik kdzott az egyik
navigacidos gomb egyszeri megnyomaéasaval mozgathato a kijel6lés a meniiben. A
kijelolés a sorokon és oszlopokon beliil jobbra-balra és fel-le mozgathatd. Minden
oszlop legalsé ikonjarol az ugyanabban az oszlopban 1év§ legfels§ ikonra moz-
gathato a kijelolés, a sorok utolsé ikonjardl pedig mindig a kovetkezs sor elsG
ikonjara léptethet6. Az utolso sor utolsé ikonjarol a legelsd sor legelsd ikonjara
ugorhatunk.

Vizsgaljuk meg, hogy ha a telefonunk meniijében n sorban és k oszlopban
helyezkednek el az ikonok, akkor az el6bb leirt modon megvalositott tologatos
jaték esetén kirakhato-e szabalyos lépésekkel az 0sszes lehetséges permutacié az
ikonok egy sorrendjébsl. Ehhez készitsiik el a Wilson-féle bizonyitas alapjan a
jatékhoz tartozo grafot, és nézziik meg, hogy van-e a grafban paratlan hosszisagu
kor.

A jaték grafjanak rajzolasakor kiindulhatunk az ugyanolyan n és k esetén
elkészitett hengeren jatszhato jaték grafjabol, mert azok a lépések, amik ott sza-
balyosak voltak, azok a telefon meniijében is szabalyosak lesznek.

Ha n paros, vagyis az oszlopokban pératlan szamu ikon van, akkor a grafban
lesz paratlan hosszisagt kor. (27. abra) Igy volt ez mar a henger esetében is.

27. dbra. Jaték a telefonmeniiben paratlan n esetén

Ha n és k is paros, akkor a hengeres jatéknal nem taldltunk paratlan hosszi
kort a grafban. A csticsszinezés segitségével dontsiik el, hogy itt van-e. Soronként
és oszloponként az egymés melletti csticsoknak kiilonboz6 szintieknek kell lennitik,
mert ezek kozott mindig van él. Emellett minden sorban az utolsé csicsnak és a
kovetkezd sor els6 csicsdnak szine is kiilonboz6 kell, hogy legyen. Viszont ha az
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elsd sor elsé cstcsa kék, akkor az elsé sor utols6 cstcsa sérga lesz, mert k paros. A
masodik sor els§ csticsanak sarganak kell lennie, mert a f6l6tte 16v6 csics (az els
sor els6 csticsa) kék volt, és van él a két csics kozott. Az els§ sor utolsod csticsa
miatt azonban ezt a cstucsot kékre kellene szinezniink, mert e kozott a két cstcs
kozott is van él a grafban. Igy paros n és k esetén talalunk paratlan hosszusagi
kort a telefon meniijében jatszhato tologatos jaték grafjaban. (28. abra)

28. abra. Jaték a telefonmeniiben paros n és k esetén

Nézziik meg, hogyan alakul a csticsszinezés abban az esetben, amikor n pa-
ros, k pedig paratlan. A csicsokat soronként és oszloponként is felvaltva kell
szinezniink a két szinnel, mert az egymas melletti csiics kozott van él a grafban.
Tovabba minden sor utols6 csicsanak és a kovetkezd sor elsé csticsanak szine kii-
16nb6z6 kell, hogy legyen. Mivel k paratlan, ezért minden sorban megegyezik az
elsG és az utolso cstics szine. Ez jo, mert igy nem lesz gond a szinezéssel. Minden
oszlopban a legalsé és a legfelsG csiics szine is kiilonbo6z6 lesz, mert n paros. Ezek
alapjan a graf 6sszes éle kiilénb6z6 szinid cstcsokat kot 6ssze, igy nincs péaratlan
hossztisagi kor a grafban. (29. &bra)

29. abra. Jaték a telefonmeniiben paros n és paratlan k esetén

A telefon meniijében elképzelt tologatos jaték esetén tehat csak akkor nem
rakhato ki az Osszes lehetséges permutéacié az ikonok egy sorrendjébdl, ha a sorok
szdma paros, az oszlopok szama pedig paratlan.
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10. Osszefoglalas

A 1. tablazatban Osszegezziik, hogy az egyes feliilleteken megvalositott jatékok
esetén milyen n és k valasztasok mellett rakhatd ki egy-egy allasbol a kockik
Osszes lehetséges permutacioja. Igen szerepel a tablazat megfelel oszlopaban, ha
kirakhat6 az O6sszes permutacié és nem szerepel a cellaban, ha csak a lehetséges
permutaciok fele rakhato ki egy kezdGallasbol.

g
~
S ®
% g S
Nel ~ &
8 g ot 3
S 2 5 S
v} X o X
S g S g
X ] X ]
~ ~
S 5 S 5
g & [ 5
b ' ' b
Q ¥ ¥ S}
sik nem nem nem nem
henger nem igen nem igen
Modbius-szalag | igen igen nem nem
torusz nem igen igen igen
Klein-kancs6 igen igen nem igen
projektiv sik igen igen nem nem
telefonmenii igen igen nem igen

1. tablazat. Osszefoglalo tablazat

Hivatkozasok

|1] Jerry Slocum — Dic Sonneveld: The Famous 15 Puzzle, New York, Metro
Books, 2009
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