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Koszonetnyilvanitas

Szeretném megkoszonni Cserti Jozsef és Kaufmann Zoltan segitségét, akik a probléma fizikai
megkozelitéséhez adtak hasznos tanacsokat. Otleteiknek, szemléletiiknek kdszonhetGen lénye-
gesen leegyszertisodott a kdzépiskolai példa megtalalasdnak folyamata.

Koszonettel tartozom altalanos- és kozépiskolai tandraimnak, akik elinditottak a matematika
felé vezetd uton, tovabba egyetemi oktatdimnak, akik beavattak a rejtelmeibe. Mindannyian
hozzajarultak ahhoz, hogy szilardan kitartsak tanari ambici6im mellett.

Koszonom a csalddomnak, akik a kezdetektdl fogva tdmogattak. Koszonom a barataimnak,
akiknek mindig volt hozzam néhany biztaté szava. Végiil, de nem utolsdé sorban szeretném
megkoszonni paromnak, hogy mindig szivesen gondolkozott velem a feladat megoldasan, és

hogy tanacsaival segitette dolgozatom elkésziilését.
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Bevezetés

Szakdolgozatom alapja egy elemi geometriai példa. A feladat, amelybdl kiindultunk, a leg-
tobb didk szdmara ismert. Jancsi meg akarja latogatni Juliskat, de a lova szomjas, ezért le kell
mennie a foly6 partjara. Hol kell megitatnia Jancsinak a lovat, hogy a lehetd legrovidebb tton
érjen oda Juliskdhoz?

A példa megoldasa a tengelyes tiikrozésben rejlik: Jancsi pontjat tiikkrozziik a folyd egye-
nesére, ezt a tlikrozott pontot Ossszekotjiik Juliska pontjaval, és ahol ez a szakasz metszi az
egyenest, ott kell megitatni a lovat. Ez a tengelyes tiikrozés tulajdonsagaibol és a haromszog-
egyenlGtlenséghdl egyszeriien kovetkezik.

A mi példankban Jancsi egy tonél itatja meg a lovat. A t6 kor alakd, Jancsi is és Juliska
is rajta kiviil helyezkedik el. A kérdés valtozatlan: hol kellene megitatni a lovat, hogy Jancsi a
legrovidebb tton érjen oda Juliskdhoz?

A dolgozat elsé felében a feladat megoldasat keressiik haromféle modszerrel. Az els6 mod-
szer alapotletét évfolyamtarsam, Kecskeméti Judit szakdolgozatabol [2] meritettem. O végiil
az analizis segitségével oldotta meg a probléméat, de abbdl kiindulva, hogy érint6 ellipszist kell
keresni, a koordindtageometriai meggondolds is hasznosnak bizonyult. Bar a kapott polinom
meglehetésen bonyolult lett, nekem ez a kedvenc megoldési modszerem, mert nagyon hasonlit
a kozépiskolaban megoldott példakhoz, és mert a rezultidns-modszer megismerésével Gj utak
nyiltak meg elGttem a tobbvaltozos egyenletrendszerek megoldasa terén. Lévén, hogy fizika a
minor szakom, akarva-akaratlanul is belegondoltam, mit jelent ez a probléma a fizika nyelvére
leforditva. A méasodik és harmadik modszer egyik {6 feltevése (melyet a 2.3 részben bizonyitunk)
ezen a fizikai meggondolason alapszik, a fény viselkedése ugyanis nagyon hasonlit matematika-
ilag az itt felvazolt problémara.

A dolgozat méasodik felében a megoldas geometriai szerkeszthetGségét vizsgéaljuk. A szer-
keszthetGség kérdésével és a Galois-elmélet alapjaival minden tanarszakos hallgato taldlkozik
az algebra kurzus keretében. Azt azonban kevesen tudjik, hogy a Galois-csoportokrol tanultak
hogyan segithetnek a szerkeszthet&ség kérdésének eldontésében. Ennek bemutatdsa mellett cé-
lunk az is, hogy egy szép példat talaljunk, melyrél egy tehetséges kozépiskolas didk mar meg

tudja mutatni, hogy a megoldas nem szerkeszthetd.



Manapsag méar az oktatasban is egyre gyakrabban nytlnak tanarok a szamitastechnika esz-
kozeihez, s6t sok esetben meg is tanitjak a didkoknak bizonyos matematikai programcsomagok
hasznalatat. Ugy gondolom, ez mindenképpen hasznos, hiszen, ha a hosszas szamitasokat elvégzi
helyettiink a szamitogép, tébb idénk van gondolkozni fontosabb példakon, illetve az eredmények
értelmezésén. Ebben a szellemben a legtobb bonyolultabb szamolast a Maple program segitsé-

gével végeztem el. Minden alkalommal jeleztem, hogy épp milyen fliggvényeket hasznéltam.

Személyes motvacid

Altalanos- és kizépiskolaban a geometria nem tartozott az erdsségeim kozé, altalaban ne-
hezen vettem észre a sziikséges Gsszefiiggéseket. Ezzel szemben algebrabol mindig is a jobbak
kozé tartoztam, soha sem okozott gondot az ismeretlenekkel valé szamolas, s6t ezt kifejezet-
ten élveztem. A koordindtageometria megismerésével kezdtem nyitni a geometria felé, végiil az
egyetemen értettem meg, mennyire kozel 4ll egymashoz a két teriilet. Témavalasztas el6tt sokat
gondolkoztam, hogy melyiket valasszam a kettd koziil, ezért is oriiltem annyira, amikor Szabo
Csaba ezt a feladatot ajanlotta. Hogy a szerkeszthetGség és a Galois-elmélet kapcsolatanak elvi
hatterét maradéktalanul megértsem, elvégeztem Hermann Péter absztrakt algebra kurzuséat. Ez
nem csak azért volt hasznos, mert nem teljesen egyediil kellett feldolgoznom a témakort, hanem
erGs absztrakt algebrai alapokat is adott, melyek addig sajnos hianyoztak. A téma kivalasztasa-
kor és kidolgozasakor két fontos célom volt: fejlédni, és élvezni a munkat. Azt hiszem az eddig

leirtak tiikrében nyilvinvald, hogy mindketté megvaldsult.



1. fejezet

Polinomok keresése

A szerkeszthetdség vizsgélatahoz elGszor is egy polinomra van sziikségiink. Célunk, hogy
ez minél egyszertibben kezelhets legyen, ezért megprobaljuk tobb oldalrol is megkozeliteni a
problémat. A tovabbiakban kiilonb6z6 mddszerekkel és paraméterezéssel keressiik a megoldést.
A szerkeszthetGség kérdését csak a kovetkezs fejezetben vizsgaljuk.

A feladatot — a rezultans-modszert leszamitva — kozépiskolai eszkozokkel és otletekkel oldjuk
meg. Magasabb fokii paraméteres egyenletrendszereket nehéz jol kezelni hagyoméanyos modsze-
rekkel. Erre jelent megoldast a rezultans, mely két polinom kozos gyokeinek meghatarozisara

alkalmas. Hogy hogyan, arra a dolgozatban szamos példat mutatunk majd.

1.0.1. Definici6. Tekintsiik az f = ap,2"™ + ap_ 12" 1+ ...+ ag és g = bpa™ + ... + by T test
f616tti polinomokat. Legyen T egy alkalmas test, melyben f-nek n db gydke van: ay, ..., o,
g-nek pedig m db gyoke: 51, ..., B,,. Ekkor az f és g polinomok rezultdnsdt a kovetkezo kifejezés

adja meg:

R(f,9) = ay'by, HH(@

1.0.2. Allitéas. Legyen T test, valamint f = ap,x™+a,_ 13" 4. . .+ag €s g = bpx™+. . .4by dgy,
hogy f,g € T[x]. Legyen D egqy (m+n) X (m+n)-es mdtriz determindnsa, amit kovetkezdképpen
készitink el: Az elsd sorba az ay, . ..aqg egydtthatokat irjuk, majd a sor végéig csupa nulldt. A
masodik sor elsd eleme nulla, majd jonnek az a,,...aqy egyiitthatok, és megint csupa nulla. FEzt
addig folytatjuk az f egyiitthatdival, amig ag az utolso oszlopba keril. Fzutdn g egyiitthatdival
megismételjik az eljardst. Ekkor a, # b, # 0 esetén, D = R(f,g).

Bizonyos jegyzetekben [1] az 1.0.2 allitasban szereplé méatrix determinénsa szerepel definici-
oként, majd tétel mondja ki, hogy a rezultans a polinomok gyokeivel kifejezhets. Ez természete-

sen csak modszertanilag tér el a mi bevezetésiinktdl, hiszen a két megfogalmazas ekvivalens. Mi



T,z

legfontosabb tulajdonsaga:

1.0.3. Allitas. A T test folotte ap,x™ + ...+ ag €s byx™ + ...+ by polinomok rezultinsa akkor

és csak akkor nulla, ha a két polinomnak van kozos qyike T-ben.

Az 1.0.3 allitas segitségével tehat feltételt talalhatunk arra, hogy a két polinomnak kozos
gyoke legyen, az 1.0.2 segitségével pedig ki is tudjuk szamitani a rezultans értékét. Bar lattuk,
hogy az 1.0.2 allitasban szerepls determinans csak akkor egyezik meg a rezulténssal, ha a, #
b, # 0, a dolgozatban az igy kiszamitott kifejezéseket is R(f, g)-vel fogjuk jelolni, és mindig
megvizsgéaljuk, hogy mikor nem nulldk a fegyiitthatok.

Vegyiik észre, hogy ha egy polinomroél azt akarjuk eldonteni, hogy van-e to6bbszoros gyoke,
akkor ennek a polinomnak és formalis derivaltjadnak érdemes a rezultdnsat venni. A rezultanshoz
szorosan kapcsolodo fogalom a diszkriminans, melynek segitségével eldonthetéve valik, hogy egy

polinomnak van-e t6bbszoros gyoke.

1.0.4. Definici6. Legyen T test, az f € T[x] f6egyiitthatoja ¢, ekkor az f polinom diszkrimi-
nansanak a kovetkezd kifejezést nevezziik:

(1) R(f, ")

C

1.0.5. Allitas. Egy T test folotti polinomnak akkor és csak akkor 0 a diszkrimindnsa, ha van

tobbszoros gyoke eqy alkalmas T'—nél bovebb testben.

A dolgozatban a diszkriminanst csak arra hasznaljuk, hogy a tobbszoros gyokok létezésének
feltételét vizsgaljuk. Erre természetesen a rezultans is elegendd lenne. A diszkriminans azonban
tobbletinforméaciot nyuajt akkor is, ha minden gyok egyszeres, ezért érdemes tisztaban lenni ezzel

a fogalommal is.

1.1. Megoldas ellipszis segitségével

Az ellipszis azon pontok halmaza a sikon, melyeknek a két adott fokuszponttol mért ta-
volsédgosszegiik allando. Az ellipszisrdl emellett azt is tudjuk, hogy minden bels§ pontban a
tavolsagosszeg kisebb ennél az allandonal, és minden kiils6 pontban a tavolsagosszeg nagyobb
nala. Ha tehat a két fokuszpontnak az A és B pontot valasztjuk, és az allando értékét elkezdjiik
novelni, az ellipszisnek és a kornek eleinte nem lesz kéz0s pontja, de aztan egy bizonyos érték
esetén érinteni fogjak egymast. Ebben az érintési pontban fogjuk a legrévidebb 1t soran érinteni

a kort.



A(-c;0)

1.1. 4bra. Megoldas ellipszis segitségével

A fent leirtakat érdemes atfogalmazni a koordinatageometria nyelvére: adott egy (u;v) ko-
zépponti kor és a ra nem illeszkedé A és B pontok. Keressiik azt az ellipszist, mely kiviilrél
érinti a kort, fokuszpontjai pedig A(—c;0) és B(c; 0). Az ellipszis kanonikus helyzet(i. Az allando
tavolsagosszeg jelolésére bevezetjiik az a valtozot. A tavolsagdsszeg ekkor 2a és természetesen
2a > 2¢ > 0. A szokasos jelolésekkel a? — b% = 2.

A kor sugara az altalanossag megszoritasa nélkiil egynek vehets. A dolgozatban szogekrdl és
tavolsagokrol allapitjuk meg, hogy szerkeszthet&ek-e. Ha tehat az elrendezésre most egy R-szeres
nagyitast alkalmaznénk, akkor az 1-sugari kor esetén megszerkesztheté hossziisagok és szogek
R-sugaru kor esetén is megszerkeszthetGek lennének. Ennek oka, hogy a nagyitas hasonlosagi
transzformécio, tehat szogtarto, és aranytarto (vagyis barmelyik két szakasz hosszanak aranya

megegyezik képeik hosszanak aranyaval).
Alakzatok egyenletei
Az (u;v) kozépponti egységnyi sugari kor egyenlete:
(o — )+ (y—v)? =1 (1.1)

Az ellipszis egyenlete:




1.1.1. Az egyenletrendszer megoldasa

Az érintési pont a kordn és az ellipszisen is rajta van. A pont koordinatai igy mindkét alakzat
egyenletének gyokei. Rendezziik 0-ra mindkét egyenletet, végezziik el a négyzetre emeléseket,

és szorozzunk a nevezdkkel:

0=2a—2uzx +u?+9y*—2vy+0v°—1

0 = a?2? — ?2® + a*y? — a* + a*c?

Ahhoz, hogy a rezultans-modszert hasznalni tudjuk, x hatvanyai szerint kell rendezni az egyen-
letet:

0=2a—2uz+u?+y*—2vy+0v°—1
0=(a®—c)a* +a*(y* — a® + c*)

Az ismeretlenek z, y, és a. Vezessiik be az f(x,y,a) és g(z,y,a) polinomokat:

r,y,a) =22 — 2ux +u? +y* — 2y +0* — 1
Yy Yy Yy
g(x,y,a) = (a* = *)a® + ®(y* — a® + &)

Természetesen az els6 polinom nem fiigg a-tol, hiszen ez az ellipszis egy paramétere, a kor téle
fiiggetlen. Az egyenletrendszer megoldhato a két polinom rezultdnsanak segitségével. Figyeljiik
viszont az egyiitthatok az y és az a polinomjai, az f(x) és a g(x) tehat gytri feletti polinomok.
Tegyiik fel, hogy x = «, y = f és a = ~, melyek egy alkalmas T-nél bévebb test elemei, az egyen-
letrendszer megoldasai. Ekkor f(z,8,7) és g(z, 8,7) mar T egyiitthatos egyvaltozos polinomok,
melyeknek o kozos gyokiik, igy az R(f(x), g(z)) rezultans, amely /3 és v polinomiélis kifejezése,
nulla, tehat g és v gydke R(f(x),g(x))-nek. Ugyanakkor ha R(f(z),g(z))(y,a)-nak létezik g
és v megoldésa, akkor a rezultdns nulla, azaz a két polinomnak vagy van kozos gyoke, vagy
mindkettd fegyiitthatoja nulla. Tekintsiik tehéat az f(x) és g(x) polinomokat. Ha most felirjuk
a két polinom rezultdnsat az x valtozora, akkor feltételt kaphatunk arra, hogy a polinomoknak

legyen kozos gyokiik:

1 —2u w4yt —2vy+0?—1 0

0 1 —2u u? +y? —2vy +0% -1
(a® — ) 0 a*(y® —a® + ) 0

0 (a? — c?) 0 a?(y* — a* + )




A resultant fiiggvény a kovetkezd eredményt adta:
R(f(x),9(x)) = c'y* + (4a’c®v — dctv)y’+
+(—2a*c? 4 4a*u? + 4a*v? 4 2a%c* — 6a2c2u? — 10a2c20? + 2c*u? + 6¢t0? + 2a2c? — 2¢)y?+
+(—4a6v + 8a*c?v — 4a*u?v — 4003 — 4a%ctv + 8a2cPuv + 8a2c%0® — 4ctu®v — 4c¢to® + 4atv — 8a2cPu + 4c4v)y+ (1.3)
1.3
+a® —2a8¢% — 2a%u? 4 2a50% + a'c? + 4atPu? — 40 c0? 4 atut + 20 u0? + atot — 202U+

+2a?c*0? — 2a2Put — 4a?Puv? — 2a2Pv? + tut + 2¢tuPo? + ctot — 268 + 40P — 2a*u? — 2a*0? — 2a%ct+

+4a??u? 4 4a%Pv? — 2c*u? — 2c*0? + a* — 2422 + 4

Latszik, hogy az R(f(z),g(x)) rezultans mar csak két valtozotol fiigg: y-tol és a-tol. Az igy
kapott kétvaltozos polinom gyokeit meghatarozva feltételt talalhatunk arra, hogy az egyenlet-
rendszernek legyen megoldéasa. Az f(x) f6egyiitthatoja 1, igy ha a rezultans 0, akkor az f(z)-nek
és g(z)-nek van kozos gyoke.

Ahhoz, hogy a két alakzatnak kozos pontja legyen, nem elegendd, hogy f-nek és g-nek van
kozos gyoke x fiiggvényében, az is kell, hogy az y valtozo fiiggvényében legyen kozos gyokiik. Ha
azt is szeretnénk, hogy ez a pont érintési pont legyen, akkor az kell, hogy pontosan egy valos
gyoke legyen az R(f, g)(y)-nak. Ez akkor teljesiil, ha a valos gyok négyszeres gyok, vagy akkor,
ha kétszeres, és ezen kiviil csak nem valés komplex gyokok vannak. Ha tobbszoros gyokoket

keresiink, az R(f,g) diszkriminansat érdemes meghatérozni:
4096¢* (a — ¢)%(a + c)®a*u'g(a)

Itt g(a) egy a*-ben negyedfokt polinom, melynek egyiitthatéi u, v és ¢ tobbvaltozos polinomjai.

Azt fogom vizsgalni, hogy milyen esetekben lehet 0 a diszkriminans.

e Ha ¢* nulla lenne, az azt jelentené, hogy a fokusztavolsag nulla, azaz Jancsi és Juliska

ugyanott lennének. Ez egy elfajul6 eset, ami kevésbhé érdekes.

e Ha a* lenne nulla, akkor Jancsi vagy Juliska a kér egy pontja lenne, azaz mar eleve a to

partjan allna, ez is tulsdgosan leegyszertisitené a problémat.

e Ha u* nulla, akkor a kor kozéppontja az y tengelyen van, mely az A és B pontok fele-
zémerGlegese. Ekkor a legrévidebb 1t mindig szerkeszthetd: Jancsi a felez§ merGleges és

a kor metszéspontjandl itatja meg a lovat.

e Ha (a — ¢)%(a + ¢)® nulla volna, az azt jelentené, hogy (a + ¢)(a — ¢) = 0. Mivel feltettiik
azt, hogy a, ¢ > 0, igy (a + ¢) nem lehet nulla. De 2a > 2c¢-nek is teljesiilnie kell, ezért

a # ¢, tehat a? — ¢® mindig pozitiv.

Ez azt jelenti, hogy a g(a) polinom gyokeit kellene vizsgalni, ami tal bonyolultnak tiinik,

igy megprobalunk egy ennél jobban kezelhet6 polinomot keresni.



1.2. Megoldas keresése a koszinusz-tétel segitségével

A fény adott kozegben mindig gy terjed, hogy a terjedési idének szélsGértéke (altalaban
minimuma) legyen. Ha feltételezziik, hogy kozben végig azonos sebességgel (azaz véaltozatlan
kozegben) halad, akkor ez a legrovidebb vagy leghosszabb utat jelenti. Fizikailag tehat a fenti
probléma megfogalmazasa a kovetkezd: adott egy pontszert fényforras (A), egy téle kiilonb6z6
B pont, és egy gombtiikér. Hol verddik vissza a fény a gombtiikrén, hogy az A pontbol érkezé
fénysugar atmenjen a B ponton? Szemléletesen azt gondoljuk, hogy az 1.2 dbra jeldléseinek
megfelelGen torténnek a dolgok, vagyis az ott egyenlének jelolt S szogek valoban egyenlGek.
Megtanultuk ugyanis a siktiikor visszaverésénél, hogy a beesési szog és a feliilet normélisa altal
bezart szog mindig megegyezik a normalis és a visszaverddési szog altal bezart szoggel. Geomet-
riai és fizikai szemléletiink alapjan tgy érezziik, ez gdmbtiikor esetén is igaz. Szerencsére a fény
terjedése ebben az esetben jol kezelhet6 matematikailag, derivalassal egyszeriien belathatjuk a
szogek egyenlségét, ezt a 2.3 részben meg is tessziik.

A megoldas soran adottnak tekintjiik az a, b és ¢ értékeket; a kor sugarat az altalanossag

megszoritasa nélkiil 1-nek vehetjiik. Az ismeretlenek x, y és cos (.

1.2. 4bra. Koszinusz-tételes megoldas



Koszinusz-tétel a haromszogekre.

a’> =1*+2* — 2rcos B (1.4)
b* =12 +y* — 2ycos 3 (1.5)
=2 +y* — 2rycosyp (1.6)

A cosy értéke kifejezhetG cos 5 segitségével, ugyanis cos¢ = cos(—25). Mivel a koszinusz-
fiiggvény paros, cos (—23) = cos(23). Az addiciés tétel miatt: cos (23) = cos? 8 — sin® 5. A
Pithagoraszi-azonossag alapjan cos? 8 + sin? 8 = 1, tehat cos? f — sin® B = 2cos® 8 — 1, vagyis

cos p = 2cos? 3 — 1. Eszerint az (1.6) Osszefiiggés az aldbbiak szerint modosul:

=2+ y* —2ry(2cos’ B — 1) (1.7)

1.2.1. Megoldas z-re
A (1.4) egyenletbdl kifejezziik cos -t

2+ 1—a?

cos B = 9

A kapott értéket behelyettesitjitk a (1.5) és (1.7) egyenletekbe:

24+ 1—a?
2z

211_g2)2
62:x2+y2_2xy 2(.%"‘_@)_1
422

V¥ =1+y"—2y

Szorzunk a nevezGkkel, majd 0-ra rendezziik az egyenleteket:

0=z+azy* — (22 + 1 —a®)y — xb*
0=2a2®+ay* —y(x® +1—a*)? + 22y — 2c°
Hogy a rezultidns modszert hasznélni tujdjuk, rendezziik y hatvanyai szerint a tagokat, és ne-
vezziik el az igy kapott polinomokat f(z,y)-nak és g(z,y)-nak:
flr,y) =ay® — (2* +1—a)y +x — ab® (1.8)
g(z,y) = 2y + (2a%2® — 2* —a* +2a* — D)y + 2° — 2 (1.9)
Tekintsiik most gy, hogy az f és a g az y polinomjai, tovabba az © = o és y = 3 ezek T-beli
kozos gyokei. Ekkor ha felirjuk a két polinom R(f(y), g(y)) rezultansat, agy, hogy x = «, akkor

természetesen a T-beli egyiitthatos R(f(y),g(y)) = 0, hiszen f(y)-nak és g(y)-nak kozds gyoke
B. Ez azt jelenti, hogy « gyoke az R(f(y),g(y))(z) polinomnak. Ha most azt tessziik fel, hogy

9



az R(f(y),g(y))(z) polinomnak létezik egy a gyoke, azaz R(f(y),g(y))(a) = 0, akkor x = «
esetén vagy van kozos gyoke a két polinomnak az y véaltozora, vagy a, = b, = 0. Jelen esetben
a, = b, = x, azaz * = 0 esetén is nulla lesz a rezultans. Ekkor azonban Jancsi a té partjan
allna, és a feladat til egyszerd volna.

Mindez azt jelenti, hogy az R(f(y),g(y))(x) gyokeit meghatarozva feltételt adhatunk az

(1.8) és (1.9) egyenletbdl allo egyenletrendszer megoldhatosagara. A két polinom rezultansa:

T —(z*+1—a?) x — ab? 0
R(f.g) = 0 T —(z*+1—a?) T — ab?

r (2a%z% — 2t — a* +2a® — 1) 3 —cPx 0

0 x (2a?2% — 2t —a* +2a®> — 1) 2° — 2w

R(f,g) értékére a resultant fliggvény a kovetkezst adta:

R(f,g) = b*2'° — (4a*b* — a® + b* + *)a®—
—(—6a*b? + 3a* + a®b* — 3a*c* + a® + b* — 2¢*)a’—
—(4a°b?* — 3a% — 5a*b* + 3a*c® + 3a* — 2a%c® + a® + b* — 207? — b + ¢ + Pt -
—(—a®® + a® + 3a°b* — 6°c* — 3a° — 3a*0* + 2a*c® + 3a* + a®*b* — a*c® — a?)a?
Lathato, hogy a rezultans értéke mér csak z-t6l fiigg. Az z? minden tagbol kiemelhetd, ha

leosztunk vele, egy 0j h(x) polinomot kapunk:
h(z) = b*2® — (4a®b* — a® + b* + ?)a°—
—(—6a*b* + 3a* + a®b* — 3a*c* + a® + b* — 2c¢%)zt—
—(4a°V* — 3a® — 5a'b* + 3a*c® + 3a* — 2a*c® + a® + b — 267 — b* + ¢t + PP+
+a®b? — a® — 3a%b* + 6°¢% + 3a® + 3a** — 2a*c® — 3a* — a®b? + a*c? + a®

A jobb attekinthetdség érdekében vezessiik be a z = 22 valtozot:

h(z) = b%2* — (4a*b* — a® + b* + ¢*)z*—

—(—6a'* 4 3a* + a*b* — 3a*c® + a® + b? — 2¢%) 27— (110)
—(4a°b* — 3a® — 5a*b? + 3a*c® + 3a* — 2a*c + a® + b* — 2% — b + 4 )2t '
+a®* — a® — 3a%b* + 6°c* + 3a® 4 3a*b? — 2a*c® — 3a* — a*b* + a*c® + d?

Ez a polinom az elézénél sokkal jobban kezelhet6. Harom paramétertdl fiigg. Mivel ezek

hossztsagok, a, b és c is pozitiv valds szadmok.

1.2.1. Allitas. Az x szdm szerkeszthetdsége ekvivalens a legrividebb 1t szerkeszthetdségével.
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Bizonyitas. Természetesen, ha a legrovidebb 1t szerkeszthetd, akkor x is szerkeszthets. Most
tegyiik fel, hogy = szerkeszthet6. Bebizonyitjuk, hogy ekkor a legrovidebb 1t is szerkeszthetd.
Az A pontbol z sugéarral kort szerkesztiink. Ez két helyen fogja metszeni az eredetileg megadott
kort. A legrévidebb ut a kett6 koziil abban a pontban érinti a tavat, melyet Gsszekotve a B
ponttal, nem metsziik el Gjra a kért. Ha megvan, hol kell Jancsinak érintenie a tavat, akkor a
legrévidebb utat is megszerkeszthetjiik. [

Ez azt jelenti, hogy (tekintettel arra, hogy z szerkeszthetGsége ekvivalens z szerkeszthetd-

ségével) z szerkeszthetGségét vizsgalva eldonthetjiik, hogy a feladat megoldéasa szerkeszthetd-e.

1.2.2. Megoldas cos -ra

Az el6z6 megoldas utan észrevettiik, hogy mashogy megoldva az egyenletrendszert, az a-ban
és a b-ben szimmetrikus egyenlethez jutnank, melyek egyetemi tanulmanyaink soran gyakran
bizonyultak hasznosnak. Ezért tjra megoldjuk az (1.4), (1.5) és (1.7) egyenletekbdl allo egyen-

letrendszert. A megoldas soran ismét polinomok rezultansaval dolgozunk. Rendezziik 0-ra az

egyenleteket:
0=1%+2°—2x —a*cos 3 (1.11)
0=1%+y*—2y —b*cosf3 (1.12)
0= +y*> — 22y — *(2cos* B — 1) (1.13)

Harom egyenletiink, és harom valtozonk van. Az els6 egyenlet az y-to6l nem fiigg, a masodik
pedig az x-t6l. Lattuk, hogy a rezultans-modszer két egyenletre miikddik jol. Csoportositsuk az

x hatvanyai szerint a 1.11 és 1.13 egyenleteket:
0=21%—2cos(B)x +1—d?
0 =2 —2y(cos* (B) — D + y* — ¢
Vezessiik be az f(x,y,cos ) és a h(x,y,cos ) polinomokat:
f(z,y,cos B) = 2* — 2cos (B)x + 1 —a®
h(z,y,cos B) = x* — 2y(cos® (B) — D)x + y* —

Ha z fiiggvényében irjuk fel a két polinom rezultansat, akkor, mint lattuk, az x valtozé kikii-

szObolhets az egyenletekbdl.

1 —2cos () 1—a? 0

R(F.1) = 0 1 —2cos () 1—a?
’ 1 —2y(cos? (B) — 1) y? —c? 0

0 1 —2y(cos? (B) — 1) y* — 2

11



A resultant fiiggvénnyel kiszamitva a az eredmény:

R(f,h) = q(y, cos B) = y* + (—8cos® B + 4 cos B)y*+
+(—16a? cos* B — 16 cos* B + 16a* cos® B — 12 cos® B — 2a* — 2¢* + 2)y*+
+(8a*cos®B + 8c* cos® B — 8 cos® B — 4a? cos f — 4c? cos B + 4 cos B)y—
—4ctcos? B+ at —2a*P + P+ 1

A kapott R(f, h) polinom méar csak az y és cos (5 értékektdl fiigg, ugyantgy, ahogy a 1.9 kifejezés.

Tekintsiik a kovetkezd polinomokat:
g(y,cos B) = y* — 2cos (B)y + 1 — b? (1.14)

R(f,h)(y,cos B) = y* + (—8cos® B + 4 cos B)y*+
+(—=16a’* cos* B — 16 cos* B + 16a? cos® B — 12 cos® B — 2a? — 2¢* + 2)y*+ (1.15)
+(8a*cos® B + 8c* cos® B — 8 cos® 3 — 4a® cos 3 — 4c? cos B + 4 cos B)y—
—4c?cos? B+ at —2a*cF + ¢+ 1
Az eddigiekhez hasonloan kikiiszoboljiik az y valtozot az R(g, R(f,h)) rezultanssal, melynek

értékét resultant figgvény adta:

R(g,q) = cos® 3(256a*b"* — 256a*b* — 256a%b* + 256a%b°c* + 256a°b*)+
+ cos® B[(—64a® — 512a*b* + 576a'b* 4 128a*c? + 64a* 4 576a%b* + 384a’b*c?)+
+(—64ac* — 640a%b* — 64a’c — 640° + 128b*c? + 64b* — 64b*c* — 64b*c?)|+
+ cos® B[(32a°* + 112a° + 320a*b* + 64a*b?c® — 368ab* — 208a*c* — 128a*5)+
+(—32a%0° + 64a°b"'c® — 368a%b* — 32a%b*c! + 32a*b*c? + 512a%b® + 80a*c! + 128a°c?)+
+(1126° — 208b*c? — 128b* + 80b%c* + 128b%c* + 16¢° + 16¢*)]+
4 cos?® B[(36a°b* — 48a° — 64a*b* — 64a*b?c* + 48a*b* + T2a c?)+
+(32a%b° — 64a%b*c? + 48a%b* + 32abc* 4 112a*b%c? — 481° + 720 c? + 64b* — 24c5 — 32¢h)]+
+a® — 4a5® — 4a5¢% + 6ab* + 4a'b?? + 6a’ct + 8a' P —
—a?b® + a®b e + 4a’hct — 160°V° ¢ — 4028 — 16a%c*+

408 — 4bSc* + 6b*ct — 8b e — 4b?S — 16b%ct + & + 166
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Hogy attekinthetbb legyen a polinom, bevezetjiik a cos? 8 = t helyettesitést:
p(t) = t1(256a%b* — 256410 — 256a%b* 4 256a%b*c? + 256a2b%)+
+3[(—64a8 — 512a*b* + 576a*b? + 128a*c? + 64a* 4 576a%b* + 384ab*c?)+
+(—64a%c? — 640a%b? — 64a’c? — 6465 + 128b*c? + 64b* — 64b%c* — 64b% %)+
+12[(32a°0? + 112a° + 320a*b* + 64a?b*c? — 368a*b* — 208ac? — 128a*)+
+(—32a0° 4 64ab*c® — 368ab* — 32a?b%c* + 32a%b?c? 4 512a%b? + 80a’ct + 128a%c?)+
(11205 — 208b*c? — 128" + 80b%c? + 128b%¢? + 16¢° + 16¢1)]+ (1.16)
+t[(36a°b% — 48a° — 64atb? — 64arb?c? + 48a*b? + 72a" ? + 324%b° — 64ab )+
+(48a%b* + 32a%b?ct + 1120202 c* — 4865 + 726 c? 4 64b* — 245 — 32¢1))+
+a® — 465 — 4a°c? + 6a™b* 4 4a*b?? + 6a’ct 4 8atcr—
—a?b% + a?b* P + 4a?b*ct — 16a** P — 4a%S — 164>+
+08 — 465t 4 6bict — 8bie? — 4b3 P — 1663t + & + 166
1.2.2. Allitas. Az § szig szerkeszthetdsége ekvivalens a legrovidebb 1t szerkeszthetdségével.

Bizonyitas. Az nyilvanvalo, hogy ha a legrovideb ut szerkeszthets, akkor /3 is. Erdekesebb
kérdés, hogy ennek a megforditasa is igaz-e. Tegyiik fel, hogy S szerkeszthets. Ekkor sin 3 is
szerkeszthetd, ugyanigy, ahogy % A szinusz-tétel miatt % = % Ez azt jelenti, hogy sin~y
is szerkeszthets. Ha sin-y szerkeszthetd, akkor «y is szerkeszthetd, ekkor pedig a legrovidebb
ut is. Ugyanis, ha az AO szakaszra az A csicsnal felmérjiik a v szoget, akkor az igy kapott

szogszarral a kort elmetszve, megkapjuk azt a pontot, ahol Jancsinak érintenie kell a tavat. [

1.3. abra. Ha 3 szerkeszthetd, akkor a legrévidebb 1t is

Az igy kapott polinom valéban szimmetrikus a-ban és b-ben, ezért kifejezhetnénk a szim-
metrikus polinomok alaptételének segitségével az egyiitthatokat. Bar ez szép feladat lenne,

megprobalunk még egy ennél is egyszeriibb vagy jobban kezelhet6 polinomot keresni.

13



1.3. Megoldas keresése komplex szamok segitségével

Az 1.4 abran lathatoak a hasznalt jelolések. Ezek koziil adottnak tekintjik az a, by, bo
értékeket, a cosa és a sin« ismeretlenek, tovabba feltehetjiik, hogy a kor orig6 kozéppontu

egységkor. Az A, B és C' a megfelel§ komplex szamokat jelolik.

B(o,ib,)

C(cosa:sina)

a Al@.0)

1.4. dbra. Megoldas komplex szamokkal

Egyenld szogeket keresiink. Bar eddig a pontig még nem bizonyitottuk, C%A sz0ge meg-
egyezik C_LB szogével. Tudjuk, hogy a komplex szdmokat trigonometrikus alakjukkal felirva,

két komplex szam hanyadosanak a szoge az osztando és az osztd szogének kiilonbsége. Ez azt

is jelenti, hogy a C—aA komplex szamot osztva a CTCB komplex szammal, a kapott (A_Cé#
komplex szam szoge 0°. Ekkor igaz a kovetkezs:
(A=C)(B=C)
o2 e Rt (1.17)
Sajnos az, hogy a két komplex szdm hanyadosédnak szége 0°, nem ekvivalens az elgbbi alli-
tasunkkal. Ehelyett vegyiik a (A*Cé# € R feltételt, mely viszont mar az. Ekkor igaz a
kovetkezd: (A—C)B—0)
Im ( o2 ) =0 (1.18)
Felhasznalva az adott paramétereinket, a kovetkez6 egyenletet kell megoldanunk:
Im (@ — cosar — isina)(by —|— {)Qi — cosa — isin «) _0 (1.19)
(cosa + isina)?

(cos a—i sin )2
(cos a—isin a)?

Az 1.19 egyenletet szorozva 1 = -nel, a nevez6bdl eltiinik ¢, igy elegendd csak a

szamlalo képzetes részével foglalkozni:

z = (a—cosa —isina)(by + byi — cosa — isina)(cos a — isin a)?
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A fenti szorzatot az erpand fiiggvénnyel bontottuk fel, majd z képzetes részét vettiik:

Im(z) = asin® o — by cos asin® v — aby sin® o + by sin® a4

+absy cos® o + asin a cos? a + by sin av cos? o + 2aby sin acos a — by cos®

Ezen a simplify(z,trig) fiiggvény segitségével tovabbi trigonometrikus atalakitasokat hajtottunk

végre:
Im(z) = asina + by sin o 4 2ab; cos asin a — aby + 2ab, cos* o — by cos a = 0 (1.20)
Az (1.20) egyenletben sin o mindeniitt maximum elsé hatvianyon szerepel, ezért kiemelhetjiik:
aby + by cos a — 2aby cos® a = sin a(a + by + 2ab; cos )
Négyzetre emelve az egyenletet, sin o immar a masodik hatvanyon lesz:
b2(a + cosa — 2acos® a)? = sin® a(a + by + 2ab; cos a)?

Ne feledjiik, hogy a négyzetre emelés nem ekvivalens atalakitas, itt hamis gyokok keletkezhet-

2

nek! Az ismert Osszefiiggés alapjan sin® o = 1 — cos? «, ezt helyettesitve az el6z6 egyenletbe:

b5(a + cos a — 2a cos® ) = (1 — cos® a)(a + by + 2ab; cos a)?

A jobb attekinthetség érdekében vezessiik be az x = cos a helyettesitést. Az expand és simplify

fiiggvények segitségével O-ra rendezziik az egyenletet, igy megkapjuk a keresett polinomot:

f(z) = (4a®0? + 4ab3)2* + (4ab? + 4aby + 4b3a)r®—
—(4a®b] + 4a®b; — a® — 2ab; — b — b3)z*— (1.21)
—(4a®b; — 2b3a + 4ab?)x — a* — 2aby — b + by’

Nyilvanvalo, hogy cos « szerkeszthetGsége ekvivalens a legrovidebb 1t szerkeszhetGségével,

ezért elegendd az f(x) polinom gyokeinek szerkeszthetGségét vizsgalni.
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2. fejezet

(Geometrial szerkeszthet6ség

A geometria egy nagy kérdése, hogy milyen problémék szerkesztheték korzével és vonalzo-
val. Azt példaul a legtobb kozépiskolas tudja, hogy 20°-os szoget nem tudunk szerkeszteni, azaz
tetszbleges szoget nem tudunk harmadolni. Ennek bizonyitdsa azonban tul mutat a geometrian,
és erGsen tamaszkodik absztrakt algebrai fogalmakra, allitasokra, melyekkel minden tanarsza-
kos hallgat6 megismerkedett harmadik félévben. Eppen ezért a legalapvetbb fogalmakat nem
részletezziik, csak azokat a definiciokat, allitasokat mondjuk ki, melyek tilmutatnak az Algebra
3 targy tanagyagan. A fejezet elméleti hattere Hermann Péter kurzusa és jegyzete [4] nyoman

irodott.

2.0.1. Definici6. Legyen K < L test, és tegyiik fel, hogy L tartalmazza egy nem nulla K[x]-
beli f # 0 polinom &sszes gyoket (legyenek ezek ay, ..., a, € L), ekkor a K(aq, ..., a,) test az
f polinom felbontdsi teste K foldtt.

2.0.2. Allitas. Minden f € K[z] polinomnak egyértelmiien létezik felbontdsi teste K folitt.

Egyetemi tanulmanyaink sordn megtanultuk, hogy egy r szam akkor és csak akkor szer-
keszthetd, ha az alapadatok altal generalt testb&l méasodfoki bévitések sorozataval eljuthatunk
egy olyan testhez, mely tartalmazza r-t. Ennél azonban tébbet is mondhatunk. A kiévetkezd

allitas sokkal hasznosabb lesz munkank soran.

2.0.3. Allitas. Legyen K, eqy szerkesztési feladat alapadatai dltal generdlt test. Ekkor egy
r € R szdm akkor és csak akkor szerkeszthetd, ha az r szam K folotti minimdlpolinomjdanak

felbontasi teste Ko-nak 2-hatvdnyfoki bévitése.

2.1. Polinomok Galois-csoportja

A Galois-csoport meghatarozasa segitségiinkre lehet szerkesztési kérdések eldontésében. A

kovetkez6kben bemutatjuk a Galois-csoport néhany fontos tulajdonsagat, majd ezeket a tu-
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lajdonsagokat felhasznalva meghatarozzuk bizonyos polinomok Galois-csoportjat. Latni fogjuk,
hogy ez mér elegendé a szerkeszthet&ség kérdésének megvalaszolasara.

A tovabbiakban legyen f egy irreducibilis n-edfoku K(C C) f6l6tti polinom, melynek K
folotti felbontéasi teste L. Ekkor:

1. A K < L testbgvités foka megegyezik f Galois-csoportjanak elemszamaval.
2. Az f polinom Galois-csoportja az S,, permutéaciocsoport valamely részcsoportja.

3. Ha K < L véges, akkor a polinom Galois-csoportjat egy f fokdval megegyezs hosszusagu

ciklus generalja.

2.1.1. Allitas. Tegyiik fel, hogy f € Z[x], ésp egy alkalmas prim, igy, hogy fmodp POlinOMNAK —
melyet az f polinombdl gy tudunk elddllitani, hogy egyitthatoit modulo p vessziik — nincs tobb-
sz0r0s gyoke a felbontdsi testében. Ekkor fmodqp Galois-csoportja izomorf f Galois-csoportjanak

eqy részesoportjdval.

Az el6z6 allitasban feltétel, hogy a modulo p vizsgalt polinomnak nem lehet tobbszoros
gyoke. Ez azt jelenti, hogy a polinom rezultansa modulo p nem lehet nulla, azaz f rezultansa
nem lehet oszthato p-vel.

A fenti allitasok segitségével kivetkeztetéseket vonhatunk le polinomok Galois-csoportjarol.
A Galois-csoport elemszama megegyezik a felbontési test bévitésének fokaval, igy el tudjuk

donteni, hogy a szerkesztés elvégezhetG-e.

Példa. Elegendd ismeretet szereztiink ahhoz, hogy a negyedfokid polinomunk gyokeir6l meg-
allapithassuk, hogy szerkeszthetGek-e. Mivel a komplex megoldas soran kapott polinom tiinik
a legyegyszertibbnek, kezdjiik ezzel a vizsgalodast. Az (1.21) polinomba konkrét értékeket he-
lyettesitek. Legyen a = 2, by = 0 és by = 3. A vizsgalt polinomunk ekkor:

fi(z) = 1442* — 722% — 1312° + 362 + 32

Ez irreducibilis, hiszen modulo 7 vizsgalva a 42% + 52% + 222 + 2 + 4 polinom irreducibilis. Ha
f1(z) reducibilis volna, akkor modulo 7 is az volna.

A polinom diszkriminansat a Maple program segitségével szamitottuk ki. Ertéke: 81977831424 =
212.32. 71 - 31321, ennek primosztoival nem fogunk szdmolni.

Mivel modulo 7 vizsgalva 42445234222+ 2+4 irreducibilis, a polinom felbontéasi testének foka
oszthato a polinom fokaval, azaz néggyel. Ez azt jelenti, hogy a Z; f6l6tti fi__,, polinom Galois-
csoportjanak elemszama is oszthato néggyel, igy — tudvan, hogy a Galois-csoport részcsoportja

az eredeti polinom Galois-csoportjanak — f; Galois-csoportjanak elemszama is oszthato lesz

néggyel.
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Ha modulo 11 vizsgaljuk, f; két irreducibilis polinom szorzatara bomlik:
fiooan (2) = 10(z% 4+ 22% 4+ 62 + 7)(2 + 3)

Mivel 23422246247 irreducubilis Z1, f6l6tt, fi,

a1, Telbontasi testének foka oszthaté harommal,

ily médon f;__,,, Galois-csoportjanak elemszdma is oszthaté harommal. Azt is tudjuk, hogy
f1,..41, Galois-csoportja részcsoportja f Galois-csoportjanak, f Galois-csoportjanak elemszama
tehat szintén oszthaté harommal.

Tudjuk, hogy f1 Galois csoportja részcsoportja Sy-nek. Azt is belattuk, hogy a Galois-
csoport elemszama oszthaté 3-mal és 4-gyel, oszthato lesz tehat 12-vel is. Sy-nek csak két ilyen
részcsoportja van, A, és onmaga. Ez mar persze elegends a szerkeszthetGség kérdésének megva-
laszolasédhoz, hiszen igy a felbontasi test foka nem lehet 2-hatvany, de most mér hatarozzuk meg

a polinom Galois-csoportjat! Tekintve, hogy fi irreducubilis negyedfokt, a Galois-csoportot

mod7
egy négyhosszi ciklus generalja. Errél tudjuk, hogy péaratlan permutacio, igy a Galois-csoport

nem lehet Ay, ami a paros permutéaciok csoportja. Tehat az f; polinom Galois-csoportja az Sj.

2.2. Hamis gyok keresése

A polinomok Galois-csoportjanak megallapitasa igen elegans, &m kozépsikoldban aligha tar-
gyalhato. Megprobéalunk tehat egy konnyebben emésztheté modot taldlni a nem-szerkeszthetGség
belatasara. Sajnos ez nem tal egyszeri feladat, konsruktiv modszerekel nem jutottunk ered-
ményre, ezért ugy dontottiink, olyan polinomokat keresiink, melyeknek van egy ,szép” gyoke,
héatha ezek utén észrevesziink valamit. Ehhez megnézziik, hogyan lehet a polinomnak 1/2 gyoke,
majd igyeksziink olyan eseteket keresni, amikor ez egy hamis gyok. Ilyenkor a polinomunk
f(2) = (22 — 1)g(z) alaku ahol g(z) harmadfoku és tobbnyire irreducibilis.

Helyettesitsiink be z = $-et a (1.21) polinomba:

1
f <§> = 0 = 3ab] — b3a® + 6a’b; + 6ab] — 2b3a + 3a® + 6aby — b3 + 3b7

Erdekes kérdés lehet, hogy hogyan viselkedik a polinom a fiiggvényében, de helyettesitsiink be

inkabb konkrét értéket, legyen a = 2. Ez a polinom mér csak b;-t6l és bo-t6l fiigg:

27, 9
ozzb3—1b3+9b1+3

Szorozzunk fel a nevezGvel, hogy eltlinjenek a tortes egyiitthatok:

0 = 27b? — 9b3 + 36b; + 12
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Fejezziik ki b3-et (szerencsére az eredeti polinom is mindig négyzetesen fiigg bo-t6l, igy minden
a-ra hasonloan jarhatunk el):
1
b3 = §(271)2 + 36b; + 12)

Most ,elfelejtjiik”, hogy z = L megoldas, és visszahelyettesitjiik f-be az el6bb kiszidmitott b2

2
értéket az a = 2 feltétellel:
2 ]_6 2 4 2 8 2 3
+ (44 4b; — 1507 — 5(2 4 3b1)*) 2°+

4 4
+ (—16b1 + §(2 +3b1)? — 8b§) z—4—4b) — b + 3 (24 3by)?

Ezutén kiilonb6z6 by értékekre faktorizéltuk a polinomot, bizva benne, hogy valamiféle hason-

losagot fedeziink fel benniik. Pl. by = 0 < by = % 3 esetén:
4 3
5(22 —1)(82° =62 —1) (2.1)

Hab1:%<:>b2:

[SNES]
@

1
E(22 — 1)(4162% 4 722* — 3182 — 121)
Hab1:%<:>b2:\/§:
1
§(2z — 1)(2242° + 322% — 170z — 59)

Ha by =14 by = 3V/3:
1
§(22 —1)(2242° + 482 — 1742 — 73)

Hab1:2<:>b2:§\/§i
16

3(22 —1)(382% + 922 — 302 — 13)
Ha by = 500 < by = 132,/3:

4

g(2z —1)(6012008z* + 15030002 — 4884006z — 2067001)
Ha by =599 (prim) < by = L??Q\/gz

1
g(zz —1)(345024322° + 86256002% — 28029630z — 11862001)

Ugy ttinik, minden racionélis a-ra és b;-re egy elséfoku és harmadfoku irreducibilis szorzatara
bomlik a polinom, ha z = % megoldas. Erdekes lenne megvizsgalni, hogy igy van-e, de mi inkabb

gyakorlatban szeretnénk alkalmazni az eredményeinket. Ehhez vegyiik alaposabban szemiigyre a
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by = 0 esetet. Ekkor a harmadfoku tag cos 20 minimalpolinomja. A hasznalt paraméterezésben
egyértelmi, hogy z = % lesz a valos gyok. De vajon létezhet-e olyan paraméterezése, vagy
megfogalmazéasa a feladatnak, ahol cos 20 lesz a megoldas? Ha talalnank ilyet, akkor a példat
mér egy erdsebb kozépsikolaban is feladhatnank, és konnyen be tudnank latni, hogy a probléma

nem megszerkeszthets.

2.3. Kisérlet kozépiskolai feladat gyartasara

A dolgozat elején szerepelt egy allitas, melynek bizonyitasat itt célszert bemutatni.

2.1. abra. A 2.3.1 allitashoz tartozo abra

2.3.1. Allitas. A fenti dbra jeldléseivel ry + ro akkor minimdlis, ha sin 4 = sin (p.

Bizonyitas. Irjuk fel a koszinusz-tételt a két haromszogre:

L= \/R2+r124—2R7’Acosg0

Ty = \/RQ + 1% — 2Rrp cos (wo — ¢)

Az r1 + ry tévolsagosszegnek akkor van szélsGértéke, ha %(rl + ry) = 0. Azaz a kovetkezd

egyenletet kell megoldanunk:

—2Rrasin g 2Rrp sin (pg — @)

=0
2/ R2+1% —2Rrpcosp  2y/R*+ 1% —2Rrpcos g — ¢
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Vegyiik észre, hogy a nevezGkben ry és ry szerepel!

rpsin(pg — )  rasing

T2 T
Most hasznaljuk a szinusz-tételt:

T4 sSinfy T4 SIn .
— = — b — L. sin 54
71 Sin @ Tl
B S Op rpSin (Yo — .
re _ _ smp . (¢ w)zsmﬂB
ro  sin(go — ) To

Ez azt jelenti, hogy a derivalt akkor és csak akkor lesz nulla, ha sin 84 =sin g U
Nézziik, mit jelent ez a feltétell A sin 4 = sin Sp egyenléség akkor és csak akkor ll fenn,

ha 54 = [p vagy ha S5 = 180° — 4. Vegyiik észre, hogy az 1.3 részben targyalt megoldasban is

éppen ilyen gyokoket keresiink. 1.17 ugyanis nem csak akkor teljesiil, ha a % komplex

szam szoge 0°, hanem akkor is, ha 180°. Ez azt jeleni hogy az (A(_;C) és a (B%C) komplex szam

szOgének kiilonbsége 180°. Figyeljiik meg, a komplex szdmok segitségével valo megoldas és az
el6z6 levezetés soran a szogek iranyitasat! Az a, szog megegyezik (B—SC) szogével, ap szogének
irAnyitasa azonban ellentétes (A_TC) szogével. Ez azt jelenti, hogy ha a komplex szamok segitsé-

gével valo megoldés soran ugyanugy irdnyitanank a szogeket, mint az el6z6 levezetésben, akkor
(AEC)] + arg [ﬁ} = 180° feltételt kapnank. Tehat a negyedfokt polinom lehet-

itt is az arg[
séges gyokei kozott kell keresniink a legrovidebb és leghosszabb utak soran érintett pontokhoz
tartozo szogeket.

Ezek utan nézziik meg megint a 2.1 polinomot! Arra vagyunk kivancsiak, hogy milyen
szogek esetén teljesiil a 8cos®a — 6cosa — 1 = 0 Osszefiiggés. Ehhez gondoljunk bele, hogy

1

annak idején a cos3a = 5 egyenletbdl kiindulva, ekvivalens édtalakitasokat végezve kaptuk

cos 20 minimalpolinomjat. Ez azt jelenti, hogy 8 cos® o — 6 cos v — 1 = 0 azon szdgek esetén lesz

igaz, melyek megoldésai a cos 3o = % trigonometrikus egyenletnek:

3o =60° + k- 180°, ahol k € Z
a =20° + k- 120°,

vagy

3a=300°41-180° ahol [ € Z
a=100°+1-120°

A koszinusz fliggvény periodicitdsa miatt elegendd a [0°,360°] intervallumon keresni a megol-
dasokat: a; = 20°, g = 100°, aig = 140°, ayy = 220°, a5 = 260°, ag = 340°. Ne feledjiik el, hogy
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a 2.1 polinom akkor is nulla, ha z = cosa = %, igy tehat az ay = 60° és ag = 300° eseteket is
meg kell vizsgalni a szélsGértékek keresésekor. A 2.2 abran ezeket a szogek és a tavat ezeknél a

szogeknél érintG utak lathatok.

-1.2 22

2.2. abra. A lehetséges legrovidebb és leghosszabb utak

Az abran latszik, de kénnyen be is lathato, hogy amikor a = 60°, akkor az A-bol B-be
vezet$ Gt a kor érintGje. Ez egyben azt is jelenti, hogy nincs mas olyan tutvonal, amin Jancsi
szarazfoldon el tud jutni a tavat érintve Juliskdhoz. Nyilvanvalo, hogy ha o € [60°,300°],
akkor Jancsi mar azel6tt érinti a topartot, hogy a a-hoz tartozo keriileti pontot elérné. Ha
a € [300°,60°], akkor nem tud tugy eljutni Juliskihoz, hogy ne kelljen atgazolnia a tavon,
ugyanis ekkor « € [60° 120°]. Rdadéasul a haromszog-egyenlGtlenség miatt az érinté lesz a
legrévidebb 1t, ami azt jelenti, hogy a kérdést modositani kell, ha azt szeretnénk, hogy az
a1, . ..o valamelyike legyen a keresett megoldas. Szamoljuk ki tehat, hogy melyik ttvonal a
leghosszabb, ezutan majd ehhez igazitjuk a feladat szdvegét.

Az nyilvanvald, hogy nem a 20°-hoz és a 340°-hoz tartozo6 ttvonalak a leghosszabbak, mert
naluk hosszabb a 300°-on atmend ut. Az is vilagos, hogy nem a 100°-hoz tartozé ut a leg-

hosszabb, mert a 140°-néal érinté ut ennél hosszabb. Ennél ugyanakkor hosszabb a 220°-os
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szoget érinté at. Ez azt jelenti, hogy csak a 220°, 260° és a 3000 szogeket érintG utak hosszat
kell kiszamitani.
A 300°-hoz tartozo 1t hossza:

92 2
T300 = \/(2 — c0s60°)% 4+ sin? 60° + \/(3082 60° + (5\@ + sin 60°>

2
1\? 3 1 2 3
raon = (2——> ot ZCL(‘\@*_[)

1 2 V3 ’
7’3002\/§+ Z_L+<§\/§+7>

13 13
r300:\/§+\/§:\/§<1+g) ~ 3,81

A 260°-n4l érints Ut hossza:

2 2
Togy = \/(2 + 0s 10°)2 + sin? 10° + \/(3052 10° + (g\/g + sin 100)

4 4
Togo = \/4 + 4cos10° + cos210° + 1 — cos? 10° + \/1 —sin?10° + 3 + 5\/§sin 10° + sin? 10°

7T 4
To60 = \/5+4008100+\/§+§\/§sin10° ~ 4,54

A 220°-0s sz0ghoz tartozo ut hossza:

2 2
P90 = \/(2 + c0s 40°)2 + sin? 40° + \/cos2 40° + (g\/g + sin 400)

4 4
To90 = \/ 4 4 4 cos 40° + cos? 40° + 1 — cos? 40° + \/ 1 — sin?40° + 3 + 5\/§sm 40° + sin® 40°

7 4
T20 = \/5+4COS40°—|— \/g +§\/§sin4 °~4,79

A fentiek azt jelentik, hogy rogg a leghosszabb ut, amelyrsl azonnal latszik, hogy a probléma
ekvivalens a 40° szerkeszthet&ségével. S6t, mivel tudunk szoget felezni, ekvivalens a 20° szer-
keszthetGségével is. Err6l pedig a legtobb iskolaban bizonyitas nélkiil megtanitjak, hogy nem
szerkeszthetd.

Most megszerzett tudasunk birtokdban, adjunk fel az eredeti példank helyett egy masikat:
Pirip6cson triatlon versenyt rendeznek specialis szabalyokkal: A sorrend itt biciklizés, futas,
uszas. A kor alaka to partjan valahol elhelyeznek egy jelols bojat. A starttol a bojaig és a
bojatol a célig kijelolnek egy-egy egyenes szakaszt, ezeken a szakaszon folyik a verseny. A

versenyzdknek az elsé szarazfoldi szakaszon biciklivel kell megtenni a tavot, a toban tszni kell,
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a masodik szarazfoldi tavon pedig futniuk kell. A triatlonosok hiresek erénlétiikrél, ezért minél
hosszabb szakaszt szeretnénk kijelolni. Hol helyezziik el a bojat a t6 partjan, hogy a lehetd
leghosszabb versenytavot kelljen teljesiteniiik?

Mint lattuk, az igy kapott feladat elemi iton még nem megoldhato, sziikség van hozza cos 20
minimalpolinomjara, ily médon a minimélpolinom fogalméara és rengeteg alapoz6 ismeretre.
Elsfordulhat, hogy van egy olyan szép paraméterezés, amin kozépiskolasok szadmara is azonnal

latszik a megoldés, sajnos ezt mi most nem talaltuk meg.
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