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2. Bevezetés a szakdolgozathoz

Szakdolgozatom a kovetelményeknek megfelelden egy tanitdsi és egy
matematikai részbdl all. Eldszor a tanitasi résszel foglalkozom, melynek
témaja a geometriai szemléletfejlodés. Ezt kovetden a matematikai részt

fejtem ki, amely négy pont Steiner-fajanak vizsgalatara koncentral.

2016-ban Marx-Bursics Annaval és Muzsnay Annaval kozosen
készitettiink egy Tudomanyos Didkkdri Dolgozatot, melyben a magyar
kozépiskolasok geometriai szemléletfejlodését vizsgaltuk. Ez a dolgozat
képezi a tanitasi rész gerincét, koncentralva az altalam elvégzett munkara. A
vizsgalatot a Van Hiele elmélet alapjan késziilt nemzetkozileg elfogadott €s
alkalmazott teszttel végeztilk magyar kozépiskolasok korében. Fontosnak
tartottuk a téma vizsgalatat, hiszen a geometria fontos szerepet tolt be a
magyar matematikaoktatasban. Ezt jol mutatja, hogy a tanterv jelentds
oraszamot biztosit geometriatanitdsra és a kozépszintli érettségi feladatok
koriilbeliil 30%-a is geometria feladat. A dolgozat készitésekor elemeztem
az aktualis (2012-es) Nemzeti Alaptantervet, kozépszintli matematika
érettségi feladatokat, részt vettem a tesztek kitoltésének megszervezésében,
javitottam ¢és elemeztem a teszteket €s természetesen az esettanulmanyok

elkészitésében is részt vettem.

A matematikai rész f6 célja négy pont Steiner-fajanak megértése, amely
ekvivalens négy varos kozotti minimalis hosszu Gthalozat megtervezésével.
A téma targyalasat az izogonalis pont vizsgalataval kezdem, mely régen a
kozépiskolai tananyag részét képezte. Bar a kozépiskolai matematika
tananyag csokkentésével a téma a tantervbol kikeriilt, azonban ugy
gondolom, hogy az izogonalis pontra vonatkozoé ismeretek kozépiskolasok
szamara is konnyen megérthetéek és hasznosak. Ennek oka, hogy az
izogonalis pont egy optimalizalasi feladat megoldasa, amit a gyakorlatban is
hasznalnak. Az igy kapott Steiner-fa problémakor komoly jelentséggel bir
tobbek kozt az épitdiparban, varostervezésben, szamitogép iparban.
Dolgozatomban kevés kivétellel a téma egy lehetséges kozépiskolai

targyalasat mutatom be egyetemi szintli bizonyitasokkal kiegészitve.



3. Bevezetés a tanitasi részhez

Dolgozatunkban a magyarorszagi kozoktatasban tanuld didkok
geometriai megértési szintjét vizsgaljuk. Elsésorban a kozépiskoldsokra
koncentrdlunk. Ezt az 1950-es években kitalalt és azota tovabb fejlesztett
ugynevezett van Hiele szintek alapjan tessziik [4]. Ez a fajta mérés teljesen
elterjedt a nemzetkdzi szakirodalomban. A szintek osztalyba soroljdk a
kitoltdket a geometriai tudasuk alapjan. A Nemzeti Alaptantervbdl [12] és a
kerettantervbdl [8,9] kideriil, hogy melyik korosztaly melyik szinten
kellene, hogy legyen. A szintek mérésére 1étezik egy altalanosan elfogadott
teszt [16] amit kitoltettiink az orszdg szamos kozépiskolajanak minden
évfolyamaval. A teszt jogkoteles, az engedélyeket megszereztiik a szerzo6tol
¢és hozzajarulasaval leforditottuk magyarra. Ebben segitségiinkre volt Gydry
Akos kutatécsoportunk egy masik tagja. A tesztet kitdltettik tobb
kozépiskoldban, amelyek reprezentaljdk a magyarorszagi kozépiskolai
oktatas teljes skalajat. Az értékelésiinkbdl kihagytuk a specidlis matematika
tagozatos didkok eredményeit. A kozépiskolai tudas egyik f6 mérdje az
érettségi. A NAT kovetelményeit dsszevetjiik azzal, hogy milyen geometriai
fejlettségi szintet kivan meg az érettségi. A tesztek eredménye alapjan
altalanos képet alkotunk a magyarorszagi kozépiskolasok geometriai
fejlettségi  szintjéré6l és az  érettségi vizsga tanmenethez valo

alkalmazkodasarol.

Dina van Hiele-Geldof és Pierre van Hiele az 50-es években dolgoztak
ki a geometria megértésének szintjeit [4]. Elméletiikk része egy atfogobb
elméletnek, miszerint a matematika (¢s minden tudoméany) kiilonb6zo
terlileteinek vannak megértési szintjei. Ezek a megértési szintek egymasra
épiilnek ¢€s a tanitasi folyamat célja ezen szintek egymads utini elérése. A
megértési szintek koziil 6k a geometria megértésének szintjeit dolgoztak ki
részletesebben. Az elmélet magéaba foglalja azt is, hogy a kiilonb6z6 szinten
1évé emberek kiilonbozé nyelvet beszélnek, és a kiillonboz6 nyelvet
beszélok nem értik meg egymast. Ezalatt azt értik, hogy az egyik szinten
1évok nem fogadjak el a masik szinten érveldk indoklasait. Vagy azért, mert
folsobb szinten vannak, igy a masik személy érvei szamukra lathatdan

hianyosak, vagy azért, mert egy alsobb szinten példaul nem latjak, hogy az



adott allitds barmiféle indoklast igényelne. Erre mutatunk egy példat az
Osszefoglalo fejezetben. A hazaspar elmélete széles kortien elfogadottd valt,
¢s ennek kovetkeztében sokan kezdték vizsgalni a geometriai fejlodés
szintjeit. A 80-as években sziiletett meg a legismertebb teszt, amely ezeket
a szinteket hivatott mérni [16]. Ezt a tesztet legalabb negyven orszagban
alkalmaztak, példaul: az Egyesiilt Kiralysagban [18], az Amerikai Egyesiilt
Allamokban [17], Malajzidban[1], Hollandidban [4], a Dél-afrikai
Koztarsasagban [14], stb...

Malajziaban tobb tanulmany is foglalkozik a didkok fejlettségi
szintjével. A kozépiskola ott 13 éves korban kezdddik, és a geometriat tobb-
féle moédon tanitjadk. Chong [2] felmérte a masodik osztalyosok szintjét,
Rafidah kiterjesztette ezt 4. osztalyig [13], Tay[l5] pedig az els6
osztalyosokra koncentralt. A tanulmédnyok azt mutatjak, hogy a didkok elso,
masodik szinten vannak ¢€s csak irdnyitott van Hiele-tipust oktatassal jutnak

el a masodik szintre.

Az Egyesiilt Kiralysagban[7] kisebb az elvart szint, mint
Magyarorszagon és a van Hiele szint elérése nagyon fiigg az oktatasi
modszertdl. A legtdbb alsé éves kozépiskolas, az elsé és masodik szinten
teljesit, 40 szazalékuk az ottani kdvetelmény alatt. Ez egyben azt is jelenti,
hogy, a tanaroknak olyan tananyagot kell tanitaniuk, amely magasabb szintii

mint a didkoké. Késébb latjuk, hogy ez a fajta oktatds sosem célravezetd.

Hasonl6 a helyzet Gordgorszagban [10] is, ahol az oktatds még kevésbé
egyseéges ¢s megallapitjak, hogy elsdsorban azok az oktatok jutnak el az elsd
masodik szintre, akik elvégeznek egy geometria orat is. Ez a cikk nem ir az

ottani kdvetelményrendszerrol.

Magyarorszagon eddig csak altalanos iskolas tanulok vizsgalatara kertilt
sor [6]. Az Usiskin-féle teszt 6t szintet mér, de a késébbi szakirodalom, és
ahogy majd lathaté a mi vizsgélataink is azt mutatjak, hogy a van Hiele
hazaspar 6t szintjébdl az elsé négy az, amelyek valoban tiikrozik az elmélet
torekvéseit. Mi dolgozatunkban azt vizsgaljuk, hogy ez az elmélet hogyan

jelenik meg a magyarorszagi kozoktatasban.



4. A van Hiele elmélet

4.1. A szintek

1. szint, a raismerés szintje: Rajzrol, abrarol felismernek alakzatokat:
kor, téglalap, négyzet, stb.. Ezeket az alakzatokat egy egységként latjak. Az
alakzatok részeit és tulajdonsagait még nem ismerik fel. Egy négyzetre
példaul nem mondjak ra, hogy téglalap, vagy egy téglalapra, hogy
paralelogramma. Nem nevezik meg az alakzat részeit, mint példaul csucs,

oldal, szog.

2. szint, a vizualis vizsgalodas szintje: A tanuld felismeri az
alakzatok egyes részeit és az egyes részek viszonyat. Példaul egy négy
derékszoggel rendelkezd alakzatrol meg tudjak allapitani, hogy téglalap
(akkor 1s, ha nincs szépen lerajzolva). Egy rombuszrol tudjak, hogy
szemben 1évd oldalai parhuzamosak, vagy egyenlé hossztiak, de ezeket a
tulajdonsagokat még nem kotik Ossze. Egy egyenld oldalu négyszogrol
tudjak hogy rombusz. A kiilonbozd alakzatok tulajdonsigai kozti
Osszefliggéseket még nem latjak. Egy négyzetre még most sem mondjak ra,

hogy téglalap, vagy egy téglalapra, hogy paralelogramma.

3. szint, a fogalmak rendszerezésének szintje: A tanuld az egyes
tulajdonsdgokat mar rendszerben latja. A tulajdonsdgok rendszerezése
alapjan kovetkeztetéseket tud levonni, és ebben a rendszerben fontos
szerepe van az ok-okozatisignak: példaul egy haromszogben két oldal
egyenldségébdl kovetkezik két szog egyenldsége. Tudja és érti hogy minden
négyzet téglalap, minden téglalap paralelogramma. Latja, hogy ha egy
négyszO0g egyben téglalap ¢és rombusz is, akkor az négyzet. A
szakirodalomban tipikusan emlegetett példa a valtoszogek felismerése és az
azzal valo érvelés. Mas tipusu matematikai érvelésekre viszont még nem

képes. A geometriat még nem latja teljes ok-okozati dsszefiiggésben.

4. szint, a formalis kovetkeztetések szintje: Ez a szint egy
altalanosabb matematikai érettségi szint elérése a geometrian belill. Az
altalanos matematikai szint alatt azt értjiik, hogy mar megkiilonbozteti a
definiciokat, tételeket, bizonyitasokat. Az allitdsoknal felmeriil a bizonyitas

iranti igény, ezeket a bizonyitasokat értik és maguk is el tudnak végezni



egyszerlibb bizonyitdsokat. A geometridn beliill a tanuld megérti az
alapfogalmak és az axidomak meglétét, az utobbiakat el tudja kiiloniteni a
tételektdl. Példaul be tudja bizonyitani, hogy egy haromszognek van beirt
kore. Teljes axiomatikus bizonyitasra nem feltétleniil képesek. Példaul egy
négy derékszdggel rendelkezd négyszdgre ramondja, hogy a szemben 1évd

oldalak egyenldk, de nem érzi, hogy ezt még be kéne bizonyitani.

4.2. Kommunikaci6

Ahogy mar az elméletrdl szolo bevezetdben is emlitettiik, az elmélet
kimondja azt is, hogy a kiilonb6z6 szinten 1évé emberek kiilonb6zo
geometriai nyelvet beszélnek, illetve hogy a kiilonbozé nyelven beszélok
nem ¢értik, nem érthetik meg egymast. Ez levetiilhet a tanar-didk
kommunikéciora is, ha a tanar nem a tanulé megértési szintjén magyardzna.
Ekkor ugyanis a didk nem értheti meg a tanar magyarazatat egy fogalomrol
vagy indoklasat egy adott geometria feladathoz kapcsoloddan. Szamos
esetben el6fordul, hogy a tanar valamely allitast, fogalmat nem magyaraz el
részletesen, nem bizonyitja be [3]. Ugy gondolja, a didkok ezt mar tudjak,
mivel korabban tanultdk vagy maguktdl is ra tudnak jonni. Feltételezi, hogy
a didkokban meg van az igény és megfeleld tudas, hogy mélyebben
megvizsgaljak a tanultakat. A mas nyelven torténd kommunikalast az alabbi

példan keresztiil mutatjuk be.

Hol helyezkednek el a sikon azok a pontok, amelyek egy adott egyenestol d

tavolsagra vannak?
Erre példaul az alabbi valaszok érkezhetnek:

a) Az eredeti egyenessel parhuzamos ¢és attol d tavolsagra 1évo
egyenesen.

b) Két egyenesen, melyek az eredeti egyenessel parhuzamosak és attol
d tavolsagra helyezkednek el.

c) Két egyenesen, melyek az eredeti egyenessel parhuzamosak és attol
d tavolsagra helyezkednek el. Az egyik egyenest Gigy is meglehet
adni, hogy a megadott egyenesnek kijelolom egy A pontjat, amelybe

mer6legest allitok az egyenesre, majd felmérem ra a d tavolsagot.
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d)

f)

Végiil az igy kapott P pontban ujabb merdlegest allitok az AP
szakaszra.

Két egyenesen, melyek az eredeti egyenessel parhuzamosak és attol
d tavolsagra helyezkednek el. Az egyik egyenest elé lehet allitani
ugy is, hogy a megadott egyenesnek kijel61om két kiilonbozé C és D
pontjat, amelyekben merdlegest allitok a megadott egyenesre és
felmérem rajuk a d tavolsagot. Az igy kapott két ponton keresztiil
egyenest huzok.

Két egyenesen, melyek az eredeti egyenessel parhuzamosak és attol
d tavolsagra helyezkednek el. Az egyik egyenest gy is meg lehet
adni, hogy a megadott egyenesnek kijelolom egy A pontjat, amelybe
mer6legest allitok az egyenesre, majd felmérem ra a d tavolsagot.
Végiil az igy kapott P pontba ujabb merdlegest allitok az AP
szakaszra, jeloljik ezt az egyenest f-fel. Most megmutatom, hogy
ebben a félsikban ennek az egyenesnek minden pontja j6 és mas pont
nem felel meg. Tekintsiik ennek az f egyenesnek egy tetszéleges Q
pontjat és bocsassunk ebbdl merdlegest az e-re. Az igy kapott pont
legyen B. Az APQB négyszog A-nal, P-nél, Q-nal 1év6 szoge
derékszog, ezért a B-nél levo is derékszog. Tehat az APQB négyszog
téglalap. Igy szemben levd oldalai egyenld hossztak. TehatAP =
BQ = d. Mar tudjuk, hogy f minden pontja jo, tehat d tavolsagra van
e-t6l. Az egyenestdl vald tavolsdg definiciojat felhasznalva
megmutatom, hogy a félsik mas pontjai nem jok. Allitsunk e egy
tetszOleges pontjaba merdlegest e-re, legyen a tetszéleges pont X, és
a merdleges illetve f egyenes metszéspontja Y. EKkor XY = d, ebbdl
viszont kdvetkezik, hogy ha a merdleges egy Y-tol kiilonbozé Z
pontjat vizsgalom, akkor XZ tavolsag nem lesz d.

Két egyenesen, melyek az eredeti, e egyenessel parhuzamosak és
attol d tavolsagra helyezkednek el. Elegendd csak az egyik, az e
egyenessel hatarolt félsikra belatni. Legyen A az e egyenes egy
tetsz6leges pontja. Bocsassunk merélegest e-re az A pontban. Erre a
merdlegesre mérjiink fol d tavolsagot A-bol. Az igy kapott pont
legyen P. P-ben allitsunk merdlegest az AP egyenesre. Legyen ez az

egyenes f. Megmutatjuk, hogy az f pontjai jok és mas pontok nem
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felelnek meg. Eldszor belatjuk, hogy f parhuzamos e-vel. Mivel e és
f is szimmetrikus AP-re, e és f metszéspontjanak képe az AP
egyenesre is metszéspont lenne. Ekkor e és f egyeneseknek két
metszéspontja lenne, ez pedig nem lehetséges. Legyen Q az f egy
tetsz6leges P-t6l kiilonbozé pontja és Q vetiilete e-re legyen B.
Tiikr6zziik az e és f egyeneseket az AB szakasz felezOmerdlegesére.
Az e egyenes képe onmaga, mivel A képe B és B képe A. Legyen f
képe 1, P képe P’. EKkor AP szakasz képe BP’ szakasz. Es mivel a
BAP és ABQ szogek derékszogek, ezért P’ rajta van a BQ egyenesen
és BP’ hossza d. Az f és az 1~ egyenesek az AB felezémerdlegesén
metszik egymast. Mivel f parhuzamos volt e-vel, f” is parhuzamos e-
vel. A parhuzamossagi axioma miattf = f'. Tehat P’ eleme f-nek,
azaz P' = (@, igy a PQ szakasz hossza d. Ezzel belattuk, hogy az f
egyenes minden pontja d tavolsagra van e-t6l. A bizonyitas masodik

fele ugyanugy megy mint az el6z6 esetben.

Egy otodikes tanuld nagy valdsziniiséggel az a) ¢és b) valaszok
valamelyikét fogja adni, tehat a keletkezd alakzatot mar felismeri, de az
indoklés sziikségessége fel sem meriil benne, hiszen nyilvanvalo, szemmel
lathaté, hogy mi lesz az eredmény. Ez a kettes megértési szintrol
tantskodik. A ¢) és d) valaszok a harmas szint megfeleldi, hiszen itt mar ok-
okozati Osszefliggést is feltar a valaszadd azéltal, hogy az eredményhez

vezetO utat is részletezi.

Az ¢) lehetdség mar a négyes szintrdl arulkodik, hiszen logikusan
végigvezetett gondolatmenetet ismerhetink meg. Ugyanakkor a
matematikdval mélyebben foglalkozokat ez a gondolatmenet sem elégiti ki,
hiszen az indoklasnak egyszer csak vége szakad anélkiil, hogy a mi

esetiinkben példaul az axiémakig eljutottunk volna.

Egy a b) valaszt ad6 tanuloban valdszinileg fel sem meriil az igény,
hogy olyan szintii indoklast flizzon az eredményéhez, mint amit az f)
lehetdség mutat be. ,,Latja”, hogy a valasza helyes, és ez elég is neki, nem
jut eszébe megvizsgalni, hogy mas pontok nem lehetnek-e jok, vagy ezen
pontok mindegyike valdéban jo-e. Ha egy magasabb megértési szinten allo

didktarsa az e) valaszlehetdséget fejti ki, azzal nem tud mit kezdeni, hiszen
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egy nyilvanvalé dolgot minek magyarazunk? A gond abbol ered, hogy a

,nyilvanvalo” fogalma a kiilonb6z6 megértési szinteken mast jelent.

A matematikai bizonyitasokat, indokldsokat korabbi ismeretekig
vezetjiik vissza, vagyis valamilyen szdmunkra nyilvanvalé gondolatra
épitjiik érvelésiinket. Ezért két ember akkor tud egylittmiikodni, a koztik
zajlé kommunikéacié akkor lesz sikeres, ha a lathato, nyilvanvald dolgok
szamukra ugyanott vannak. Ha egy 6todikes gyereknek nyilvanvalo, hogy
két parhuzamos egyenes minden pontja egyenld tavol van a madsik
egyenestdl, akkor ez az 6 szdmara nem igényel bizonyitast. A tanar tudja,
hogy ezt a tanul6tol el kell fogadnia és azt is tudja, hogy ez az allitds nem
magatol értetddd. Nem minden geometridban igaz, csak a parhuzamossagi

axidma teszi igazza.

Amig a tandr nem méri fel a didkok szintjét, és kommunikacidjat nem
alakitja annak megfelelden, addig esély sincs arra, hogy a tanitasi folyamat
sikeres legyen a gondolkodas, problémamegoldd képesség fejlesztését
tekintve, legfeljebb a tényanyag atadasa valésulhat meg. Ha azonban sikertil
feltérképeznie a gyerekek megértési szintjét, azonos kommunikacioval aprd

1épésekben lehetdség van a fejlesztésre.

5. Kozoktatas és a szintek

5.1. Nemzeti Alaptanterv

Kutatasunk keretében megvizsgaltuk a Nemzeti Alaptantervet, hogy
lassuk, milyen fejlédést varhatunk el a kdzoktatasban résztvevd tanuloktol.
Megallapitottuk, hogy a NAT olyan fejlddési folyamatot ir eld, mely
egymasra €piilé elemekbdl 4ll, s amelynek elemei [ényegében egyértelmiien
megfeleltethetok a van Hiele szinteknek. A harmadik szint példaul a NAT-
ban a kovetkezOképpen jelenik meg: hatodik osztalyra elvarhato a targyak
Osszehasonlitasa, azonositasa, osztdlyokba soroldsa tulajdonsagok szerint, a
kozos tulajdonsdgok felismerése. Nyolcadik osztdlyra a tanulonak mar
rendelkeznie kell a sik- és térbeli alakzatok csoportositasanak képességével.

A negyedik szinten az el6irt fejlodés kovetkezo 1épeséfokaként a diakoktol
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elvarjak a bizonyitasi igényt illetve kozépiskolai tanulméanyaik végére

bizonyos bizonyitasok megértését, egyszeriibb bizonyitasok konstrualasat.

A NAT-ban megfogalmazott célokat a kerettanterv tovabb részletezi,
igy annak tartalmat is nagyitonk ala vettilk. Megallapitottuk, hogy az
altalanos iskola also6 tagozata szamadra eldirt tanagyag, példaul a haromszog,
négyzet €s téglalap felismerése, ezek eldallitasa rajzolassal szabadon vagy
egy-két tulajdonsdg megadasaval az els6 szinttel azonosithatdé. Az 5-6.
osztalyosoknak ismernie kell sikidomok, sokszogek (haromszogek,
négyszogek) szemléletes fogalmat, azaz a kettes szinttel kell rendelkezniiik,
majd képesnek kell lenniiik kiilonb6z6 alakzatokat tulajdonsagok szerint
csoportositani, azaz elvarhato, hogy eljussanak hatodik osztily végére a
harmas szintre. Késébb, 7-8. osztaly befejeztével mar a didkok kozelitenek a
negyedik szinthez azzal, hogy képesnek kell lenniiik tételek
megfogalmazasara megfigyelés alapjan és rendelkezniiik kell a bizonyitasi

igénnyel.

Osszességében tehat elmondhatd, hogy az 4ltaldnos iskola alatt a
harmadik, kozépiskola végére pedig a negyedik van Hiele szintre kellene

eljutniuk a gyerekeknek a NAT eldirdsai szerint.

5.2. Erettségi

A magyar kozoktatasban a tanulményok az érettségi vizsgaval
zarulnak, ezért az erre valo felkésziilés minden iskoldban kozponti szerepet
kap. Gyakran mind a tanarok, mind a didkok szemében az érettségi vizsgan
valoé jo szereplés az egyediili cél a tanuldk fejlesztése és Onfejlesztése

szempontjabol. [3,11]

A kozépszintli matematika érettségi két részbdl all: az egyik rész 12
feladatot tartalmaz, amelyek megoldasaként a didkoknak csak a
végeredményt kell feltiintetni 45 perc alatt. A masodik részben 6 darab tobb
feladatrészbdl allo hosszabb kérdés koziil az érettségizé tanuloknak 5-t kell
megoldaniuk 135 perc alatt, ahol a végeredményhez vezetd ut Iépéseit is fel
kell tiintetni. Az elmult 8 érettségi idoszak feladatsorait megvizsgalva
megallapitottuk, hogy az elsé részben szerepld feladatok 14,55%-a, a
masodik részben talalhatdé kérdések 29,13%-a geometria feladat.
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Megvizsgaltuk, hogy az érettségi elvarasai Osszhangban vannak-e a NAT
altal megfogalmazott célokkal. A kerettanterv és az érettségiben szerepld
geometria feladatok mennyisége alapjan azt feltételeztiik, hogy az érettségi
négyes szintet var el. Ezzel szemben azt A&llapitottuk meg, hogy a
kozEépszintli érettségi, melyet a kozépiskolas tanuldk kortilbeliil 95% tesz le,
legfeljebb harmas szintet kovetel meg. Erre mutatunk, most néhany példat.
A 2016-os tavaszi érettségi masodik részében taldlhatd az alabbi geometria

feladat:

a) Az ABC haromszog két csucsa A (-3; —1) és B (3, 7), sulypontja az

origo. Hatarozza meg a C csucs koordinatdit!

c) Adott az A (-3; —1) és a B (3; 7) pont. Szamitsa ki, hogy az x
tengely melyik pontjabdl lathato derékszogben az AB szakasz!

Ebben a feladatban a megértési szintek koziil a harmasra van sziikség,
igy persze az elsére és a masodikra is a szintek egymadsra épiilése miatt,
hiszen a megoldashoz fogalmak, definicidk, tulajdonsagok ismeretére van
szlikség, valamint alakzatok kozti Osszefliggések felfedezésére. A harmas
szinthez tartozik az aldbbi kovetkeztetés: abbol, hogy egy adott szakasz
derékszogben latszik a keresett pontbdl, kovetkeztetni kell arra, hogy a

szakaszra, mint atmérore irt Thalész-koron talalhato a pont.
Egy masik feladata 2014 0szérdl:

Egy biliardasztal jatékteriilete téglalap alaku, mérete 194 cm x 97 cm.
A jatékteriilet kozéppontja felett 85 cm-rel egy olyan (pontszeriinek
tekinthetd) lampa van, amely fénykupjanak a nyilasszége 100°.
c¢) Szamitassal allapitsa meg, hogy a lampa megvildagitia-e a
jatékteriilet minden pontjat! (11 pont, dbraval szemléltetve)
Ennek a feladatnak a megoldasakor tobb nehézség is adodhat. El6szor is a
szovegértés kapcsan: vajon hogyan kell érteni a pontszerli lampa
fénykupjat? Ez valosziniileg nem trivialis minden végzds didk szamara, bar
az abra segithet az értelmezésben.

A feladat megoldasakor eldszor is fel kell ismerni, hogy a kérdés egy

sik és egy kap metszetére vonatkozik. Innentdl Ilényegében csak
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szogfiiggvényeket kell hasznilni, ami szerencsés esetben rutinfeladat,
szemléletet nem igényel. Ezek alapjan ez a feladat egy masodik van Hiele
szinten all6 didk szamara teljesithetd, amennyiben rendelkezik a megfeleld

algebrai hattérrel.

Gyakran taldlkozunk az érettségi vizsgdkban az  alabbi
tipusfeladatként visszatérd feladattal. Mi a 2013-as tavaszi valtozatot

ismertetjiik:

A vizszintessel 6,5°-ot bezar6 egyenes ut végpontja 124 méterrel
magasabban van, mint a kiindulopontja. Hany méter hosszl az ut? Valaszat

indokolja! (3 pont)

Ennek a feladatnak a megolddsdhoz bdven elég az egyes, vagy

legfeljebb a kettes szint.

Osszefoglalva tehadt azt tapasztaltuk, hogy a kozépszintli érettségi
elvarasai nincsenek Osszhangban a NAT elvardsaival. Az elméleti, eloirt

elvarasok ¢és a valosagos elvarasok kozott nagy szakadék tatong.

6. A teszt

Kutatasunk kovetkezd 1épéseként a magyar kozépiskolasok geometriai
szemléletfejlodését vizsgaltuk, amelyhez az Usiskin-féle tesztet hasznaltuk.
A teszt az 6t van Hiele szintet méri, 25 feladattal, melyek koziil mindegyik
szinthez 5-5 feladat tartozik. Az elsé szintet méré feladatok kozott szerepel

az alabbi feladat is:

Melyik négyzet?

a. Egyik sem.

b. CsakG. A

C. Csak F és . D E
G.

d. CsakGésl F ¢ H

e. Mind az.

A negyedik szintet vizsgald kérdésekre pedig a kovetkezd feladat szolgal
példaként:
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Tekintsiik a kévetkezo sikban megfogalmazott allitasokat:
i. Két, ugyanarra az egyenesre meroleges egyenes parhuzamos.
ii. Egy egyenes, amelyik merdleges két parhuzamos egyenes egyikére,
merdleges a mdsikara is.
iii. Ha egy egyenes minden pontja egyenld tivolsagra van egy masik
egyenestol, akkor a két egyenes parhuzamos.
Az alabbi abrdan az m és a p egyenesek merdlegesek egymdsra, az n és a p

egyenesek is merdlegesek egymdsra.

2
N

v

X

»
L
y

~

A fenti allitasok koéziil melyikbdl kovetkezhet, hogy m és n parhuzamosak?

a. Csaki-bdl.
b. Csakii-bdl.
c. Csak iii-bdl.

d. i-bdl vagy ii-bol.
e. 1i-bél vagy iii-bdl.

7. Eredmények

7.1. Ertékelés

Vizsgalatunk soran az elsé négy szint eredményeire fokuszaltunk. A
feladatsor online formatumban ¢és nyomtatott formaban is elérhetd,
megoldasara 35 perc all rendelkezésre. Az altalunk felmért tanulok egy
része online feliileten, egy masik része pedig nyomtatott formaban tanorai

keretek kozott toltotte ki a tesztet.

Az adatok nem csak a mi altalunk végzett mérések eredményeit, hanem
Gy6ry Akos [5] Debreceni Egyetemen doktorandusz miskolci kozépiskolai

tanar kutatasanak eredményeit is tartalmazzak.

A felmért kozépiskolak kozott szerepel egy budapesti és harom miskolci

gimnazium, valamint egy zenei szakkozépiskola. Ezek mellett az ELTE
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matematika alapképzésében tanuld elsé éves hallgatok is kitoltotték a

tesztet.

Normal tantervli kozépiskoldban tanuld didkok kozil Osszesen 294
gyerek segitette munkankat a teszt kitoltésével, 109 kilencedikes, 105
tizedikes, 20 tizenegyedikes illetve 60 végzds. Ezen didkok koziil voltak,
akik 4ltalanos tantervli oktatdsban részesiiltek, olyanok, akik nyelvi
elokészitd osztalyba jartak, illetve olyanok is, akik az Arany Janos

Tehetséggondozd Programban vettek részt.

A hatvankét altalunk felmért zenei konzervatoriumban tanuld diak koziil
18 kilencedikes-, 17 tizedikes-, 15 tizenegyedikes-, 12 tizenkettedikesként

vett részt a felmérésben.

A specialis matematika tagozaton tanulé didkok korében végzett mérést
149 gyerek kozremiikddésével végeztiik, akik koziil 54 kilencedikes, 63
tizedikes illetve 32 tizenegyedikes volt. Az  eredményeiket GySry Akos [5]

elemezte.

Kivancsisagbol kitoltettiik a tesztet kétszer is az ELTE els6éves
matematika szakos hallgatoival. Osszesen 65-en toltotték ki a tesztet elsd
alkalommal, és 18-an a masodik alkalommal. Eldszor a masodik félév
elején, a geometria 1 tantargy legelsé orajan, majd ellendrzés céllal a félév
végén. A masodik kitoltés célja az volt, hogy megallapithassuk mennyit

fejlodtek a félév soran.

Osszesen tehat 570 tanuldval toltettiik ki a tesztet, akik a kdzépiskolds

korosztaly teljes spektrumat lefedték.

A NAT eldirasai alapjan a kozépiskolas didkok osztalyonkénti
eredményeinek linedris fejlodését vartuk, mely soran az elméletileg
harmadik szinten 4ll6 kilencedikeseknek a tizenkettedik osztdlyra a
negyedik szintre kell eljutniuk. A matematikushallgatok megértési szintjérdl

egyértelmiien a legmagasabb, négyes szintet feltételeztiik.

A gimnaziumok eredményeit az alabbi tablazat foglalja Ossze. A

gimnaziumokat itt nem nevezziik meg, hanem A, B, C, D betiikkel jeloljiik.
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1. tablazat: Gimnaziumi eredmények

Osztaly A B C D Atlag
9. 2,29 2,10 2,09 2,46 2,22
10. 1,82 2,16 2,21 1,86 2,08
11. 3,43 - 2,50 - 2,60
12. 2,43 2,67 2,89 1,00 2,19

Ezekbdl az eredményekbdl harom dolog egyértelmiien kiolvashato.
Egyrészt az, hogy a gimndziumba bekeriild didkok altal elért eredmények
atlaga a teszten 2,22 az elvart 3 helyett. Ez 1ényegében iskolatol fliggetlen,
hiszen az atlagok mindegyik iskoldban 2,09 és 2,46 kozott mozognak.
Masrészt, hogy a végzds didkok sem érik el a tolik elvarhato szintet.
Harmadik megallapitasként pedig kimondhatjuk, hogy a gimndziumi évek
alatt a geometriai megértési szintek atlaga nem fejlédik, hiszen a kilencedik

osztalyos tanuldk atlaga 1ényegében megegyezik a végzds didkokéval.

Az egyetlen pozitiv iranyba kiugrd érték az az ,,A” gimndzium
tizenegyedik osztalyosainak 3,43-as atlaga, mely lényegében megfelel a
NAT altal eldirt tizenegyedikes szintnek. Megoriiltiink ennek az
eredménynek ¢€s azt gondoltuk hogy ezt az eredményt egy erds matematika
fakultacios csoport érte el. Kérdésiinkre azonban a tanarné elmondta, hogy
a csoport valoban fakultaciéra jar, de biologiabol. A csoport dsszesen hét
f6s, igy a tanarndnek volt elég ideje a tananyagot a NAT elvarasainak

megfeleléen megtanitani.

A tesztek alapjan tehat arra kdvetkeztethetiink, hogy a hagyomanyos
gimnaziumokban a gyerekek geometriai fejlettségi szintje nem a NAT
elvarasainak megfelelden alakul. Lathato, hogy ez az atlag alig-alig valtozik
évfolyamonként és a gimndziumbdl kikeriilok atlaga is csupan 2,19, tehat az
elméleti bemeneti szintet sem éri el a gyakorlati kimenet. Nagy atlagban az
tapasztalhatd, hogy a kozépiskoldban nem fejlédik a didkok geometriai

megértési szintje.

19

Fo6

109

105

20

60




A gimndziumi eredményektdl elkiilonitve értékeltiik a zenei
konzervatorium eredményeit a kiugréan alacsony értékek miatt. A 2.
tablazat adatait vizsgalva megallapithato, hogy ebben az intézményben sincs
fejlodés, sét a gyerekek az altalanos iskola alsé tagozatiban elvarhato

masodik szintet sem érik el.

2. tablazat: Zenei szakkozépiskola eredményei

Osztaly Atlag Fo6
9, 1,17 18
10. 1,59 17
11. 1,13 15
12. | 1,17 12

A BSc-sek koziil heten teljesitettek a harmas szint alatt, a kozépiskola
bemeneti szintjét sem érve el. Ez a vizsgalt hallgatok 10%-a. A tobbi
hallgaté eredménye két részre oszthatd: 31-en a alltak a harmas szinten, és
csupan 27-en a negyedik szinten. Ez anndl is megddbbentobb, minthogy
ezek a hallgatok mar elvégeztek fél évet az ELTE matematika szakan.
Erdekes megfigyelni, hogy pontosan az elit gimnaziumbol érkezé hallgatok
érték el a négyes szintet. Az elvarasunknak megfelelden ez azt jelenti hogy a
matematika szakos hallgatok erésebb geometria tudassal rendelkeznek mint
kortarsaik, de els@sorban iskolafliggden sokan nem érik el a kivant és NAT
altal is eldirt 4-es szintet. Az utdlagos kitdltés szintén megfelelt az
elvarasainknak, hiszen a didkok megértési szintje nem valtozott. A 18
diakbol 8-10 aranyban voltak a 3-as illetve 4-es szintet irok és mindnyajan

ugyanazt a szintet érték el, mint a félév elején.

7.2. Esettanulmanyok

A matematikus  hallgatok  tesztjeinek  kiértékelése  utan
esettanulmdnyok keretében megvizsgaltuk gondolkoddsmodjukat. A teszt 65
kitoltéje koziil 12 fovel végeztiik el az esettanulmanyt. Az volt a célunk,
hogy megvizsgaljuk, a teszt altal mutatott szint hogyan jelenik meg a

gyakorlatban, tehat egy konkrét feladat megoldasanal milyen moédszereket,

20



eszkozoket hasznalnak a kiilonbozd szinteken allo személyek. Hipotézisiink
az volt, hogy az azonos szinten allo6 személyekben hasonldo mértéki
bizonyitasi igény jelenik meg. Tovabba a magasabb szinten allo

személyekben nagyobb a bizonyitasra valo igény.

Az esettanulmanyok soran egy, vagy tobb feladatot adtunk a
hallgatonak. Mikozben a hallgatd levezette az altala helyesnek gondolt
megoldast, azt figyeltiink, hogy van-e igénye a bizonyitasra, meg tudja-e
fogalmazni a bizonyitando allitast, illetve figyeltiik, hogy a bizonyitashoz
milyen eszkozoket haszndl. Ugyanis a BSC-s hallgatok szinte kizarolag a 3.
illetve a 4. szinten alltak, és a van Hiele elmélet szerint e két szinten allo
csoport kozott a bizonyitasi igény, tovabba a bizonyitdsok konstrualasanak

képessége a kiilonbség.

A feladott feladatok a kovetkezOk kozil kertiltek ki:

1. Hol helyezkednek el a sikon azok a pontok, amelyek egy adott

egyenestol d tavolsagra vannak?
2. Bizonyitsuk be, hogy a haromszognek van beirt kore!

3. Vizsgaljuk meg egy téglatest alak(i szoba egy sarkat. Itt harom
téglalap talalkozasabol alakul ki egy sarok. Helyettesitsiik a
téglalapokat  szabalyos  haromszogekkel. Hany  szabalyos

haromszoggel lehetne kirakni egy sarkot?

Az els6 feladatot 1ényegében minden esettanulmany soran feladtuk.
A masik két feladatot két modon alkalmaztuk. Egyrészt volt, hogy a 2. vagy
3. feladattal kezdtiik az beszélgetést bemelegitésképpen. Masrészt ha azt
tapasztaltuk, hogy a hallgatd nem tud hozzdkezdeni az elsé feladathoz,
tovabba segitd kérdéseink sem vittek elérébb a feladatmegoldast, akkor
attértiink egy masik feladatra.

Az 1. feladatot hallva eldszor mindenki lathatdoan meglepddott,
valdsziniileg nehezebb feladatra szamitottak. Ennek ellenére volt, aki csak
az egyik egyenest vette észre a két feltételeknek megfeleld koziil. Miutan a

valaszt elmondtak, kértiik, hogy indokoljak is meg; ezt magatol senki sem
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kezdte el. Ekkor altalaban ujra meglepetés volt leolvashatdé az arcukrol:
“Bizonyitani? Ezt? Mit kell ezen bizonyitani?” Ezek utan harom markansan

elkiiloniilo reakciot figyeltiink meg.

1. Volt, aki bar megtalélta a helyes megoldast, 1ényegében hozza sem
tudott kezdeni az indoklashoz. Nem volt a bizonyitast eldrevivo
gondolata, és azt sem tudta megfogalmazni, hogy mit kellene
belatni. Ennek értelmében az adott hallgato legfeljebb a 3. megértési
szinten all.

2. Volt olyan hallgatd, aki a megoldason tal tudott a bizonyitast
elérevivé gondolatot is mondani, de azt nem fogalmazta meg, hogy
mit kell belatni, tehat hogy az altala emlitett pontok jok, a tobbi
viszont nem. Ezen hallgatok szintén legfeljebb a 3. megértési szinten
allnak.

3. Volt olyan hallgato is, aki ha nem is teljesen Onalléan, de a
bizonyitand6 allitasokat meg tudta fogalmazni, és a gondolatmenetet

is el tudta kezdeni. Ez az elmélet szerint a 4. szintnek felel meg.

A tesztek eredményei mindhdrom esetben analégok voltak az

altalunk megfigyelt szintekkel.

A maésodik feladat altalaban nem okozott gondot. Felismerték, hogy
azt kell megmutatniuk, hogy a harom belsé szdgfelez6 egy pontban metszi
egymast és ez a pont megfeleld lesz a beirt kor kdozéppontjanak, melynek
sugara innentdl egyértelmii. Ez sikeriilt is nekik. Megjegyezziik, hogy ez a

bizonyitas kozépiskolai tananyag.

A harmadik - megfogalmazasaban talan rendhagyo - feladatban az
elsé nehézség a feladat megértése volt. Ezutdn minden megkérdezett eldszor
arra a kovetkeztetésre jutott, hogy haromnal tobb sikidom esetében mindig
lehetséges csticskot létrehoznunk. Ilyenkor ravezetésképpen megkértiik,
hogy magyarazzak el, hogy 4, 5, stb. db haromszdg esetében hogy néz ki a

csiicsok, ezutan altalaban rajottek, hogy 6 haromszog esetében sikot kapunk.
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Az esettanulmanyokat elemezve megallapitottuk, hogy az azonos
szinten all6 hallgatok hasonl6 modon kezdték el megoldani a kapott

feladatokat, illetve a bizonyitasi igényiik megegyez6 mértékben fejlett.

Azt tapasztaltuk, hogy azon hallgatok esetében, akikkel modunk volt
elvégezni az esettanulméanyt, a mért van Hiele szintek egybeestek a
hallgatok altalunk tapasztalt megértési szintjeivel. Ez azt jelenti, hogy
megfigyelésiink szerint két élesen elvald csoportra lehet osztani a
hallgatokat, mely csoportok megegyeznek a teszt eredményei szerint
elkiilonithetd csoportokkal. Az egyik csoportbeli hallgatokban felmeriilt a
bizonyitas igénye, és egyszerlibb bizonyitast el tudtak kezdeni. A masik
csoport tagjaiban a bizonyitds igénye nincs meg, egy adott probléma
esetében az illetének nincs oOtlete, hogy milyen modon lehetne bizonyitani,

bar az eszkoztéara elvileg adott.

8. Osszegzés a tanitasi részhez

Dolgozatunkban a magyarorszagi kozépiskolasok geometriai megértési
szintjeit vizsgaltuk. Az Usiskin-féle tesztek alapjan megallapithato, hogy a
kozépiskolaban a didkok geometriai megértési szintje nem a NAT
elvarasainak megfelelden alakul. A NAT az altalanos iskola végeztével a
harmadik, a kozépiskola végeztével a negyedik szintet varja el. A mérések
alapjan megallapitottuk, hogy a kilencedikesek ¢€s a tizenkettedikesek is a
kettes €s a harmas szint kozott vannak. Ezek szerint mar a kozépiskolaba
keriild gyerekek sem allnak a téliikk elvart szinten, és ebbdl a lemaradott

helyzetbdl a kdvetkezd négy év tanulmanyai sem tudjak dket kiemelni.

Elgondolkodtunk azon, hogy mi lehet ezen nem tal fényes eredmények
hatterében. Két okot vizsgaltunk meg részletesebben. Az egyik ok az
érettségi  kovetelmény, a masik pedig az esetleges nem megfeleld

kommunikacio tanar és diak kozott.

A legtobb kozépiskolaban a tandrok szinte kizardlag az érettségire
készitik fel a tanulokat. [3,8] Az érettségin valo jo szerepl€s szinte egyediili
célként jelenik meg, hiszen a tandrok, a didkok és az iskolak mindsitése
Soran is az ¢érettségin nyujtott jo teljesitmény az egyik legfontosabb

szempont. Az érettségi viszont, ahogyan azt korabban megallapitottuk, nem
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kovetel meg harmadikndl magasabb megértési szintet. Ez a tény
csokkentheti, és gyakran csokkenti is a tanarok motivaciojat a NAT szerinti
oktatdsra, ami a tananyag mennyisége miatt érthetd is. Ha a szamonkérésben
nem a problémamegoldés, hanem a rutinfeladatok elvégzése kap hangstlyt,
természetes, hogy az oktatasban is ez kap nagyobb szerepet. Osszefoglalva,
a koOzépszintli érettségi elvarasai nincsenek Osszhangban a NAT
elvarasaival. Az elméleti, eldirt elvarasok €s a valosagos elvarasok kozott

nagy szakadé¢k tatong.

A masik ok, amelyet kiemeliink, a tanar és a tanitvany kozti esetleges
nem megfelel6 kommunikéacid. Ahogy az elmélet is kimondja €s a példan is
szemléltettiik, ha nem megfeleld nyelven kozelitjiik meg a tanulokat, akkor
esély sincs arra, hogy magasabb megértési szintre juttassuk el Oket.
Beigazolodott az elméletnek az a tétele, hogy az egyetlen jarhato ut az, hogy
a didkok megeértési szintjét megismerve az adott szintrdl kezdjiik el vagy
folytassuk a tanitasi folyamatot. Igy lesz lehetdségiik ,.felvenni a fonalat”.
Amig a tandr nem méri fel a didkok szintjét, és kommunikacidjat nem
alakitja annak megfelelden, addig esély sincs arra, hogy a tanitasi folyamat
sikeres legyen a gondolkodas, problémamegoldd képesség fejlesztését
tekintve, legfeljebb a tényanyag atadéasa valdsulhat meg. Ha azonban sikeriil
feltérképeznie a gyerekek megértési szintjét, azonos kommunikéacioval apréd
Iépésekben lehetdség van a fejlesztésre. Ezt igazolja a BSc-sekkel végzett
kisérlet is, ahol a 4-es szinten megszolitott &m 3-as szinten 1évd didkok nem

mutattak fejlédést a félév soran.
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9. Bevezetés a matematikai részhez

Hol menjen az autopalya Budapest, Miskolc, Nyiregyhéza és Debrecen
kozott, ha a lehetd legkevesebb aszfaltot szeretnénk felhasznalni az
¢épitkezés soran? Hova fektessiik le a vizvezetékcsoveket egy tijonnan épiild
varosrészben, ha a legrovidebb vizvezeték-halozathoz szeretnénk jutni?
Vagy hogyan kossiink Ossze néhany pontot vezetékkel egy plexilapon
nyomtatott aramkorok esetében a legkevesebb vezeték felhasznalasaval?
Dolgozatomban ezekre a kérdésekre keresem a valaszt a matematika, azon

beliil pedig a Steiner-fak segitségével.

10. A modellalkotas

Mivel a bevezetoben emlitett kérdések a valds vilagrol szoélnak, de a
matematika eszkozeivel szeretnénk rajuk valaszt talalni, ezért tekintsiik at a

modellezés folyamatat.

Modellezési problémak megolddsa soran kapcsolatot teremtiink a
matematikai, illetve a valos vilag kozott. A modellezési problémak

megoldasanak egy idealizalt folyamatat a kovetkez6 1épések irjak le [7]:

1. a probléma megértése és egy individudlis ,,szitudcios modell”
alkotéasa

2. egyszersitjilk a szitudciés modellt, hiszen a valos életbdl vett
problémak igen komplexek és meghatdrozzuk a konkrét
feladatot, 1étrehozzuk a ,,valds” modellt

3. matematizalas: a valds modellt leforditjuk a matematika nyelvére
létrehozva a matematikai modellt

4. matematikai eszk6zok segitségével megoldjuk a matematikai
modellben felallitott problémat

5. visszavetitjilk a matematikai megoldast a valds vilagba, kapunk
egy valos megoldast

6. validaljuk a valés megoldast Osszevetve az eredeti szituacioval
¢s ha a kapott eredmény nem kielégitd, akkor a modellezési
folyamatot ijra kezdjiik a 2. [épéstdl

7. feltarjuk az egész megoldasi folyamatot
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A folyamat lényege tehat a kovetkezd: adott egy valos probléma, melyet
leforditunk a matematika nyelvére, majd az igy nyert matematikai
problémat megoldjuk matematikai eszkdzokkel és megkapjuk a matematikai
megoldast. A matematikai megoldast visszavetitjiik a valos vilagba és
kapunk egy valos megoldast, melyet validalni kell, azaz végig kell gondolni,
hogy ez a megoldas mit is jelent, 6ssze kell vetni az eredeti problémaval ¢és

ki kell értékelni az eredményt.

11. A Steiner-fa

Az els6 kérdés tehat, hogyan épitsik meg az autopalyat Budapest,
Miskolc, Nyiregyhaza és Debrecen kozott ugy, hogy a lehetd legkevesebb
aszfaltot kelljen felhasznalni az épitkezés soran. Ahhoz, hogy a kérdésre
valaszt talaljunk matematikai eszkozokkel, az el6z0 fejezet alapjan meg kell
alkotnunk a matematikai modellt. Nézziik meg eldszor, hogy maga a valos

szituacid mirdl szol, mi lesz a ,,valos” modell!

Ha jobban szemiigyre vessziik a kérdést, lathatjuk, hogy az val6jaban
nem az aszfaltrol szol, hanem a pénzrél. Vagyis kérdés ugy hangzik: hol
menjen az autdpalya ezen négy varos kozott, ha egy adott céggel
megvaldsitva a tervet a lehetd legkevesebb pénzt szeretnénk raszanni az
épitkezésre? A valasz sok mindentdl fiigghet, de ha idealisak a viszonyok,
akkor az autopalyara forditand6 Osszeg egyenesaranyos a felhasznalt aszfalt
mennyiségével, amely az thalozat hosszatol figg. Ezért a valés modell

ezen négy varos kozotti legrovidebb tthalozat keresésérdl szol.

A probléma egyszeriisitett matematikai modellje pedig ezek alapjan a
kovetkezd: keressiik az euklideszi sikon négy nem kollinearis pont kozott
azt a haldzatot, amelynek az Osszhossza a lehetd legrovidebb. Itt a hossz
alatt az euklideszi tavolsagot értjiik. Tovabba megengedett, hogy tetszdleges
szamu pontot vegylink fel a sikon, melyek a legkisebb Osszhosszisagu

halozat csucsai lesznek.

Ez az haldzat, amit megszeretnénk talalni, az ugynevezett minimalis
Steiner-fa. Nevét egy német matematikusrol, Jakob Steinerrdl (1796-1863)
kapta [6], aki szamos ismert geometriai problémat oldott meg, adott egzakt

bizonyitast rajuk. Mieldtt a matematikai modellben megfogalmazott négy
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ponthoz tartozé Steiner-fa problémaval foglalkoznank, el6szor vizsgaljuk
meg a kérdést harom pont esetén. Ezt kovetden, ha a matematikai modellben
megoldottuk a problémat, az eredményeinket validaljuk, hiszen a valos
helyzet komplexitdsa miatt tobb egyszerlsitést is végrehajtottunk a
modellezési ciklus sordn. Ez a 1épés kifejezetten fontos, hiszen latni fogjuk,
hogy még a Budapest, Miskolc, Nyiregyhaza és Debrecen kozotti autopalya
esetében validalas igazol minket, addig a Biatorbagy, Paty, Budakeszi ¢s

Budaors kozotti uthalozat esetében nem.

12.Harom pont Steiner-faja
12.1. A Fermat-pont

Harom pontra tehat a kérdés a kovetkezoképpen hangzik: adott az
euklideszi sikon harom nem kollinearis pont. Hol van kdzottiikk a minimalis

0sszhosszusagu haldzat?

A valaszhoz két esetet fogunk megkiilonboztetni. Elsé esetben a hdrom
pont altal meghatarozott haromsz6g minden szoge kisebb mint 120°. A
masodik esetben pedig ennek a haromszognek van egy legalabb 120°-0s

szoge.

Mindkét eset ahhoz a feladathoz vezet minket vissza, melyet Pierre de
Fermat 1643-ban tett feljegyzései kozott talalhatdo [8]. Nevezetesen: Adott
harom pont a sikon. Keressiik azt a pontot, melynek tavolsagosszege e
haromhoz minimalis. Bar a feladat Fermat nevéhez flizédik, 6 maga nem
adott ra megoldast, azonban levélben elkiildte Mersenne-nek [3]. Az akkori
tudomanyos élet szokasai szerint Mersenne tovabbitotta a feladatot
Torricellinek, Vivianinak, Cavalierinek. A problémaval késobb tobben is
foglalkoztak, igy lassan egy terjedelmes problémakdrré ndtte ki magat ez az
egyszeriinek tin6 feladat. Az els6 megoldas Torricelli nevéhez fiiz6dik [9],
aki az elsd esettel foglalkozott, ezért a kérdéses pontot szokas Torricelli-
pontnak, a feladat kitalaléja utan Fermat-pontnak, a problémakdrhoz
kapcsoldddan pedig Steiner-pontnak is nevezni. A madsodik esetre az elsé

bizonyitast Cavalieri adta [1].
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Az els6 esetben, melyet lebegd esetnek is szokas nevezni, Fermat
feladatara a megoldas a haromszog izogonalis pontja lesz. Ez az a pont,
amelybdl a haromszdg oldalai egyenld szogben, azaz 120 fokban latszanak.
Masodik esetben, azaz a kotott esetben pedig a kérdéses pont a
tompaszognél levo csucs. A lebeg6 és kotott elnevezés a Fermat-pontnak a

megadott pontokhoz viszonyitott helyzetébdl adodik.

Tobbféle bizonyitas is sziiletett a feladatra, melyek koziil az els esetre a
sokak altal legelegansabbnak tartott bizonyitast J. E. Hofmann adta [2]. Ez a
forgatason alapuld kozismertebb bizonyitas részletesen megtalalhat6 példaul
Szmerka Gergely cikkében [8] vagy Partos Boglarka TDK dolgozataban [4].
Szakdolgozatomban Toricelli elsé esetre adott eredeti bizonyitdsat mutatom
meg. Toricelli eleve feltette, hogy a Fermat-pont egyértelmiien 1étezik, ezért
bizonyitasabol az deriil ki, hogyha Iétezik a Fermat-pont, akkor az a
haromszog izogondlis pontja lesz. A 1étezés azonban egyszerli geometriai

eszkozokkel belathatd, ahogy Hofmann forgatdsos bizonyitasaban lathato.

Tétel: Adott hdrom nem kollinedris pont a sikon, amelyek altal
meghatdrozott haromszdg minden szoge kisebb, mint 120°. Ekkor az a pont,
melynek tavolsdgosszege e haromhoz minimalis a haromszog izogonalis

pontja.

Bizonyitas: Legyen a megadott harom pont A, B, C, a keresett pont pedig P.
Legyen e az A, B, fokuszponti P-n athaladd ellipszis, k pedig a C
kozéppontli P-n athaladé kor. Igy a kornek és az ellipszisnek 1 vagy 2 kozos
pontja lehet. Ha 2 kozdspontjuk van, akkor metszik egymast, vagyis kK
korvonalnak létezik P’ pontja, mely az ellipszisnek belsd pontja. Ekkor
AP+BP >4P’+BP’, hiszen P az ellipszis egy pontja, vagyis AP+BP=2a,
ahol 2a az ellipszis nagytengelye, P’ pedig belsé pont, tehat AP’+BP’< 2a.
Ezenkivil CP=CP’ mivel mindkét pont a korvonalon van. Ez pedig
ellentmondas, hiszen ebben az esetben P’ pont A, B, C pontoktol vett
tavolsagosszege kisebb, mint P ponté. Ha 1 k&zds pontja van, akkor a két

alakzat érinti egymast, az érintési pont pedig P. (Lasd 1. Abra.)
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1. Abra: Fermat-pont

A két alakzat k6z0s érintdjét meghuizva a P pontba adodik, hogy APC < =
BPC«. Ez az ellipszis érintéinek szogfelezétulajdonsagabol és a kor érintési
pontba huzott sugaranak érintére valé merdlegességébol kovetkezik. Mivel
A, B, C pontok szerepe felcserélhetd, ezért APC < = BPC< = APB<. Vagyis
a P pont, mely a haromszog Fermat-pontja, egyben a haromszdg izogonalis

pontja is. O

Torricelli és Cavalieri erre az esetre szerkesztési eljarast is adott. A
szerkesztés soran a haromszog oldalaira kifelé szabalyos haromszogeket
rajzoltak, majd ezen hdromszogek koréirhatdé korét szerkesztették meg.
Ezeknek a koroknek a metszés pontja lesz az izogonalis pont, hiszen ezek
éppen az eredeti haromszog oldalaira irt 120°-os latokorivek. (Lasd 2.

Abra.)

2. Abra: Izogonalis pont szerkesztése

Simpson szerkesztési eljarasa ehhez nagyon hasonlo: Emeljlink
szabalyos haromszogeket az ABC haromszog oldalaira és nevezziik el az 1j

csticsokat 4°, B’, C’-nek! Ekkor az 44°’, BB’, CC’ egyenesek kozos
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metszéspontja lesz az izogonalis pont, tovabba
AA’=BB’=CC’=AP+BP+CP. Ennek oka, hogy BB’'C és AA’C illetve AA’B
¢s CC’B haromszogek egybevagoak, tovabba APCB’ egy koron van,
amelyre alkalmazhat6 a kertileti és kdzépponti szogekre vonatkozo tétel és
CPB’, APB’ haromszogekben az oldalak kozti Osszefiiggések. (Lasd 2.
Abra.)

A kotott esetben, vagyis, ha az A, B, C pontok altal meghatarozott
haromszognek van egy legalabb 120°-o0s cstcsa, akkor az a P pont, melynek
e haromtol vett tavolsagdsszege minimalis, a tompaszognél 1évo cstcs lesz.
Ennek oka, hogy a lebegé esetnél megismert bizonyitas akkor nem
mukodik, ha a bizonyitds soran emlitett valamelyik szég nem létezik. Ez
pedig csak akkor fordulhat eld, ha a P pont megegyezik valamelyik cstccsal

vagyis CP szakasz elfajulo.

Osszefoglalva tehat az eddigieket, ha adott harom olyan pont, melyek
altal meghatarozott haromszégnek minden szoge kisebb 120°-nal, akkor a
harom ponthoz tartozd Steiner-fa, vagyis a koztik 1évé minimalis
hosszusagu halozat csucsai a megadott pontok és a hozzdjuk tartozo
izogonalis pont, a halézat hossza pedig az izogonalis pont csucsoktol vett
tavolsagainak 0sszege. Ha a harom pont altal meghatarozott haromszognek
van egy legalabb 120°-os csucsa, akkor a Steiner-fa csficsai a megadott
pontok, a halozat hossza pedig a két hegyesszogii csticcsal szemkozti oldal

hosszanak 6sszege. (Lasd 3. Abra.)

[ v

B
3. Abra: Steiner-fa legalabb 120 fokos cstcs esetén
12.2. Harom pont Steiner-fajanak hossza

Most vizsgaljuk meg, mit mondhatunk még hiarom pont Steiner-fajanak
hosszéarél, ha a harom pont altal meghatdrozott haromszég minden szdge

kisebb 120°-nal.
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Tétel: Adott harom pont a sikon, melyek altal meghatarozott haromszog
minden szoge kisebb 120°-nal. EKkor a harom pont Steiner-fajanak hossza
megegyezik az egyik oldalra kifele rajzolt szabalyos haromszég harmadik

csucsat és az oldallal szemkozti csucsot 6sszekotod szakasz hosszaval.

Bizonyitas: Legyen a megadott harom pont A, B, C, az Altaluk
meghatarozott haromszog Fermat-pontja P, az AB oldalra kifele rajzolt

szabalyos haromszdg harmadik csucsa pedig E. (Lasd 4. Abra.)

4. Abra: Harom pont Steiner-fajanak hossza

Ekkor az ABC haromszog Steiner-fajanak hossza: AP+BP+CP
szakaszok 0sszege. Mivel APE, BPE, AEB szogek ugyanolyan hosszusagu
harhoz tartozé keriileti szogek, ezért mindegyik szog 60°-os. Tehat BPA
sz0g 120 °-0s. Ha APE haromszoget 60°-kal elforgatjuk A koriil, akkor E
képe B, P képe P’ lesz. (Lasd 4. Abra) Ekkor APP’ haromszog szabalyos,
vagyis AP=PP’. Tehat BP'’=EP=BP+AP. Mivel APE szog 60°-0s, APC
szog pedig 120 °-0s, hiszen P izogonalis pont, ezért E, P, C pontok egy
egyenesen vannak. Tehat AP+BP+CP = EP+PC = EC. o

13. Négy pont Steiner-faja

Harom ponthoz tartoz6 Steiner-fa keresése utan, immar foglalkozhatunk
a négy pont Steiner-fijanak problémakorével. Ugyan csak egy ponttal
bovitettiikk az eredeti csucshalmazt, mégis lényegesen nehezebbé valt a
feladat. A problémakorhoz tartozo tételek és bizonyitasok H. O. Pollak
cikkén [5], illetve Partos Boglarka TDK dolgozatan [4] alapszanak.
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13.1. A téglalap Steiner-faja

Miel6tt az autopalyaépitéssel kapcesolatos problémaban elmélyednénk,
vizsgaljuk meg, Biatorbagy, Paty, Budakeszi és Budadrs kozotti utépitési
lehetdségeket. Hogyan lenne célszerii ithdlozatot épiteni ezen négy varos

kozé tigy, hogy a lehetd legkevesebb aszfaltot hasznaljuk fel?

Budakeszi]

ler Outl
o Budaérs
Budksrs
@ o |
@ L

5. Abra: Térkép-téglalap
Ha ranéziink a Biatorbagyot, Patyot, Budakeszit és Budaorsot tartalmazo
térképre (Lasd 5. Abra.), akkor lathatd, hogy az emlitett négy telepiilés
megkozelitdleg egy téglalap négy csucsdban helyezkedik el. Mivel az
eddigiek alapjan a kérdéses uthalézathoz alkotott matematikai modelliink a

téglalap Steiner-fajanak megkeresését tlizi ki célul, ezért a kovetkezOkben

vizsgaljuk meg a téglalap Steiner-fa;at!

Ha nem vesziink fel 0 pontot, akkor egy olyan uthal6zatot javasolnank,
amely a téglalap két rovidebb oldalat és az egyik hosszabb oldalat
tartalmazza. Azonban konnyen észrevehetd, hogy ha egy belsdpontot, mint
csomopontot létrehozunk ¢és azt kotjiik 0ssze a csticsokkal, akkor maris
rovidebb halozathoz jutunk. Ezek kozott a halézatok kozott pedig a
minimalis tavolsagdsszeggel a haromszogegyenlOtlenség miatt az
rendelkezik, amelyik a téglalap atloinak metszéspontjat tartalmazza 1;j

pontként.

Ha a gondolatmenetet folytatjuk, adodik a kérdés, hogy még egy, ketto,

vagy harom stb. 0j pont felvételével javithato-e a halozat. A valaszt harom
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pont Steiner-fajanak segitségével kaphatjuk meg. El6szor vizsgaljuk meg

még egy Uj pont felvételének lehetdségét!
Mint a hdrom pont vizsgalatakor, most is két esetet kell taglalnunk.

1. A téglalap atldinak szoge kisebb, mint 60°.
2. A téglalap atloinak szoge legalabb 60°.

Elsé esetben tekintsiik azt a két egybevagd haromszoget, melyeknek
egyik csucsa az atlok metszéspontja, masik kettdé pedig a téglalap egy-egy
rovidebb oldalanak két végpontja. E haromszdgek tartalmazzak a téglalap
atloi altal bezart szoget, igy ezekben a haromszdgekben minden szog kisebb
mint 120°. Ekkor viszont e haromszogek Steiner-fajat ismerve javithato az
eredeti, atlok metszéspontjat tartalmazo haldzat. Hiszen a két egybevagd
haromszognek két-két oldalat lecserélve a két haromszog Steiner-fajara

rovidebb halozathoz jutunk.

Ekkor az egyenldoldalii hdromszdg tulajdonsdgainak, vagy a
szogfliggvények ismeretében kiszamithato a halozat hossza, amely v3a +

b, ahol a a téglalap rovidebbik, b a hosszabbik oldala.

Mivel a masik két haromszogben az 4tlok metszéspontjanal talalhato a
Fermat-pont, ezért azon haromszogek segitségével nem javithatd a halozat.

(Lasd 6. Abra.)

6. Abra:Téglalap egy illetve két Steiner-faval

Masodik esetben a két-két egybevagd egyenlGszarua haromszognek
mindegyik szoge 120°-nal kisebb, ezért az el6z6héz hasonldan

kétféleképpen is javithato az eredeti halozat. Az igy kapott hal6zatok hossza
V3a + b illetve v/3b + a. Mivel (a korabbi jeldlést hasznalva) a < b, ezért
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V3a+b < V3b + a vagyis az a halézat a minimalis, amelyik a révidebb
oldalakhoz tartoz6 haromszdgek Fermat-pontjaival allt eld. (Természetesen,

ha ez a téglalap négyzet, akkor mindkét halozat egyenld hosszisagu.)

Belattuk tehat, hogy a rovidebb oldalhoz tartoz6 Fermat-pontok
segitségével javithato a haldzat. Tovabba belathatd, hogy téglalap esetében a
rovidebb oldalhoz tartozd Steiner-fa lesz a minimalis O6sszhosszisagu
halozat, vagyis tovabbi pontok felvételével nem javithaté a halézat. A
késObbiekben lathatjuk majd ennek az altalanos bizonyitasat konvex

négyszogek esetében.

Most, hogy megismertiik a téglalap Steiner-fajat, megoldottuk a
matematikai modellben a probléméat. Azonban, ha megvizsgaljuk a térképen
a négy telepiiléshez tartozo uthalozatot lathatjuk, hogy az nem hasonlit a
téglalap Steiner-fijara. Ugyanis, bar a matematikai modell szerint ez lenne a
megfeleld, a validalas soran kideriil, hogy példaul a domborzati viszonyok
nem teszik lehetové ilyen uthalézat kialakitasat. Tehat a valdos modell
megalkotasakor tul sok elhanyagolast tettiink. gy a validalas ravilagit, hogy

ebben az esetben a modellezési ciklust a masodik ponttol ujra kell kezdeni.

13.2. Fermat-pontok a minimalis Steiner-faban

A téglalap Steiner-fajanak vizsgalata utdn szeretnénk altalanos négyszogek
Steiner-fait is vizsgalni, azonban ahhoz, hogy a négyszdgek Steiner-faira
vonatkozo tételeket be tudjuk latni, sziikséglink van a minimalis Steiner-
faban taldlhatdo Fermat-pontok vizsgélatdra. El6szor vizsgaljuk meg, mit
mondhatunk egy Steiner-faban talalhaté Fermat-pontrél, majd pedig, hogy
legfeljebb hany darab ilyen Fermat-pont talalhaté egy Steiner-faban.

Tétel: A minimalis Steiner-fAban minden Fermat-pontbol pontosan 3 ¢l

indul ki és az élek altal bezart szogek 120°-0sak.

Bizonyitas: A minimalis Steiner-faban a Fermat-pontokbdl nem indulhat ki
pontosan egy ¢l, mivel ekkor a Fermat-pontokat torolve rovidebb halézathoz
jutunk. Ha a Fermat-pontokbol pontosan két indul ki, akkor az élek
végpontjait 0sszekotod szakasz hossza kisebb vagy egyenld lesz a Fermat-
pontbdl kiinduld két él hosszanak 6sszegénél a haromszdg egyenldtlenség

miatt. Vagyis ilyen mddon szintén révidebb haldzathoz jutnank.
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Ebbdl kovetkezik, hogy a minimalis Steiner-fAban a Fermat-pontokbodl

legalabb hdarom él indul Ki.

A Fermat-pontokbol kiindulok élek kozil, semelyik kettd nem zdrhat be
120°-nal kisebb széget. Ugyanis, ha valamelyik két ¢l 120°-nal kisebb
szoget zarna be, akkor ezen a két szogszaron A és B pontot kijeldlve
keletkezne egy olyan haromszég melynek csucsai A, B és a Fermat-pont.
Ekkor azonban a minimalis Steiner-fa hosszat csokkenthetnénk ezen

haromszog Fermat-pontjanak segitségével.

Ebbdl az is kovetkezik, hogy egy Fermat-pontbol legfeljebb hdarom él
indulhat ki. Ugyanis ha négy vagy annal tobb ¢l indulna ki, akkor biztosan
keletkezne 120°-nal kisebb szog. Igy belattuk, hogy a minimaélis Steiner-

faban talalhato Fermat-pontokbol pontosan harom él indul ki.

Viszont, hogyha egy Fermat-pontb6l pontosan harom €l indul ki és barmely
kettd altal bezart szog legalabb 120°, akkor ebbdl kovetkezik, hogy az élek

daltal bezart szégek mindenhol pontosan 120°-0sak. O

Tétel: Adott n pont a sikon. Ekkor legfeljebb n-2 Fermat-pont felvételével

megszerkeszthetd az n pont minimalis Steiner-faja.

Bizonyitas: Tegyiik fel, hogy a minimalis Steiner-fanak k darab Fermat-
pontja van. Ekkor n+k pontunk van, amelyek kozott n+k-1 él megy, mivel
egy m csticsu fanak m-1 éle van. Az élek szamarol azonban mast is tudunk.

Minden Fermat-pontbol 3 ¢l indul ki és minden csucsbol legalabb egy.

Vagyis igy az élek szama legalabb gk% Tehat:

n+k-7 > 31{%, amibdl atrendezéssel kapjuk n-2 > k.

Vagyis egy n csucsi minimalis Steiner-fanak legfeljebb n-2 Fermat-pontja

lehet. o

Ha egy n cstcsu Steiner-fanak pontosan n-2 Fermat-pontja van,
akkor ,teljes” Steiner-fanak hivjuk. Ha a Steiner-fa nem teljes, akkor
lebonthatd kisebb teljes Steiner-fakra, melyek a megadott pontokban

talalkoznak.
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13.3. Altalanos négy pont Steiner-faja

A téglalap Steiner-fijanak megismerése utan mar sejtjiik, hogy az
eredeti, autopalyaépitésre vonatkozd kérdésiinkre is a Steiner-fak fogjak
megadni a valaszt. Rdadasul, ha ranéziink a térképre, a megépitett autdpalya
erésen emlékeztet is minket mar megismert Steiner-fakra. (Lasd 7. Abra.)
Remélve, hogy a Steiner-fak egy megvalositott alkalmazéasara bukkantunk,

attekintjiik a négy pont Steiner-faira vonatkoz6 ismereteinket.
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7. Abra: M3 autépélya

Altalanos n pont Steiner-fajanak vizsgalatakor lattuk, hogy
legfeljebb n-2 Fermat-pont felvételével megszerkesztheté n pont Steiner-
faja. Vagyis négy pont esetében a Steiner-fa keresés sordn legfeljebb két
Fermat-pontot kell megtaldlnunk. Ha a négy ponthoz tartozd6 mindkét
Fermat-pontot megtalaltuk, akkor a Steiner-fa kétféleképpen nézhet ki (Lasd
8. Abra.):

8. Abra: Négy pont Steiner-faja két Fermat-ponttal

Amennyiben egy Fermat-pont segitségével keressiik a legrovidebb

halézatot, gy négy lehetdségiink van attodl fiiggden, hogy melyik harom
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ponthoz tartozé Fermat-pontot talaltuk meg. Igy ennek a halézatnak a
csucshalmaza a négy pontbol és valamelyik haromhoz tartozé Fermat-
pontbdl, élhalmaza pedig egy oldalbol és a kivalasztott hdrom pont Steiner-

fajabol fog allni. Ekkor a 9. abrahoz hasonl6 halézatot kapunk.

9. Abra: Négy pont Steiner-faja egy Fermat-ponttal

Eléfordulhat, hogy 0j pont felvétele nélkiil keressiik a legrovidebb
uthalézatot. Ekkor, mivel a csucsok mindegyikét kiilonbozonek tekintjiik
(mert példaul varosok) Gsszesen tizenhat lehetéség adodik. Attol fiiggden,
hogy a négy cstcs altal meghatarozott négyszog oldalai és atloi koziil
melyeket vessziik bele a haldzatba, ezek egymashoz val6 elhelyezkedésének
szempontjabol a tizenhat esetre négy lehetdség adodik. Amelyek a 10.
Abran lathatoak, annak megfeleléen, hogy két atlot és egy oldalt, két
szomszédos oldalt és a kozOs csucsbol induld atlot, két nem szomszédos

oldalt és egy atlot vagy harom oldalt vesziink be a haldzatba.

XA ]

10. Abra: Négy pont Steiner-faja Fermat-pont nélkiil

Gyakorlati szempontbol, ahogy az autopalya esetében is felmeriilt, a
Steiner-fa hossza érdekes szamunkra. Belathatd, hogy a Steiner-fa hossza
legfeljebb akkora, mint a minimalis feszit6faé, amely egy olyan halézat, ami
a megadott pontokon kiviil nem tartalmaz mas csucsokat. Hairom megadott

pont esetén Gilbert és Pollak belatta [5], hogy a Steiner-fa legalabb a

feszitofa \/z—g-szerese. Egyenldség szabalyos haromszog esetén fordul elo.

(Lasd 11. Abra.) Ami azt jelenti, hogy szabalyos haromszdg esetében, ha a

feszitéfa helyett a Steiner-fat alkalmazzuk akkor, 15 szazalékkal révidebb
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haloéhoz jutunk. Késébb Pollak azt is belatta, hogy ez az egyenldtlenség

négy pont esetén is fennall.

11. Abra: Szabalyos haromszog Steiner-faja

Az alfejezet elején tobb lehetdséget is bemutattam négy pont Steiner-
fajanak alakjara, attol fiiggéen, hogy hany Fermat-pontot vesziink fel a
meglévdé csucsok kozé. A kérdés az, hogy ezek koziil melyik lesz a

minimalis Steiner-fa, vagyis a legrovidebb halo.

Ahogy a téglalap esetében lattuk, el6fordulhat, hogy két olyan Steiner-
fa is létezik, melyek két Fermat-pontot tartalmaznak. Akkor azt is
megallapitottuk, hogy amelyik a rovidebb oldalhoz tartozik, az lesz a
rovidebb. Ez altalanos négy pontra is igaz. Vagyis: Ha adott négy pont a
sikon ¢és létezik mindkét Steiner-fa, melyek két-két Fermat-pontot
tartalmaznak, akkor az lesz a minimalis, amelyik Fermat-pontjai a négyszog
atloi altal meghatarozott hegyesszogii haromszogek Fermat-pontjai. Ha az
atlok merdlegesek egymasra, akkor a két Steiner-fa egyenld hosszsagu.

Ennek bizonyitasahoz, sziikségiink van a kovetkezd 4llitasra.

Tétel: Ha ABCD négyszognek létezik olyan Steiner-faja, mely két Fermat-

pontot tartalmaz, akkor ez a négyszog konvex.

Bizonyitas: Tekintsiik a kdvetkezd abrat:

12. Abra
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(AB)-P-Q-(CD) Steiner-fa Fermat-pontjai P és Q, amelyeknél minden szog
120°-0s. Huzzunk A ponton keresztiil parhuzamos félegyenest a BP
szakasszal az AP szakaszt tartalmazo egyenesnek azon félsikjaba, melyben a
B pont is talalhatd. Legyen ennek a félegyenesnek egy tetszdleges pontja X.
Ezt kovetden jeloljiik ki az AP szakaszt tartalmazd egyenesen Y és Z
pontokat tigy, hogy mindkét pont az AP szakaszon kiviil, Z az A ponthoz, Y
pedig a P ponthoz legyen kozelebb. Ekkor a B pont az XAY szog belsejében
talalhatd. Azonban ACD hiaromszog az YZ egyeneshez tartozd azon
félsikjaban van, mely nem tartalmazza B-t. Tehat B nem lehet benne az
ACD haromszogben. Hasonldan lathatd, hogy a tobbi cstcs sincs a masik
harom cstcs altal meghatarozott haromszogben. Vagyis ABCD négyszog

konvex. O

Most pedig térjiink vissza arra a kérdésre, hogy ha ABCD négyszog
mindkét két Fermat-pontot tartalmazd Steiner-fija 1étezik, akkor melyik a

rovidebb.

Tétel: Ha ABCD négyszog mindkét két Fermat-pontot tartalmazo Steiner-
faja 1étezik, akkor az lesz a minimalis Steiner-fa, melynek Fermat-pontjai a
négyszOg atloi  4ltal meghatidrozott hegyesszogli haromszdgekben
talalhatoak. Ha az atlok merdGlegesek egymasra, akkor a két Steiner-fa

egyenld hosszasagu.

Bizonyitas: Mivel 1étezik mindkét két Fermat-pontot tartalmazé Steiner-fa,
az el6z6 allitas értelmében az ABCD négyszog konvex. Ekkor ez a két
Steiner-fa a 7. abrahoz hasonloan fog kinézni. Legyen az egyik Steiner-fa az
(AB)-P-Q-(CD), a masik pedig (AD)-P’-Q’-(BC), ahol P, O, P’, Q’ Fermat-
pontok. X pedig legyen a négyszog atloinak metszéspontja. Vizsgaljuk
elészor az el6bbi Steiner-fat. (Lasd 13. Abra.)

A ’A
D

13. Abra
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Legyen E az AB oldalra kifele rajzolt szabalyos haromszog, H pedig
a CE szakaszra kifele rajzolt szabalyos haromszog harmadik csucsa. Ekkor a
kérdéses Steiner-fa hossza a HD szakasz hossza. (Lasd 14. Abra.) Ennek
magyarazata a harom pont Steiner-fajanak hosszara vezethetd vissza, melyet
korabban bizonyitottam. Tehat (AB)-P-Q-(CD) Steiner-fa hossza egyenl6
AP+BP+PQ+CQ+DQ szakaszok hosszanak 0Osszegével, azonban
AP+BP=EP mivel P Fermat-pontja az ABQ haromszégnek, CQ+QE=QH
mivel Q Fermat-pontja a CDE haromszognek, tehat QH+DQ=HD.

Az olvasd kedvéért megjegyezziik, hogy az d&bra csalhat, hiszen

DBH <lehet homoruszog is.

14. Abra

Mivel AEB és CEH haromszogek szabalyosak, ezért AE=EB és
CE=EH. Tovabba 60°-CEB<=CEA4 ¢s 60°-CEB<= HEB<, tehat CEA<=

HEB < Ennek kovetkeztében az ECA ¢és EHB haromszogek egybevagoak.
Ezt kovetSen vizsgaljuk a CXBH négyszoget. (Lasd 13. Abra.)

CXB <+ XBH ¢=360°- (XCH <+BHC 9)

CXB @XBH <=360°- (60°+ECA <+60°-BHE <)
CXB @XBH <= 240° (mivel ECA<=BHE )
DBH < =240°- CXB<

Ezutan vizsgaljuk a masik, (AD)-P’-Q’-(BC) Steiner-fat. (Lasd 13.

Abra.) Az el6z6 gondolatmenethez hasonléan ennek a fanak a hossza
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megegyezik DH’ szakasz hosszaval, illetve DBH < =240° - BXA<. (Lasd 15
Abra.)

15. Abra

Lehetséges, hogy a CXBH illetve AXBH’ négyszogekben DBH<
illetve DBH < nagyobb, mint 180°. (Lasd 15. Abra.) Legyen a fent emlitett
négyszogekben az alabbi két sz6g DBHn< és DBH < tovabb4, ha ezeket a
szogeket a DBH illetve DBH’ haromszdgekben vizsgaljuk, akkor pedig
DBHhn< ¢s DBH ’nd. Ha DBH< < 180°, akkor DBH,< = DBHhn<. Ha pedig
DBHn< >180°, akkor pedig DBHn< = 360°- DBHh<. Ugyanigy, ha DBH’{ <
180°, akkor DBHw¢ = DBHn<. Ha pedig DBH »< > 180°, akkor pedig
DBH ’h< = 360°- DBH ’h<. Tovabba, mivel DBH< =240°- CXB< és DBH <
=240° - BXA4, ezért DBH <+ DBH < = 480°- CXB < BXA< = 300° < 360°,
igy DBH< és DBH’< nem lehetnek mindketten nagyobbak 180°-nal. (Lasd
16. Abra.)

16. Abra
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Most lassuk be, hogy DBHn < > DBH ’» < pontosan akkor, ha DBHh <
> DBH h<.

Tegyiik fel, hogy DBHn <> DBH’n<. Ha DBH, < < 180°, akkor az
Osszes tObbi szog is kisebb, mint 180° és a definicidk ugyanazok. Ha DBH,
< > 180°, akkor CXB< < 60° és BXA< > 120°, a korabban részletezett

egyenldségek miatt. [gy DBHh< = 360°- DBHq< = 120° + CXB < >720° mig
DBH ’w({=DBH", <=240°- BXA< < 120°. Tehat DBHh < > DBH 'h<.

Most tegyiik fel, hogy DBHn <> DBH'n<. Ha DBHn < és DBH < is
kisebb, mint 180° akkor kész vagyunk. Ha DBH, < > 180°, akkor DBH, <
>180° > DBHy < > DBH'w<= DBH W< Ha DBH < > 180°, akkor a mar

bebizonyitott allitas miatt DBH ’» <> DBH; < ami ellentmondas.

Innen megkapjuk azt is, hogy DBHn < = DBH ’»<pontosan akkor, ha
DBHn <= DBH"h<.

Folytatva az eredeti bizonyitast, mivel BH=BH’, ugyanis mindkettd
egyenlé AC-vel a kordbban emlitett egybevagd haromszdgek miatt és egy
haromszogben hosszabb oldallal szemben nagyobb szdg taldlhatd, ezért az

eddigi eredmények felhasznalasaval megallapithato, hogy:

DH=DH’ pontosan akkor, ha DBHn <= DBH’n<, ami pontosan akkor
igaz, ha DBHn <= DBH’n <, ami pontosan akkor igaz, ha CXB <= BXA<

Illetve DH>DH’ pontosan akkor, ha DBHn <> DBH’h<, ami pontosan
akkor igaz, ha DBHn <> DBH’n <, ami pontosan akkor igaz, ha CXB< <
BXAJ{. Tehat a minimalis Steiner-fa Fermat-pontjai a négyszog atloi altal
meghatarozott hegyesszdgii haromszdgekben talalhatdéak o

Ezt kovetden mar csak azt kell belatnunk, hogy a minimalis Steiner-
fat akkor kapjuk meg, ha két Fermat-pontot vesziink a meglévd négy pont

mellé. A kiindulas most is ugyanaz, tehat egy ABCD konvex négyszogben
gondolkodunk.
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Legyen ABCD konvex négyszog egy Fermat-pontja, az ABC
haromszog izogonalis pontja P. Ekkor a négyszdg Steiner-faija ABC
haromszog Steiner-fajabol és AD, CD oldal valamelyikébdl fog allni. Ha AB
illetve CD oldalakra kifele szabalyos haromszogeket rajzolunk, ABE-t és
CDF-t, akkor a Steiner-fa hossza AP+BP+CP+CD, (Lasd 17. Abra.) ami
egyenld EC+CD=EC+CF a harom pont Steiner-fajanak hosszara vonatkozo
ismereteink alapjan. Ami azonban hosszabb, mint EF szakasz hossza, ami a

két Fermat-ponttal rendelkez6 Steiner-fa hossza lenne. o

17. Abra

Az eddigiek soran feltettilk, hogy létezik a két Fermat-ponttal
rendelkez6 Steiner-fa, azonban a fa megszerkesztésérdl eddig nem esett szo.
A tovabbiakban egy példat néziink meg négy pont Steiner-fijanak
megszerkesztésére, mégpedig azt az esetet, amikor a négy pont altal

meghatarozott négyszdg konvex és minden szoge kisebb, mint 120°.

Mivel a keresett Fermat-pontokbol mindig harom ¢l indul ki,
amelyek egymassal 120°-os szoget zdrnak be, ezért két szemkdzti oldal
120°%-0s latokorivén fognak elhelyezkedni. Mivel tudjuk, hogy a minimalis
Steiner-fa Fermat-pontjai a négyszog atloi altal meghatarozott hegyesszogi
haromszogben taladlhatoak, ezért ennek megfeleléen vélasztjuk meg a
szemkozti oldalakat. Legyen A, B, C, D a négyszdg négy csucsa, E és F az
AB illetve CD oldalra kifele irt szabalyos haromszégek harmadik cstucsa, P
és Q pedig a latokorivek egy-egy tetszéleges pontja. (Lasd 18. Abra.) Mivel
harom pont Steiner-fajara vonatkozd ismereteink alapjan tudjuk, hogy
PE=AP+BP, ebbdl kovetkezik, hogy a Steiner-fa hossza az EPQF
torottvonal hossza, ami akkor minimalis, ha ez a négy pont egy egyenesen
van. Vagyis az EF szakasznak a latokorivekkel vett metszéspontjai lesznek

a Fermat-pontok, és igy megszerkesztettiik a keresett Steiner-fat.
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18. Abra: Négy pont Steiner-fajanak szerkesztése

Mindezek utan, ha alaposan szemiigyre vessziikk Budapest, Miskolc,
Nyiregyhéaza és Debrecen kozott megépitett autdpalyat a 7. abran lathatjuk,
hogy két csomodpont talalhato rajta. Ezekbe harom-harom ¢l fut be, melyek
megkozelitdleg 120°-t zarnak be egymassal. Igy megallapithatjuk, hogy
ezen négy varos kozott az autopalya a négy varoshoz, mint pontokhoz

tartozd Steiner-fa élein halad.

14. Osszegzés a matematikai részhez

Szakdolgozatomban a legrovidebb uthalézatot vizsgaltuk harom, illetve
négy pont esetén. Harom pont esetén €z a haromszog izogondlis pontjanak
segitségével kaphatd meg olyan haromszogek esetében, amelyeknek minden
szoge 120°-nal kisebb. Amennyiben az egyik szog legalabb 120°, ugy a
legrovidebb uthalozatot a két hegyesszogli csticesal szemkozti oldal
segitségével kapjuk meg.

Négyszogek esetében vizsgaltuk a teljes és nem teljes Steiner-fak
lehetdségeit. Megallapitottuk, hogy a teljes Steiner-fat tartalmazo négyszog
esetében az lesz a minimalis Steiner-fa, melynek Fermat-pontjai a négyszog
atloi altal meghatarozott hegyesszogli haromszogekben taldlhatoak. A
minimalis Steiner-fa hossza a négyszog megfelel6 oldalaira kifele rajzolt
szabalyos haromszogek segitségével szerkeszthetd meg. Olyan konvex
négyszogek esetében, melyeknek minden szoge kisebb 120°-nal a

szerkesztési eljarast a 13. fejezet végén részleteztem.
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16. Melléklet

Van Hiele geometriai teszt
Minden kérdésnél egyetlen valasz helyes.

Kidolgozasi 1dd: 35 perc.

Melyik négyzet?
Csak K.

Caak L.

Csak M.

Csak L es M
Mind az.

TN gR -~

K L M

Melyik haromszdg?

Csak V.
Csak W.
Csak Wes XL
u Y W "

DAn S e

Czak V eés W.

Melyik téglalap?
Csak 5.

Csak T.

Csak SeésT.
Csak SesU.
Mind az.

RN OR W
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Melyik négyzet?
Egyik sem.
Csak G. Sl g

Czak F és G 5
Csak GesL .
- [7

Melyik paralelogranima?
Csak J.

Csak L. . '
Csak J és M :
Mind az. I '

™M L

opyright ©1%80 by the University of Chicago. Reprinted with permission of the University of Chicago

e o

RN TR N

1

6. PQRES egy négvzet (lasd dbra). Melyik allitas igaz ra?
a. PR és BS ugyanolyan hossmisagi p
b. QS és PR merdlegesek ezymisra. «
c. PS5 és QR merdlegesek egymasra.
d. PS és QS ugyanolyan hosszisagi.
e. A Q-nal lévd szég nagyobb, munt az B-nél 1évo szbg.
5 R

7. GHIK egy téglalap, GJ és HK az atloi (lasd abra). Melyik allitas nem igaz ra a-d koziil?
a. Négy derékszdge van. & H
b. Neégy cldala van.
c. Atléi egyenld hosszisigiak.
d. Szemkdzh oldalai egyenld hosszisagial
e. a-d kizil mind igaz ra.

K T
8. Melyk allitas nem igaz egy tetszdleges rombuszea (lasd dbra) a-d kdzil?
a. A ket atldja egyenld hosszisagi.
b, Mindkét atldja felezi a rombusz két-két szigét. e D Q
c. A ket atloja meroleges egymasra.
d. Szemkdzh szogei egyenlo nagysaghak
e. a-d kizil mind igaz.
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9. Melyk allitis igaz egy egyenld szém haromszdgre (lisd dbra) a-d kézil?

Mindhirom cldala egyenld hosszisagn kell, hogy le-

gyen.

Az egyik oldalanak kétszer akkoranak kell lenmie,

munt egy masiknak A
Legalabb ket szige egvenld magysagd kell, hogy le-

Zyel.

Harom szbgének egyenld nagysaginak kell lennie.

a-d kiziil egyik sem igaz.

10. Egy P és egy Q kizéppontd kir metszéspontjal B és 5. Ezek a pontok meghatarozzak a PQRS
alakzatot. Két példat meg 15 adtunk (lasd dbra). a-d kdziil melyik allitas nem mindig igaz?
PQES-nek van két egyenld hosszisa-

=i oldalparja. 3
PQRS-nek legalibb két szdge egyenld ‘
nagysag.

A PQ és BS egyenesek merdlegesek
eZVINASTA.

A P-nél és Q-nal leévd szbgek egyenld
nagysagnak

a-d koziil mind igaz.

11. Telantsiik a kévetkezd két allitist:
i. Az F alakzat téglalap.
. AzF alakzat haromszig.
Melyik igaz az alabbiak kdzil?
a. Haiigaz akloriiisaz
Ha i hamis. aldeor 11 igaz.
i85 ii egyszerre nem lehet igaz.
i &5 ii nem lehet egyszerre hamis.
a-d kizill egyik sem igaz.

"oRN o

12. Telantsiik a kévetkezd két allitast:
i. Az ABC haromszdgnek van harom egyenld hossmisagd oldala.
i Az ABC haromszdgben a B-nél, illetve a C-nél 16w szigek egyenld nagysagiak.
Melyik igaz az alabbiak kzil?
185 11 egyszerre nem lehet igaz.
Haiigaz, akdoriiis az.
Ha i1 igaz_ akdoor 115 az.
Ha 1 hamis, akdoor 11 15 hanms.
a-d koziil egyik sem igaz.

" oan o
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13. Az alabbiak kziil melyik téglalap?

Mind az.
Czak Q).
Czak B_

CsakPésQ
Csak Qés B

LA

14. Melyik 1gaz?

a.  Atéglalapok dsszes tlajdensaga tulajdonsaga az Gsszes négyzetnek is.

b. A négyzetek Gsszes tulajdonsaga tulajdonsdga az Gsszes téglalapnak is.

c.  Atéglalapok dsszes tulajdensaga tulajdonsaga az Gsszes paralelogranmumanalk is.
d. A négyzetek Gsszes tulajdonsaga tulajdonsiga az Gsszes paralelogramminalk is.
e.  a-d kozil egyik sem igaz.

15. Az alabbiak kiziil melyik az ami nunden téglalapra igaz. de bizomyos paralelogrammalya
nem?

4. Szemkdzh oldalal egyenld hossaisagnalk

b Atléi egyenld hosszisagiak.

c. Szemkdzh oldalal parhmzameosalk

d. Szemkidzti szigei egyenld nagysaghak.

e.  a-d kbzil egyik sem igaz.
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16. Az alibbi abran az ABC haromszog derékszigi (a B-nél 1évo szoge a derélszig). mig a CBD,
ACE és BAF haromszdgek szabalyosalc

Meg lehet nmitatni, hogy az AD. BE és CF szakaszok egy ponton haladnal at. Mit mondana
szamodra ez a bizonyitas?

a. Czak a fent megrajzolt haromszdg esetén lehetiink biztosak abban, hogy az AD. BE és CF
szakaszok egy ponton haladnak at.

b. Néhiny, de nem mindegyik derékszdgii haromszbgre igaz, hogy az AD, BE és CF szakaszok
egy ponton haladnak a

c. DBarmelyik derél=zSgli hiromszSgre igaz, hogy az AD, BE és CF szalmszok egy ponton ha-
ladnalk at.

d.  Bammelyik haromszégre igaz, hogy az AD, BE és CF szakaszok egy ponton haladnal: at.

Barmelyik szabalyos haromszogre igaz, hogy az AT, BE és CTF szakaszok egy ponton halad-

nak at.

m

17. Adott harom tulajdonsag egy alakezatrol:
i Vannak egyenld hosszisagin atlod.
i Az alalzat négyzet.
1. Az alakzat téglalap.
Melyik igaz?
1-bil kovetkezik 11, amibol pedig 1.
1-bdl kovetkezik 111, amibol pedig ii.
1-bol kfvetkezik 1, amibdl pedig 1.
11-bol kdvetkezik 1, amibdl pedig 1.
11-bol kdvetkezik 11, amibdl pedig 1.

LN =

15. Van két allitasunk-

i Ha egy alakzat téglalap, aldoor atlol felezik egymast.
i Ha egy alakzat atldi felezik egymast, akkor téglalap.
Melyik igaz?

a. 1ihelyességének bizonyitisdhoz elég belatni, hogy ii igaz.

b. i helyessézénelk bizonyitasdhoz elég belatni. hogy i igaz.

c. i helyessézének bizonyitasdhoz elég taldlm egy téglalapot. melynek atlod felezik egymast.

d. 1 hamissaganak bizonyitasdhoz elég talalni egy olyan alakzatot. amely nem téglalap és atlos
felezik egymast.

e. a-d kizil egyik sem igaz.
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19.

a
b

.

A geometridban:

minden fogalom definidlhatd, és minden izaz allitasrd] bizonyithats helyességik.

minden fogalom definidlhatd, de bizonyos allitasolrol sziikségszeni feltennd hogy igazale
bizonyes fogalmalmak definialatlanclnak kell lenndiik. de minden igaz allitasrol bizenyithatd
annalk helyessége.

bizonyes fogalmalmak definidlatlanclmal kell lenniiil: de szitkségszernien vannak olyan allita-
sok. melyelxdl fel van téve, hogy izazak

a-d kéziil ezyik sem igaz

. Telantsiik a kévetkezd sikban megfogalmazott allitasolat:

i Két. ugyvanatra az egyeneste merdleges egyenes parhuzamos.
i Egy egyenes, amelyik meroleges két parthuzamos egyenes egyikére, merbleges a ma-
silzara is.
. Ha egy egyenes minden pontja egyenlt tivolsigra van egy masik egyenestol, aldoor a
ket egyenes parhmzameos.
Az alabbi abran az m és a p egyenesek merclegesek egymasra. az n és a p egyenesek is merclege-
sek egymasra.
L?
4 = ML
. al "
*n

Y

A fenti allitasol: kdziil melyikbol kivetkezhet, hogy m és 0 parhuzamosak?

fan ooow

moan oo

Csak 1-balL

Csak 11-bal.

Csalk 1i1-bol.

bl vagy 1i-bal
i-bol vagy iti-bal

. Egy F-geometridban (ami kilonbdzil: attol, amihez hozza vagy szolova) pontosan négy pomt

wvan és hat egyenes. Minden egyenesnek pontosan ket pontja van. Ha a pontek P, Q. F_ 5, ak-
kor az egyenesek {P; Q}, {P:R}. {P: S}. {Q: R). {Q: S}. {R.S}.

Ebben a geometridban a metszi &3 a parhnzamos a kivetkezdt jelenti: példanl {P; Q} és {P;
B} metszilk egymast. hiszen P kizds pontjuk. mig példanl {P; Q} és {B: 5} parhuramosak
mivel mines kizds pontjulc

Az alibbiak kiziil melyik helyes?

{P; R} és {Q: S} metszik egymast.

{P. R} es {Q: 5} parlmzamosak

{Q:R} és {R: S} pirhuzamosak.

{P: 5} és {Q; B} metszik egymist.

a-d koziil egyik sem igaz.
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. 1847 ben P. L. Wantzel altalanosan bebizonyitotta, hogy csak kfrzdvel és jeldletlen (azaz td-

volsigmerésre alkalmatlan) vonalzdval nem lehet széget harmadolni. Milyven kovetkeztetése-
ket tudsz ebbol leszimi?

Altaldnosan igaz. hogy csak kérzdvel és jelsletlen vonalzéval nem lehet sz6get felezni.
Altaldnosan igaz. hogy csak krzével és jelslt (azaz tivolsagmérésre allalmas) vonalzdval
nem lehet széget harmadolni.

Altalénosan igaz. hogy semmilyen rajzolsi eljarassal nem lehet széget harmadolni.

Meg lehetséges. hogy a jéviben valald talal egy altalanos eljarast arra. hogy hogyan lehet csak
kidrzével és jeldletlen vonalzdval sziget harmadolni.

Scha senkd nem fog tudni dltalancs eljarast adni arra, hogy hogyan lehet csak kfrzdvel és jeld-
letlen vonalzdval szfget harmadolnd.

13, Létezik olyan J altal felfedezett geometria, melyben érvényes az alibbi allitas:

A haromezigek belsd szégeinelk dsszege kisebb, mint 1807

Melyik helyes az alabbiak kazial?

T hibat kdvetett el a haronwzdgek szigeinek mérése soran.

T hibazott a logikai érvelése soran.

J-nek rossz képzete volt a  helyes™ fogalmat illetben

T a szokdsos geometria feltevéseitd] kiillonbdzo feltételelcbol indult ki
a-d kézil egyik sem igaz.

. Két zeometriakényy kilénbdzé modon definidlja a téglalap s=ot Melyvik helyes az alabbiak
kel ?
A knyvek egyikében hiba van.

Az egyilr definicio hibas, hiszen a téglalapnak nincs ket definicidja.

Az egyik kfmyvbeli téglalapolmak mas tulajdonsaga kell hogy legyenelr muint a masik
kdnyvbelinel:

Az egyik kinyvbel téglalapolnak nzyvanazon tulajdonsdzal vannak ount a masik kinyvbeli-
nek.

Elképzelhetd, hogy a kildnbdzo kinyvekben a téglalapoknalk: mas tulajdonsagaik vannak.

. Tegyiik fel. hogy az 1 és 1i allitis be van bizonyitva.

i Ha p. akkor g
i Ha s, aldeor nem g

Melyik: allitas kvetlerik i-bol és 11-bal?

TR N oo

Ha p, akkor s.

Ha nem p, akkor nem q.
Ha p vagy q. akbor s.
Ha s, aldcor nem p.

Ha nem s, akdoor p.
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