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Bevezetés

A matematikai logika mindig az altalam nagyon kedvelt témakorok kozé tartozott, és az
eddigi tapasztalataim alapjan a didkok korében is - legyen szo6 altalanos vagy koézépiskolas
tanulokrol — nagy népszeriiségnek orvend. Gondolkodtat, mindekdzben teszi ezt
szorakoztatd jelleggel, nagyon valtozatos és izgalmas feladatokon keresztiil. Egy kicsit talan
ki is 16g a tobbi témakor koziil, nem kozértelemben vett matematikai feladatokrol
beszélhetiink, hiszen altalaban nem tartalmaznak szamokat, valtozokat, vagy hagyomanyos
értelemben vett miiveleteket. Talan éppen ezért még olyan didkok szamara is élvezetes lehet
a logikai feladatok tanulmanyozasa, akik egyébként nem kedvelik kiilondsebben a
matematikat. Mivel tanarként els6dleges célom, hogy a lehetd legtdbb tanuld szaméra
¢lvezhet6vé és érdekessé tegyem a targyat, az én szememben Kiemelt szerepet kap a logika
témakore. Sok mas matematikusszerzé mellett jelentds alakja a téma népszeriisitésének
Roéka Sandor, aki tobb konyvet is kiadott, tele jatékos, vagy éppen bonyolultabb logikai
feladatokkal. Ezeket olvasva lettem figyelmes egy feladattipusra, amihez két
szerzeményében, a 2000 feladat az elemi matematika korébdl (Roka, 2010) cimi
példatarban, illetve a Logika-land (Roka, 2013) cimii konyvben is alkotott feladatokat.
Ezeket a feladatokat a megoldason tal, tovabb elemezve szamomra meglepd felfedezésekre
jutottam. Dolgozatomban logikai feladatokrél fogok irni, ezen beliil is olyan allitasokat
tartalmazd példakrol, ahol a cél az igazsagértékek megadasa. Néhanynak koziilik egy
kozépiskolds szamara nincs megoldasa, egy egyetemista szdmara paradoxont, egy
matematikus vagy nyelvész szamara azonban érdekességet jelenthetnek. A matematikai és a
nyelvi logika ugyanis itt eltér egymastol. A formalis matematikai logikaban egy allitasnak
vagy van igazsagértéke, vagy eldonthetetlen. A nyelv logikédjdban ez mar nem igaz, mert a
nyelv logik4ja nem ellentmondasmentes. Ezek, a néha jatékos, néha bonyolultabb logikai
feladatok megprobaljak kikeriilni ezeket a paradoxonokat, de abban a pillanatban, amint
szeretnénk altalanositani, vagy Kkiterjeszteni a feladatokat, lathat6, hogy problémaba

utkoziink.

Negyedéves koromban csatlakoztam az ELTE Természettudomanyi Karanak
Matematika Intézetén belill milkod6 Matematika Tanuldselméleti és —Pszicholdgiai
Kutatocsoportjanak egyik kutatasahoz. A dolgozatom harmadik, tanitassal kapcsolatos része
ennek egy részét mutatja be. A kutatasban azt vizsgaljuk, hogy kiilonb6z6 koru és kiilonbdz6

szintli tudassal rendelkezd tanulok hogyan kezelik a matematikailag nem preciz helyzeteket,



példaul a paradoxonra vezetd feladatokat. A kutatds elsé eredményeit mar publikalta a
kutatocsoport (Szabo, Bereczky-Zambo, Szenderak, Szeibert, 2021). A vizsgalat soran
kiilonos figyelmet szenteltiink a tanulok gondolkodasmenetének, és jegyzeteket készitettiink
valaszaikrol. Ahol lehetett, felvételt is készitettliink a beszélgetésekrdl. A résztvevok egyik
csoportja doktoranduszokbdl allt, a veliik készitett interjuk mar megjelentek a kordbban
emlitett cikkben. A feladatokhoz sziikséges hattértudasuk a doktoranduszoknak persze igen
nagy, mégis elbizonytalanodtak a megoldasban, mikozben félrevezetd vagy éppen ravezetd
kérdéseket kaptak. Kivancsi voltam arra, hogy a joval kisebb tudassal rendelkezé didkok
hogyan viszonyulnak azokhoz a kérdésekhez, amit a doktoranduszok is kaptak, igy egy
ujbudai gimndzium kilencedik, valamint tizedik évfolyamos tanuldival végeztem el a
kisérletet. Dolgozatom harmadik részében a kutatdsnak ezt a részét fogom bemutatni. A
kutatds része egy nagyobb, atfogobb kutatdsnak, igy csak az idevagd kovetkeztetéseket

fogjuk most levonni.



1. Tipusfeladatok

Ebben a részben tipusfeladatokat fogunk végignézni, valamint megvizsgaljuk, hogy
ezek koziil melyiknek van klasszikus értelemben vett megoldasa, melyiknek nincsen, és

hogyan lehet az utobbiak ellentmondésait feloldani.

1.1. Példatari feladatok
Kezdjiik a kdvetkez6, Roka Sandor példataraban szerepld feladattal a sort:

., Egy papirlapon az alabbi 6t dllitas olvashato.

1. Ezen a lapon 1 allitas hamis.
2. Ezen a lapon 2 dllitas hamis.
3. Ezen a lapon 3 adllitas hamis.
4. Ezen a lapon 4 allitas hamis.

5. Ezen a lapon 5 allitas hamis.
Keérdés: Az allitasok koziil melyik igaz, melyik hamis?” (Roka, 2010, 17. 0. 75.)

Ennek a kérdésnek a megvalaszoldsa nem vet fel kiilondsebb problémat egy
kozépiskolas szamara. Biztosan tudjuk, hogy csak egyetlen allitas lehet igaz, mar ha van
egyaltalan igaz allitas kozottiik. Ha a papirlapon egyik allitds sem lenne igaz, akkora az
utolso allitas igazat éllitana, hiszen 6t hamis allitdsunk lenne. Ez igy nem lehetséges, tehat

biztosan van legalabb egy igaz a kijelentések kozott.

Mivel a kijelentések a hamis allitasok pontos szdmara vonatkoznak, és mindegyik mas
értéket tartalmaz, igy ezek egymast kizaro allitdsok, nem lehet egynél tobb igaz allités,
pontosan egy lesz. Ekkor a masik négy allitasnak hamisnak kell lennie. Tehat tudjuk, hogy
az Ot kijelentés koziil egy igaz, négy pedig hamis lesz. Emiatt éppen a negyedik allitds az
igaz, a tobbi pedig hamis. Egy masik megkdzelités, hogy egyesével megvizsgaljuk a
kijelentések lehetséges igazsagértékét. Az elé6zdek alapjan, miszerint pontosan egy igaz
allitas lehet, az els¢ allitas biztosan nem lehet igaz, hiszen azt allitja, 1 hamis kijelentés van,
ekkor viszont hdrom masik allitdsnak is igaznak kéne lennie. Hasonl6 indoklassal sem a
masodik, sem a harmadik allitas sem lehet igaz. Megint arra jutottunk, hogy a negyedik
allitas - miszerint ,,Ezen a lapon 4 éllitds hamis.” — lesz igaz, a tobbi pedig hamis. Ez az

egyetlen helyes megoldasa a feladatnak.



A hamis allitadsok pontos szdma helyett persze megadhatnank akér egy minimalis értéket
is a kijelentésekben, igy a megoldds mar tobb gondolkodast igényel. A kovetkezd feladat

ezzel foglalkozik, egy kicsit bonyolultabb forméban:
., Egy papirlapon az alabbi allitasok olvashatok:

Ezen a lapon legaldabb 1 dllitas hamis.
Ezen a lapon legalabb 2 allitas hamis.
Ezen a lapon legalabb 3 allitas hamis.
Ezen a lapon legalabb 4 allitas hamis.
Ezen a lapon legalabb 5 adllitas hamis.
Ezen a lapon legalabb 6 dllitas hamis.

Ezen a lapon legaldabb 7 allitds hamis.

O N o g bk~ wDd P

Sajnos a 8. allitas olvashatatlan. Keérdes: A 8. allitas igaz vagy hamis?” (Roka, 2013,
88.0. 3.)

Az elsé allitas nem lehet hamis, hiszen akkor biztosan lenne mar legalabb egy hamis
allitasunk, emiatt pedig ez az allitas igaz lenne. gy ellentmondasra jutunk, mivel tudjuk,
hogy egy allitasrdl egyértelmiien el lehet donteni, hogy igaz, vagy pedig hamis. Tehat az
elso kijelentésiink igaz. A masodik allitdsr6l még nem tudunk mondani semmit, a hetedikrdl
azonban meg tudjuk mondani, hogy hamis lesz, mivel ha igaz lenne, az els6 allitassal egyiitt
mar lenne két igaz allitadsunk, de ez ellentmondasban 4ll azzal a kijelentéssel, miszerint van
legalabb 7 hamis, mert az allitasok szdma csupan 8. A hetedik allitas tehat hamis. Ez éppen
azt jelenti, hogy legfeljebb mar csak hat darab kijelentés lehet hamis. A hamis kijelentések
maximalis szdma ezen a ponton 6, abbdl kovetkezik, hogy az igazak szdma legalabb kettd,
ezt az igazsagértéket pedig az 1. allitas utdn a 2. allitdsnak tudjuk még biztosan odaadni. Ha
mar a masodik kijelentés is igaz, a 6. nem lehet, hiszen Ugy lenne harom darab igaz
allitasunk, amik mellett nincs helye legalabb hat darab hamisnak, mert tovébbra is nyolc
allitasunk van Osszesen. Tehat a 6. kijelentés hamis, legfeljebb 6t hamis allitas lehet, vagyis
legalabb harom igaz van, igy a 3. allitas igaz. Mar csak a negyedik és az 6tddik kijelentések
maradtak (és persze a nyolcadik, de arr6l még nem tudunk semmit). A negyedik nem lehet
hamis, mert ha hamis lenne, akkor mar lenne éppen négy darab beldliikk, dnmaganak

mondana ellent. Vagyis a 4. kijelentés igaz, tehat van legalabb négy darab hamis allitas a



nyolc kozott, amibdl eddig kettdt ismeriink. Mivel mar csak az 5. és 8. allitdsok maradtak ki,

igy ezek biztosan hamisak lesznek. Tehat a 8. allitas hamis.

Eszrevehetjiik, hogy ha igaz egy allitas, akkor az Gsszes soron el6tte 16v6 allitas is igaz,
hiszen ha van legaldbb N darab olyan allitas, amire igaz valamilyen tulajdonsag, akkor
1étezik legalabb N — 1 darab is beldle. Azt is tudjuk, hogy ha egy allitas a papiron hamis,
akkor minden utana soron kovetkezo allitasnak is hamisnak kell lennie, hiszen ha nincsen
legalabb M darab adott tulajdonsagu allitas, akkor biztos, hogy M + 1 darab sem lesz. Azon
a ponton, ahol rajottiink, hogy a hetedik allitds hamis, tévesen pontot is tehettiink volna a
megoldas végére, mivel a 7. allitds hamis, és azt mondtuk, ha a feladatban egy allitas hamis,
akkor a soron utana kovetkez6 is biztosan az. Ez az észrevétel azonban nem vonatkozik a
nyolcadik allitdsra, mert nem tudjuk, mit takar maga az allitas, a hetedik kijelentés hamis
igazsagértékébdl még nem kovetkeztethetiink semmire. Egyaltalan nem biztos, hogy a
nyolcas sorszam mellett az a mondat all, hogy ,.Ezen a lapon legaldbb 8 dllitas hamis.”

Anélkiil pedig mar nem miikodik az észrevételiink, mas utat kellett keresni.

A feladatok eddig mindig a hamis allitasokrol szoltak, amikkel tovabbra is dolgozni

szeretnénk, de vegylik most egy masik variacigjat:
., Egy papirlap egyik oldalan a kévetkezo szoveg olvashato:

1. Ezen a lapon legalabb egy allitas igaz.
2. Ezen a lapon legalabb két dllitds igaz.

3. Ezen a lapon legalabb harom allitas igaz.

99. Ezen a lapon legalabb kilencvenkilenc dllitds igaz.
100. Ezen a lapon legalabb szdz dllitds 1gaz.
Ha megforditjuk a lapot, a masik oldalan ezt olvassuk:

1. Ezen a lapon legalabb egy allitas hamis.
2. Ezen a lapon legalabb két allitas hamis.

3. Ezen a lapon legalabb harom allitas hamis.

99. Ezen a lapon legaldabb kilencvenkilenc allitas hamis.



100. Ezen a lapon legalabb szaz allitdas hamis.
A széveg a pontok helyén is folyamatos, csupan a rovidség kedvéért nem irtuk le mind
a 200 allitast.
Hany igaz dllitas van a lapon?” (ROka, 2013, 88-89. 0. 4.)

A szerz6hoz hasonldan, nevezzik el az elso oldal els6 allitasat I/1-esnek, a masodikat
I/2-esnek, és igy tovabb. A masodik oldalon szerepld kérdések a sorszamuk elé pedig a II-

es jelzést kapjak (Roka, 2013).

Itt mar szerepelnek allitasok az igaz allitasok szamara vonatkozoan is, de a megoldashoz
tovabbra is a hamis allitdsok szdmat targyalo kijelentésekbdl tudunk kiindulni. A II/1. llitas
nem lehet hamis. Ha hamis lenne, az azt jelentené, hogy nincs hamis allitas a lapon,
onmagaval mondana ellent. Vagyis ez az allitas igaz, emiatt pedig az I/1. allitas is igaz lesz,
hiszen van legalabb egy darab igaz allitdsunk. S6t, az I/1-gyel egyiitt mar kettd is van, tehat
az I/2. is igaz lesz, amivel egylitt pedig mar hdrom az igaz éllitdsok szdma, igy igaz lesz az
I/3. is, és igy tovabb, az elsé oldalon minden egyes igaz allitdssal egy ujabb allitas valik
igazza, elmehetlink egészen 1/100.-ig. Tehat az els6 oldalt hamar le is zarhatjuk, minden
kijelentésének igaz az igazsagértéke. Vizsgaljuk meg most a masodik oldalt. A [1/1-r6l mar
kijelentettiik, hogy igaz, vagyis van mar Osszesen 101 darab igaz allitasunk, tehat a II/100.
kijelentés, miszerint van legalabb 100 darab hamis allitas a lapon, biztosan hamis. Haladjunk
tovabb a II/2. allitassal. Ha ez hamis lenne, az azt jelentené, hogy egyetlen egy hamis
kijelentés van a lapon. De a masodik oldal utolsé allitdsa miatt, amirél mar tudjuk, hogy
hamis, ez nem lehetséges. 1I/2. biztosan igaz. Ezen a ponton 102 igaz allitasunk van, tehat
11/99. biztosan hamis, nem lehet legalabb 99 darab hamis allitas. Emiatt 11/3. igaz lesz, majd
I1I/98. hamis, ezutan 11/4. megint igaz, 11/97. pedig megint hamis, €s igy tovabb. Eljuthatunk
ilyen médon a masodik oldal kozepéig, és mivel paros sok allitast tartalmaz az oldal, az 50.
allitas éppen igaz, az 51. pedig hamis lesz a masodik oldalon. Tehat a lapon &sszesen 150

darab igaz kijelentés szerepel.

1.2. A paradoxon — hamis allitasok minimalis szama

Lattunk most mar egy feladatot, ami a hamis allitasok pontos szamaval foglalkozik, és
két olyat is, ami ezeknek a hamis kijelentések a minimalis szdméval. Réka Sandor
példataraiban szdmos hasonld feladattal talalkozhatunk. Mikozben ezeket a feladatokat

olvasgattam, feltiint, hogy mig az els¢ feladatban paratlan szamu kijelentéssel dolgoztunk, a



minimalis szdmra vonatkozoan mindig paros szdmu allitassal szerepelnek a példak. A kérdés
az, hogy ez egyszerii véletlen, vagy szandékosan keriili a szerzd azt az esetet, amikor paratlan

szamu kijelentés szerepel a feladatban. Most kiprébaljuk, mi torténik ebben az esetben:
Egy papirlapon az alabbi ot dllitdas olvashato:

1. Ezen a lapon legalabb 1 allitas hamis.
2. Ezen a lapon legalabb 2 allitas hamis.
3. Ezen a lapon legalabb 3 allitdas hamis.
4. Ezen a lapon legalabb 4 allitas hamis.
5. Ezen a lapon legalabb 5 dllitas hamis.

Kérdés: Az allitasok koziil melyik igaz, melyik hamis?

Az els6 allitds most sem lehet hamis, megint sajat maganak mondana ellent. Tehat az
elso kijelentésiink igaz. Azt is tudjuk, hogy az utolso allitasunk nem lehet igaz, mivel ha igaz
lenne, akkor legfeljebb mar csak harom allitasunk lehetne hamis, igy ez az utols¢ allitas
hamis lenne, ami Gjabb ellentmondas. Igy az 6todik kijelentés biztosan hamis. A negyedik
allitas sem lehet igaz, mivel az els6rél tudjuk, hogy igaz. Igy mér csak a maradék harom
allitasunk lehetne hamis, ami viszont nem tesz eleget a kijelentésnek, miszerint van legalabb
4 hamis allitas. Arra jutottunk, hogy a negyedik allitas is biztosan hamis, tehat nincs 4 hamis

kijelentés a lapon.

Mint korabban is lattuk, ha igaz egy allitas, akkor az dsszes soron eldtte 1€vo allitas is
igaz. Azt is tudjuk, hogy ha egy 4llitas a papiron hamis, akkor minden utana soron kdvetkezd
allitasnak is hamisnak kell lennie. gy ha a méasodik kijelentés hamis lenne, a harmadik is az
lenne, tehat 6sszesen négy hamis allitdsunk lenne, ez azonban lehetetlen, mivel igy az els6
négy allitasnak igaznak kellene lennie, pedig tudjuk, hogy a negyedik biztosan hamis. Ez azt

jelenti, hogy a mésodik kijelentésiink is igaz, vagyis van legaldbb 2 hamis allitas a papiron.

Mar csak a harmadik éllitas igazsagértékérdl kell dontenlink. Ha igaz lenne, az azt
jelentené, hogy van legalabb 3 hamis allitasunk. Ebben az esetben csak az utolso két allitas
hamis, ami nem lehetséges. Ha hamis lenne, az azt jelentené, hogy maximum kett6 hamis
allitds van a lapon. Ez azonban nem lenne igaz, mivel igy mar hadrom hamis allitas is
szerepelne. Igy tehat nem tudjuk megmondani a harmadik kijelentésrdl, hogy igaz lesz, vagy

pedig hamis.

Ezt a feladatot kiterjeszthetjiik altalanosan, N darab allitas esetére is, vagyis:
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1. Ezen a lapon legalabb 1 allitas hamis.
2. Ezen a lapon legalabb 2 allitas hamis.
3. Ezen a lapon legalabb 3 allitas hamis.

N. Ezen a lapon legalabb N allitas hamis.

Kérdes: Az allitasok koziil melyik igaz, melyik hamis?

A megoldashoz az el6z0 feladat logikajan indulunk el. Az els allitds megint biztosan
igaz, az utolsd, N-edik pedig biztosan hamis. Ha az els6 igaz, akkor az utolso el6tti, vagyis
az N — 1-edik allitas is hamis lesz, hiszen ha igaz lenne, az azt jelentené, hogy a lapon
legalabb N — 1 darab allitas hamis. Ez nem lehetséges, mivel az els6 is igaz, tehat maximum
N — 2 darab kijelentés lehet mar csak hamis, N — 1 biztosan nem. Ezek utdn a masodik
allitasrol is tudunk donteni, még pedig biztosan igaz az igazsagértéke, hiszen ha hamis lenne,
az azt jelentené, hogy maximum egy hamis allitas van. Errdl pedig tudjuk, hogy nem igy
van, mert mar talaltunk kettét. Ezek utan persze az N — 2-edik allitas is hamis, ami miatt a
harmadik igaz, majd pedig az N — 3-adik megint hamis, a negyedik pedig megint igaz, és
igy tovabb. Lentrdl felfelé és fentrdl lefelé egyesével haladva a kovetkezOre juthatunk: Ha
mar igazoltuk, hogy az els6 k allitas igaz, akkor emiatt az utolso k allitds hamis. Azaz van

legalabb k igaz és legalabb k hamis 4llitadsunk. Végiil azt kapjuk, hogy paros N esetén éppen

az els6 g darab kijelentés lesz igaz, a maradék szintén g darab kijelentés pedig hamis.

Pératlan n esetén azonban ugyanabba a problémaba iitkozlink, amibe az el6z6 feladat

megoldasa soran. Tudjuk, hogy az elsd % darab allitas biztosan igaz, illetve az %-edik

allitastol kezdve minden tovabbi hamis lesz az eddigiek alapjan, és az %—edik kijelentésrol
nem tudunk semmit mondani, mindenhogy ellentmondasra jutunk. Ugyanis ha ez az éllitas

hamis, akkor legfeljebb % — 1 allitas lehet hamis. Azonban ezzel az allitassal egylitt mar
0sszesen Tﬂ lenne, ami nem lehetséges. Ha viszont igaz lenne az allitas, akkor ezzel egyiitt

. N+1 . . r 1174 7 . , , N+1 . . .
Osszesen —— igaz, valamint az allitds miatt még legalabb — hamisnak is kellene lennie,

nekiink pedig csak N darab allitasunk van.

Azt kaptuk tehat, hogy nem tudjuk megallapitani egy allitasrol, hogy igaz, vagy pedig

hamis, éppen gy, ahogy a hamis allitisok minimalis szdmara vonatkoz6 paratlan szamu
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allitas esetén sem. Ugyanakkor tudjuk, hogy allitdsnak azt a kijelenté mondatot nevezziik,
melyrdl egyértelmiien eldonthetd, hogy vagy igaz, vagy hamis. Adodik a kérdés: Allitasok-
e egyaltalan a feladatokban szereplé mondatok? Es ha nem, mit értelme van igy a feladatnak?
Latszik, hogy nem lehet az ezekben a feladatokban szereplé mondatoknak mindegyike
allitas. De hogyan valtoztatja ez az észrevétel a feladat megoldasat? Amennyiben
kihasznaljuk azt az észrevételt, hogy nem lehet az Osszes itt szerepld mondat allitas, még azt
1s meg kell vizsgalnunk, hogy melyek ezek az igazsagérték nélkiili mondatok. Sét, valdjaban
az is kérdésessé valik, hogy adottak ezek a mondatok, vagy nekiink kell eldonteni egy

tetsz6leges mondatrél, hogy allitasnak tekintjiik-e.

1.3. Nyelvi kiilonbségek

Mielétt elkezdtem az eldzd kérdések vizsgalatat, fontosnak tartottam utdnajarni, mit

irnak errdl a problémardl a konyvek, tankdnyvek, hogyan oldhatok fel ezek a paradoxonok.

Mi okozza tehat a paradoxont, és hogyan vélekednek a témardl a matematikusok?
Nyelvtan 6rdn ugy tanitjak, a kijelentd mondat allitdst fogalmaz meg. Eszerint minden
mondat, aminek a végére pont kertil irdsjelként, egy allitast tartalmaz. Nem szoktuk vizsgalni
az igazsagértekiiket, egyszerlien csak kijelentéseket tesziink veliik. Matematikai értelemben
azonban kiilonbséget tesziink igaz és hamis allitasok kozott, €s azt is megtanultuk, hogy nem
lehetséges, hogy egyszerre legyen valami igaz és hamis is, a ketté koziil maximum az egyik
teljesiil. Ahogyan azt lattuk néhany eddigi példaban, el6fordulhat, hogy nem tudjuk
meghatarozni egy allitds igazsagértékét. A matematikai allitas fogalma alapjan az ilyen
Kijelentések nem szamitanak allitasnak. Ekkor viszont gy tlinik, hogy a magyar nyelvben
hasznalt ,,allitds” sz6 nem egyezik meg a logikai értelemben vett allitassal. Ez persze nem
egyedi eset, a hétkdznapi szohasznalatban 1€v0 ,,vagy” sz6 sem feltétleniil egyezik meg az
altalunk matematikaban ismert megengedo fajtijaval, de ennek egyértelmiien tisztazott a
jelentése. A mi feladatainkban a mondat és az allitas kapcsolata okozhat félreértéseket. A
kérdés tovabbra is az, hogy hogyan lehetséges ez, és hol kapcsolddik a két fogalom. Ahhoz,
hogy egy kijelentés igazsagtartalma ne legyen egyértelmii, nem feltétleniil kell fliggenie mas

kijelentésektdl is; vannak olyan mondatok, amik énmagukban paradoxonok.

Raymond Smullyan, amerikai matematikus ,,Mi a cime ennek a konyvnek?” (Smullyan,

1978, forditotta: Tordok, 2016) konyvében hasonld problémakkal foglalkozik az utolso,
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»Logic is a many-splendored thing”, vagyis a kdnyv magyar forditdsédban ,,A logika roppant

szorakoztatd” cimi fejezete alatt. Nézziik a kovetkez6 mondatot:

,»Ez a mondat igaz”. Ezzel a kijelentéssel nem iitkoziink abba a problémaba, hogy nem
tudjuk megadni az igazsagértékét, sét, éppen az okozza a gondot, hogy lehet az allitas igaz
¢s hamis is, persze nem egyszerre. Ett6l fiiggetleniil, annak a kritériumnak, miszerint
egyértelmiien eldonthetd lenne, hogy melyik kategoriaba sorolhatd, most sem tesz eleget.
Akkor lehet, hogy ez a mondat sem allitas? Smullyan (Smullyan, 1978) konyvében arrol ir
részletesebben, hogy bar nem jutunk ellentmondasra a feladat megoldasaban, ennek a
mondatnak nincs is jelentése. A konyvben jatékosan, inkabb népszertisité moédon, mint
elméleti alapon oldja fel az ellentmondasokat. Kiindulasi elve, hogy el6szér magat a
mondatot kell megérteniink ahhoz, hogy utana meg tudjuk érteni, mi az, hogy az a mondat
igaz. Ennek a mondatnak a kiilonlegessége, hogy a jelentése attdl fiigg, hogy mit jelent a
mondat igazsaga. Smullyan szerint ahhoz, hogy donteni tudjunk igazsagértékrol, elészor
meg kell érteni magat a mondatot, de nem tudjuk mi a jelentése: ,,Pusztan azt, hogy ez a
mondat igaz, és én még nem tudom, hogy mit jelent az, hogy ez a mondat igaz, amig el6bb
meg nem ¢€rtettem a mondat jelentését, és nem érthetem meg a mondat jelentését, amig nem
tudom, hogy mit jelent az, hogy ez a mondat igaz.” (Smullyan, 1978). Ezek szerint nem
tartalmaz informdaciét a mondat, amit onmagédban nehéz kezelni. A helyzetet neheziti, hogy
az ir6 mondatéban konkrétan a ,,mondat” sz6 szerepelt, vagyis nem is allitasrdl volt szo, és
az tovabbra is tisztazatlan, hogy milyen kapcsolat van a két fogalom kozott. Most ott tartunk,
hogy ez a mondat allitas sem lehet, ugyanakkor mondatként informaciét sem hordoz, mégis
létezik. Hasonld okokbdl okoz problémat az ,,Ez a mondat hamis.” kijelentés is, annyi
kiilonbséggel, hogy éallitasként ez a mondat se igaz, se pedig hamis nem lehet, tehat az
ellentmondasok miatt paradoxonrol beszélhetiink. Tényleges feloldassal Smullyan sem allt
eld konyvében, az azonban mar biztos, hogy a magyar nyelv €s a matematika nyelve érdekes,
de igen nehezen értelmezhetd kiilonbségeket vet fel. A lehetséges elméleti logikai,
matematikai feloldasokrol a kovetkezd fejezetben beszéliink részletesebben. Mig az altalunk
hasznalt matematikai axiomarendszerek ellentmonddsmentesek, a nyelvrél ez nem
mondhato6 el, ezért talalhatunk benne 6nmaguknak ellentmond¢ allitasokat, paradoxonokat.

A mai nyelvi-logikai kutatasok egyik iranya a paradoxonok osztalyozasa €s vizsgalata.
Osztalyozzék a paradoxonokat aszerint, hogy hogyan lehet feloldani a benniik talalhatod
ellentmondast. Maguk a nyelvészek ¢€s logikusok is vitdkba keverednek arrdl, hogy két

paradoxon ugyabba a kategoriaba tartozik-e. Ezt a vitat, elméletet folyamatosan figyeli a
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Stanford Encyclopedia of Philosophy, szamos cikk is megjelent a témaban, mi a 2021-es
allapotbél indultunk ki. Eppen ezért a tovabbiakban is igyekszem tobbféle megoldast adni
egy feladatra, amennyiben ez lehetséges. A megoldasokat nem mindig fejezem be
maradéktalanul, csak ahol fontos felfedezésre €s pontos megoldasra jutottam. Minden
feladatra adott legalabb egy megoldasom teljes.

Erdekes problémat vetnek fel a szubjektiven értékelhetd allitasok is, vagy az olyan
allitasok, amiknek az igazsagértéke valtozhat. Legyen példaul az egy allitas, hogy ,,Szeretem
a palacsintat.” Valdsziniileg a legtobb ember egyetért abban, hogy ez egy igaz allitas, de
biztosan akad olyan is, aki nem szereti a palacsintat, tehat szamara ez a kijelentés hamis.
Ugyancsak nem donthetd el egyértelmilen a valasz, ha olyan kijelentés jelenik meg a
mondatban, amirél mindenki maga tud donteni. Persze ha azt mondanank, hogy ,,Peti szereti
a palacsintat.”, sokkal konnyebb helyzetben lennénk, mar ha Peti megmondta nekiink eldre
a valaszt. Egy masik érdekes allitas, ha azt mondjuk ,,Siit a nap”. Lehet, hogy a kijelentés
felolvasasa kozben éppen siit a nap, ekkor az allitas igaz. Ugyanakkor az is lehet, hogy éppen
bortis az id6 odakint, vagy éjszaka van. Egyrészt, ennek az éllitasnak az igazsagtartalma
percenként valtozhat, masrészt attol, mert mi ugy érzékeljiik, hogy odakint siit a nap, néhany
kilométerrel arrébb nem feltétlen vagy ugyanigy. Mi a helyes valasz tehat arra a kérdésekre,
hogy mi ezeknek az allitasoknak az igazsagértéke? Ezekkel a példakkal még foglalkozunk a
késdbbiekben.

1.4. Lehetséges feloldasok

Térjiink most vissza az eddigi feladatainkhoz, ahol ellentmondasokba {itkoztiink.
Nézziik a hamis allitdsok minimalis szamara vonatkozo6 példat paratlan darab allitas esetén.
A gondot az okozta, hogy egy allitas igazsagértékérdl nem tudtunk donteni, példaul 5 allitas
esetén a harmadik mondatr6l nem tudtunk semmit mondani. Ezzel a mondattal 6Gnmagéaban
semmi problémank nem lett volna, hiszen ha egyediil ez az allitas szerepelt volna a lapon,
miszerint ,,Ezen a lapon legaldbb 3 allitds hamis”, errdl biztosan elmondhatnank, hogy
hamis. A paradoxont az okozta, hogy a kijelentés igazsagtartalma fiigg a masik négy
allitasétol. Azokbol két kiilonb6z6 dologra tudunk kdvetkeztetni, se igaz nem lehet ez a
kijelentés, se hamis. Ezek szerint ez a mondat nem lesz matematikai értelemben vett allitas,
de errdl csak a tobbi kijelentés tehet, hiaba értelmes dnmagaban az allitas. Mint korabban

emlitettiik, ennek a problémanak az lesz a feloldasa, hogy a nyelv nem ellentmondasmentes.
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Egy mondatnak nem lesz feltétleniil igazsagértéke, sot, a mi esetiinkben mindig fliigg egy
mondat attol is, hogy milyen kdrnyezetben talalhatd meg, hiszen maga az allitas egyszerre
tobb allitasrol szol. Vizsgaljuk meg most ugy ezt a feladatsorozatot, hogy nem tekintjiik az
0sszes mondatot allitasnak, vagyis elvetjiik azt az elképzelést, miszerint minden mondat

igazsagértékkel bir. Meg tudjuk-e vajon oldani a feladatot, ha eleve igy allunk neki?

Nézziik meg most igy a problémat egy tetszéleges paratlan szamra, egy lehetséges

feltevéssel:
Legyen adott egy papirlapon 99 darab allitas:

1. Ezen a lapon legalabb 1 allitas hamis.
2. Ezen a lapon legalabb 2 allitas hamis.
3. Ezen a lapon legalabb 3 allitas hamis.

50. Ezen a lapon legalabb 50 allitas hamis.

99. Ezen a lapon legalabb 99 allitas hamis.
Melyik allitas igaz?

Tegyiik fel, hogy az 50-edik mondat, ami eddig az akadalyt okozta, nem allitas, tehat
nincs logikai értéke sem. Az utolso allitds biztosan hamis, hiszen nincs is 99 allitdsunk,
csupan 98 darab. De akkor az utolso el6tti allitas sem lehet, igaz, hiszen ha igaz lenne, hogy
legalabb 98 allitas hamis, akkor mar nem is lenne mind a 98 hamis. Tehat ez az allitas hamis.
Az els6 kijelentés biztosan igaz, hamis nem is lehet, az ellentmondasra vezet. De nekiink
mar van két biztosan hamis allitasunk, tehat a masodik kijelentés biztosan igaz lesz. Ekkor
a 97-edik allitas is hamis, amit6l a harmadik igaz, majd a 96-odik hamis, és a negyedik igaz,
¢és igy tovabb. Megint elérkeztiink oda, hogy az 1-49. allitasok igazak, az 51-99. allitasok
pedig hamisak. A kérdés az, hogy jo megoldéasa-e ez a feladatnak. Az, hogy van legalabb 49
hamis allitas igaz lesz, éppen ennyi van. Tehat az 0sszes tobbi, kisebb értékre vonatkozo

allitas is igaz ezaltal. Az dsszes tobbi allitas onnan kezdve, hogy legaldbb 51 hamis van pedig
hamis, hiszen Osszesen 49 igaz allitas van. Azzal, hogy az nTH-edik allitast nem tekintettiik

allitasnak, megoldhatova valt a feladat. Ugy tiinik, megoldasra vezetett a feltevés, miszerint
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nem minden mondat allitas, adtunk egy lehetséges feloldast a paradoxonnak. Felmeriil a
kérdés, hogy vajon az Osszes hasonld, eredendden ellentmondasos feladat megoldhato-e
ezzel a csellel. Es milyen méas modszereket hasznalhatunk még arra, hogy elhagyjunk

allitasokat?
Most nézziikk meg mi torténik, ha egyszerre tobb mondatot nem tekintiink allitdsnak?
Legyen egy papiron N darab allitds ahol N paratlan szam.

1. Ezen a lapon legalabb 1 allitas hamis.
2. Ezen a lapon legalabb 2 allitas hamis.
3. Ezen a lapon legalabb 3 allitas hamis.

N. Ezen a lapon legalabb N allitas hamis.

Tegylik fel, hogy ezeknek az allitasoknak egy részhalmazat nem tekintjiik allitasnak.
Nézziik meg azt az esetet, amikor minden masodik mondatot nem tekintiink allitdsnak, tehat
az Osszes paratlan sorszdml mondat allitds, az Osszes paros sorszamu mondat pedig nem

allitas. Nézziink els6ként néhany konkrét paratlan N-re.
N = 21 eset:

1. Ezen a lapon legalabb 1 allitas hamis.
2. Ezen a lapon legalabb 2 allitas hamis.
3. Ezen a lapon legalabb 3 allitas hamis.
4. Ezen a lapon legalabb 4 dllitas hamis

5. Ezen a lapon legalabb 5 allitas hamis.

13. Ezen a lapon legalabb 13 dllitas hamis.

21. Ezen a lapon legalabb 21 allitas hamis.
Ha minden péros sorszamii mondat nem allitas, akkor Osszesen 11 allitds van a

lapunkon, éppen a paratlan sorszamuak. Persze az is lehetne, hogy ennél kevesebb allitasunk

van csak, ha még igy is ellentmondasra jutnank. Most dolgozzunk ezzel a 11, paratlan
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sorszamu kijelentéssel. Ez azt jelenti, hogy a 13-adik allitastol kezdve, miszerint legalabb
13 hamis allitasunk van, az 6sszes allitas hamis lesz, hiszen nincs is ennyi darab allitasunk.
(Mar 12 darab sem lehetne, de az ehhez tartozé6 mondat nem is allitas, nem foglalkozunk
vele.) gy mér kezdetben meg tudtuk mondani, hogy az utolsé 6t darab allitas hamis. Emiatt
az els6 harom allitas, az 1-es, 3-mas, és 5-0s sorszamu allitasok igazak. Tehat mar csak a 7,
9 és 11 sorszamokrol kell donteniink. Azt a legelején megmondtuk, hogy 13 darab hamis
allitas biztosan nem lehet, mivel nincs is annyi allitas, 6sszesen csak tizenegy van, de kozben
még harom allitasrol kidertilt, hogy igazak, tehat biztos, hogy a tizenegyet sem éri el a hamis
allitasok szama, sot, igy a kilencet sem. Mivel talaltunk még két hamis allitast, a 11-es, illetve
9-es sorszammal rendelkezoket, igy mar van hét darab hamis, tehat a 7-es allitas igaz lesz.
Most mar minden allitasnak tudjuk az igazsagértékét, az elsé négy darab, tehat az 1-7.

allitasok igazak, a maradék hét pedig hamis.

N = 23 eset:

A megoldas hasonldan térténik, mint az el6z6 feladatban, N = 23 esetén most 12 darab
allitasunk van. Ez azt jelenti, hogy legalabb 13 hamis allitas biztosan nem lehet, igy ettdl a
sorszamtol kezdve az Osszes maradék allitds hamis, mar talaltunk hat darab hamis kijelentést.
Ekkor az elsé harom allitas, megint az 1-es, 3-mas €és 5-0s szamuak igazak, van legalabb
ennyi darab hamis kijelentés. (Igazabodl ezek alapjan hat is lenne, de az ahhoz tartoz6 mondat
nem allitds, nem térddiink vele). Mivel kézben talaltunk harom igaz allitast, igy a hamis
allitasok lehetséges maximum szama kilencre csokkent, tehat biztosan hamis, hogy van
legalabb 11 darab beldliik. Mar csak a 7-es és 9-es sorszamokrol kell donteniink. Mivel mar
van Osszesen hét darab hamis allitas, ezért a 7-es kijelentés igaz. De igy, négy darab biztosan
igaz allitdssal a hamisak maximalis szdma tovabb csokkent nyolcra, tehat az, hogy van
legalabb kilenc darab hamisunk, szintén hamis lesz. Tehat az elsé négy darab allitas, vagyis
sorszam szerint az egyes, harmas, 6t0s €s hetes allitdsok igazak, az dsszes tovabbi allitas

hamis.
Lassuk mi torténik, ha N = 25:

Az eddigiek mentén haladva, a meglévd 13 allitasunkbol az utolsé hat darab (15-25.)
biztosan hamis, mert nincs annyi allitdsunk Osszesen, hogy ezek a sorszamok igazak
lehessenek. Emiatt az elsé harom (1-5.) igaz. Ekkor a 11. és 13. kijelentések megint hamisak,

ezért a 7. allitas igaz. Ennél a pontndl ott tartunk, hogy az utolso nyolc allitds hamis, az elsd
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négy igaz, tehat mar csak egyrdl kell donteniink, a 9-es sorszamurol. Igaz nem lehet, hogy
van legaldbb 9 hamis allitas, hiszen ha igaz lenne, akkor csupdn nyolc allitds lenne hamis,
ez ellentmondas. Ugyanakkor hamis sem lehet, mivel ha hamis lenne, akkor éppen kilenc
darab hamis lenne, tehat annak, hogy van legalabb Kilenc hamis allitas, igaznak kellene

lennie, megint ellentmonddsra jutottunk. Tehat van egy allitas, amirdl nem tudunk donteni.

Az elsé két esetben talaltunk megoldast az 0j kikotéstinkkel, de N = 25 esetre tovabbra
sem. Azaz N = 25 esetében helytelen feltevés volt, hogy csak a paratlan sorszamu mondatok
maradjanak allitdsok, mert ugyanarra a tipust ellentmondasra jutottunk, mint az altalanos
paratlan szamu allitdsok esetében. Latszik tehat, hogy ovatosan kell kezelniink az ilyen

tipusu feladatokat, hogyha pontosan szeretnénk dket megoldani.

Ha tovabb vizsgaljuk a paratlan darabszamu mondatot, azzal a kikotéssel, hogy minden
paratlan sorszdmu mondat legyen csak allitds, arra jutunk, hogy az esetek tobbségében igy
mar lesz megolddsa a feladatnak, van azonban néhany kivétel, amikor még igy sem
megoldhato. Ezek az esetek éppenaz N = 7,13,19, 25... esetek. Az a sejtésiink tehat, hogy
a feladat kitlizése csak akkor nem mikodik, ha N éppen 6k + 1 alaki. Ezt a sejtést

szeretnénk most belatni.
A bizonyitashoz eldszor a kdvetkezOképpen alltam neki:

Van tehat N darab mondatunk, 1, 2, 3, ... N sorszamokkal. Minden paros sorszamut

,.kihuzunk”, ezeket nem tekintjiik allitisnak. Maradtak a paratlan sorszamok, tehat % darab
allitas. Mivel csak ennyi maradt, igy legkésébb az % + 1-edik sorszamtol kezdve az 6sszes
allitasnak hamisnak kell lennie. A legkésObb szo itt attol fiigg, hogy az % paros, vagy

, . o N+1 o rese 4 .
paratlan szam. Ha ugyanis paros, akkor az — T 1-es sorszamt mondat allitds, és az mar
biztosan hamis, igy minden allitas, ami utana kdvetkezik is hamis. Ha viszont paratlan, akkor

N+1 . s TR . N+1
az —+ 1-edik mondat pont nem allitas, igy azt nem értékeljiik, szoval az -t 2-es

sorszamu a hamis biztosan, majd minden 6t kovetd is ezaltal. Ezekbdl az allitdsokbol mindig

N+1

éppen l ; | = l%lJ darab van, tehat ennyi allitas biztosan hamis. Emiatt mar biztosan lesz

N+1
[@l darab igaz 4llitas. A bizonyitas itt mar kezd nehezen kovethetdvé valni, az egymasba

agyazott egészrészek miatt bonyolult tovabb dolgozni az allitasok szdmaval. Probalkozzunk

mas uton:
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Tudjuk, hogy barmekkora is N, az utolso allitas biztosan hamis, mivel nincs 0sszesen N

darab allitas (csak —— darab), igy nem lehet legalabb N allitas hamis. Emiatt az els allitas
igaz, hiszen van legalabb egy hamis kijelentésiink. Maradt % — 2 darab kijelentés, aminek

még nem tudjuk az igazsagértékét. Ez azt jelenti, hogy legfeljebb % — 1 darab hamis allitas

lehet 0sszesen, az elsd kijelentés igazsaga miatt. Fontos észrevétel, hogy minél tobb hamis
allitasunk van, azzal egylitt egyre tobb allitas lesz igaz. Az utolso allitastol eltekintve, amirdl
mar kezdetben tudtuk, hogy hamis, minden tovabbi két hamis allitdsonként pontosan egy 1j
igaz allitas lesz, hiszen csak a paratlan sorszamu kijelentéseket vessziik figyelembe.
Folytatva a leszamlalast tehat végig minden két-két tijabb hamis allitdshoz tartozik egy-egy
Uj igaz allitas.

fgy konnyebben eljuthatunk a megoldashoz, de még mindig nehezen koévetheté a
magyarazat, nézziik meg az eddigieket Gsszefoglalva, egy kicsit szemléletesebb modon.
Tegyliink két képzeletbeli vonalat a sorszamozott mondatok kéz¢é. Az elsé vonal az ald az
allitas ala keriil, ami még biztosan igaz, de a tovabbi allitasokrél még nem tudunk semmit
mondani, azok lehetnek allitdsok és nemallitasok is. Legyen ez, a még biztosan igaz allitas
a 2t — 1. sorszaml. Ha ez az allitas igaz, az azt jelenti, hogy van legalabb 2t — 1 darab
hamis allitas a sorunk végén. A masodik vonal keriiljon az elé a legkisebb sorszamu allitas
elé, ami mar biztosan hamis. Ekkor az el6zoek miatt ez, a mar biztosan hamis allitas az n —

4t + 4 = N — 4(t — 1) sorszamt mondat lesz. fgy néz ki tehat a jelenlegi 4llas:

1. Ezen a lapon legalabb 1 allitas hamis.

2 E I l lrgggrllrr l .

3. Ezen a lapon legalabb 3 allitas hamis.

2t-2. Ezen-a-lapon-tegalabb-26—2-dlités-hamis-

2t-1. Ezen a lapon legalabb 2t — 1 allitas hamis.

2t. Ezenatapontegalabb2t-altitashamis-

2t+1. Ezen a lapon legalabb 2t + 1 allitas hamis.
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N-4t+3. Ezenataportesatabb-N-—A4t 4+ 3-cdlidsfranis

N-4t+4. Ezen a lapon legalabb N — 4t + 4 allitas hamis.

N-At+5. Ezen a-lapon-lecalabh N—464-5 allivds hamis.

N. Ezen a lapon legalabb N allitas hamis.

Ha a 2t — 1. sorszamu allitassal bezardlag biztosan hamis minden elétte 4ll6 allités,

akkor a hamis allitdsok jelenlegi szama éppen t. Mivel Gsszesen T+ darab allitdsunk van,

i lres . e, N+1 . .
igy most a hamis allitdsok lehetséges maximalis szdma éppen — t. Két eset van tehat a

tovabbiakban:

1. Az % — t allitds nem mindegyike hamis, tehat van még tobb igaz allitas is. igy az,
hogy van legalabb 2t + 1 hamis allitas is igaz lesz még biztosan. Ez Gjabb két hamis
allitast eredményez, a korabbiak szerint.

2. A % — t darab allitasnak valoban mindegyike hamis. Ez éppen azt jelenti, hogy
létezik 2t — 1 darab igaz allitas, 2t + 1 darab azonban mar nem.

Ekkoth—lS%—t<2t+1.

Az egyenldtlenséget rendezve: 6t —3 < N < 6t+1,vagyisSN =6t —3é N =6t —1
megoldasokat kaptuk. Tehat N =3 (mod 6), valamint N =5 (mod 6) esetekben lesz
megoldasa a feladatnak, N =1 (6) esetben azonban nem. Eppen ezt szerettiik volna

bizonyitani.
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2. Rokonfeladatok

Mint korabban emlitésre keriilt mar, szdmos verzioja elkészithetd ennek a feladatnak,
ha valtoztatunk kicsit a feladatban szerepld mondatokon. Dolgozatom mésodik részében az
eddigiekhez hasonld rokonpélddkat ¢és megoldasaikat szeretném targyalni, nem

megfeledkezve az eddig tett felfedezésekrol.

Az elsd részben korbejartuk annak probléméjat, hogy a hamis allitdssok minimalis
szdmara vonatkozoan pdros sok allitds esetén talaltunk megoldast a feladatra, pératlan
daraszam esetén viszont nem. Eldszor megnézziikk meg ezt a kiindulasi feladatot Gjra, de
ezuttal az igaz allitdsok maximalis szdmaval. Kivancsiak vagyunk ugyanis, hogy ha hamis
allitasok helyett igaz allitasokkal dolgozunk, kapunk-e minden esetben megoldast, vagy
most is lesznek olyan esetek, ahol akadalyba litkoziink. Ehhez el6szor megnézziik a feladatot
Ot darab allitas esetére, ami az els6 olyan példa volt dolgozatom elsé részében, ahol nem
talaltunk megoldast a hamis allitisok minimalis szamara vonatkozoan. Ezutan, hogy
altalanos kovetkeztetést vonjuk le és teljes megoldast kapjunk, kiterjesztjiik a feladat
tetszOleges N szamu kijelentés esetére. Végezetiil pedig két olyan példaval fogunk dolgozni,
ahol mar nagymértékben felhaszndljuk eddigi felfedezéseinket, és ezek 4&ltal mas

szemszogbdl kozelitjiik meg feladatainkat.
2.1. Igaz allitdsok maximalis szama

Az els¢ feladat tehat a kovetkezo:
Egy papirlapon az alabbi ot allitas olvashato.

1. Ezen a lapon legfeljebb 1 dllitas igaz.
2. Ezen a lapon legfeljebb 2 allitas igaz.
3. Ezen a lapon legfeljebb 3 allitas igaz.
4. Ezen a lapon legfeljebb 4 allitas igaz.
5. Ezen a lapon legfeljebb 5 dllitas igaz.

Keérdés: Az allitasok koziil melyik igaz, melyik hamis? (Roka, 2010, 17. 0. 76.)

Az utolso allitasrdl biztosan meg tudjuk mondani, hogy igaz, mivel &t allitdsunk van a

lapon, az igazak szama nyilvanval6an maximum 6t lehet. Az els6 kijelentés ugyanakkor csak
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hamis lehet, mivel ha igaz lenne, mar két igaz allitasunk is lenne, ez pedig ellentmond az
allitasunknak. Ekkor az is igaz, hogy legfeljebb mar csak 4 igaz lehet, tehat a negyedik
kijelentés is igaz. Ezutan a masodik allitds megint hamis, hiszen ha nem igy lenne, a mar
harom igaz allitas 0jbol ellentmondana a kijelentéstinknek. Megint utoljara maradt a harmas
szamu allitds. Hamis nem lehet, mert az azt jelentené, hogy tobb mint 3 igaz allitas van,
pedig ebben az esetben csupan kettd lenne. Igaz azonban lehet, hiszen ekkor éppen harom,

a3.,4.¢és 5. kijelentések igazak, és az elsO két kijelentés hamis. Ez tehat a feladat megoldésa.

Ha jobban belegondolunk, nagyon hasonl6 mddon jartunk el, mind a ,,legalabb hamisos”
feladatnal. Akkor gy indultunk, hogy az 6tddik allitas biztosan hamis, ami miatt az els6
igaz, igy a negyedik hamis, majd a masodik igaz, ¢és végiil a 3. allitdssal nem jutottunk
semmire. Az érvelés ebben a feladatban is ugyanaz, csak pont forditva jarunk el, az 6todik
biztosan igaz, aminek kovetkeztében az elsd hamis, majd a negyed is igaz, és a masodik is
hamis. A hasonl6sag abban rejlik, hogy a hamis allitdsok minimalis szdma dsszefiiggésben
all az igaz kijelentések maximalis szdmaval, hiszen a kettejiik 6sszege éppen kiadja az 6sszes
allitast. Az a kijelentés, hogy legfeljebb 6t igaz allitas van, biztosan igaz, ahogy ezt korabban
is emlitettiik. Abbdl, hogy legalabb 1 allitas hamis, kdvetkezik, hogy legfeljebb 4 allitas lehet
igaz. Ha legalabb 2 allitas hamis, akkor legfeljebb 3 kijelentés lesz igaz, és igy tovabb. Igy
annak, hogy legalabb 5 hamis allitas van, nincsen ,,parja”, mivel az ennek megfeleld
kijelentés az lenne, hogy legfeljebb 0 darab igaz allitds van. Emiatt lehetséges, hogy az

elébbi feladatnak nincs egyértelmii megoldéasa, mig az utdébbinak van.

Lathattuk, hogy mind az el6zd feladatban mind az o6t allitasrol eldonthetdé az
igazsagértéke. Probaljuk meg megint kiterjeszteni az alap problémat, N darab allitas esetére.
Az eddigiek alapjan az a sejtésiink, hogy ebben a feladatban éppen paratlan szamu allitas

esetén leliink megoldasra, paros sokra nem.

1. Ezen a lapon legfeljebb 1 allitas igaz.
2. Ezen a lapon legfeljebb 2 allitas igaz.
3. Ezen a lapon legfeljebb 3 allitas igaz.

N. Ezen a lapon legfeljebb N allitas igaz.

Péaratlan n esetén az el6z6 feladat eszkdze miikodik, megint tudjuk, az utolso allitas igaz,

az els6 hamis, az N — 1-edik igaz, a masodik hamis, az N — 2-edik igaz, és igy tovabb, amig
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elérkezilink az %—edik taghoz. Ennek igaznak kell lennie, hiszen ha hamis lenne, akkor

N+1

lenne legalabb % + 1 igaz allitasunk, igy Osszesen — + % +1=N+2 darab

allitdsunk lenne, de nekiink pontosan N darab van. Tehat éppen az els6 % darab allitas

hamis, a tobbi pedig igaz.

Péros N esetén 0ijra probléma meriil fel. Az eddigi logika mentén biztosan tudjuk, hogy

az els6 ~— darab 4llits hamis, valamint azt is, hogy az “—-edik allitésté] kezdve minden

tovabbi igaz. Az g-edik tagrol azonban megint nem tudunk donteni. Ha igaz lenne, az azt

jelentené, hogy legfeljebb % igaz allitdsunk van. De ekkor maga az %—edik allitds miatt mar

% + 1 darab igaz allitas lenne, ez ellentmond a kijelentésiinknek. Ha hamis lenne, tagadnank,
hogy legfeljebb g van, vagyis azt allitanank, hogy van legalabb %+ 1 igaz éllitas. Igy a
hamis és igaz allitdsok szdma Osszesen % + g + 1 = N + 1 lenne, nekiink viszont pontosan

N allitasunk van. A sejtésiink tehat beigazolddott.
2.2. Tobbértékii rendszerek

Az ilyen tipusu feladatokbdl rengeteg kiilonbozdt lehetne késziteni. Sz6 esett korabban
arrol, hogy mi torténik, ha bizonyos mondatokat nem tekintiink allitasnak. Akkor tetszéleges
kikotésekkel megoldhatova valt néhany feladat, eddig azonban részletesebben nem
beszéltiink arrdl, mit jelent az, hogy egy mondatnak nincs igazsagértéke. A tobbértékii logika
oOtletét mar 1920-ban felvetette Lukasiewicz, lengyel logikus, és még a szazad elsé felében
két masik matematikus, illetve természettudds, Bochvar és Kleene is megalkottdk a sajat
tobbértéki rendszertiket (Bruni, Cantini, 2021). Kisebb kiilonbségekkel, a rendszerek mind
haromértékii logikdk voltak, ahol az igaz és a hamis érték mellett 1étezett egy tigynevezett
,jelentéstelen”, vagy eldonthetetlen” érték is. Ezek azonban tisztdn természettudomanyi
kérdéseket kiszolgald, sajatos miiveleteket tartalmaz6 rendszerek voltak. Mint emlitettiik, a
mi esetlinkben az ellentmondadsokat a matematikai és a hétkoznapi nyelvezet kiilonbségei
adjak, szemantikai vonatkozasban pedig csak joval késébb késziilt olyan elképzelés, ami
valamilyen feloldassal szolgéalhatna az emlitett paradoxonok szamara. A Stanfordi Filozofia
Enciklopédia egyik publikalt anyagéban éppen olyan allitasokkal foglalkoznak nyelvi és
filozofiai szempontbdl, amelyek sajat magukrol allitanak valamit, mint példaul a mar

korabban emlitett hazug paradoxon, ami azt allitja, hogy ,,Ez a mondat hamis” (Bolander,
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2017). A tanulméany szerint az ilyen jellegi paradoxonokat haromféle kategoriaba
sorolhatjuk: jelentéstani, halmazelméleti és ismeretelméleti paradoxonok, vonatkozasuktol
fliggden. Bar ugy tnik, ezek alapvet6 felépitése megegyezik, az tovabbra is vitatott, hogy

vajon azonos modszerrel oldhatok-e fel ezek az ellentmondasossagok.

Ezeket a paradoxonokat tobbféleképpen igyekeztek feloldani, igy alakultak ki példaul a
tipuselméletek, valamint a hierarchia elméletek. Elobbi Bertrand Russell, utobbi Alfred
Tarski nevéhez flizédik, €s mindkét elmélet azon az elgondolason alapszik, hogy a tarsalgas,
vagyis a beszéd és a nyelv vilagat ,,rétegekben” épitik fel, tehat a kiilonb6z6 nyelvi egységek
kiilonb6z6 szinteken foglalnak helyet. A tipuselmélet 1ényege, hogy egy adott tipus (vagyis
szint) csak olyan elemek csoportjat tartalmazza, amik alsobb szinteken helyezkednek el. Ez
azonban nem fog feloldéast adni azokra a paradoxonokra, amelyekben az allitdsok sajat
magukra vonatkoznak, mivel egyik szint sem tartalmazhat olyan elemeket, amelyek az adott
szinten tlintek fel el0szor, hiszen egy magasabb réteg mindig az alatta elhelyezkedo rétegek

elemeinek csoportjabol tevodik 6ssze (Bolander, 2017).

Tarski elméletének 1ényege, hogy kiilonboz6 szinteken kiilonb6zd ,,nyelvek”
helyezkednek el ugy, hogy minden szinten csak a lentebbi szintekre vonatkozoan adhatunk
igazsagértéket, azok mondatainak donthetliink az igazsadgar6l. Ebben a hierarchikus
rendszerben a nulladik szinten elhelyezkedd nyelv az igynevezett objektumnyelv, és minden
szintnek az eggyel felette helyet foglalo szint az igynevezett metanyelve. (Bolander, 2017).
Ez az elmélet szintén nem ad megfeleld feloldast a paradoxonjainkra, mivel minden mondat
csak az felépitésben alatta elhelyezkedd mondatok igazsagértékérdl donthet, sajat magara,
mint a sajat szintjén elhelyezkedd allitdsra nem. Ebben a két elképzelésben az altalunk
vizsgalt mondatok nem létezhetnek, tehat nem valaszthatunk efféle formalis nyelvi

megoldast, mivel ezek az allitasok ugyanakkor 1éteznek.

Szamunkra most Saul Kripke feloldasa lesz Az elképzeléseinknek megfeleld. Kripke
1975-ben, tehat csak a szazad masodik felének kdzepén publikalta irdsat, ami nagyban
meghatarozta az igazsagelmélet és a paradoxonok szemléletét a késébbiekben. Kripke
(Kripke, 1975) elmélete tovabbra is azon az elképzelésen alapul, miszerint kiilonb6zo
szintek léteznek, de ezek a szintek mar nem élesen elhatarolodd részeit alkotjdk a
mondattannak. (Bolander, 2017). A konstrukcidban minden szinten maga az igazsag csak
részben definialt, vagyis csak néhany mondatra vonatkozik, tehat megint egy haromértékii

rendszerr6l beszélhetiink, ahol az igaz és hamis értékeken kiviil megjelenik a ,,nem
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meghatarozott”, vagy masnéven ,eldontetlen” érték is (Bolander, 2017). Ezzel az
elképzeléssel, vagyis a nemallitdsok létezésével mar dolgoztunk mi is, azonban egy
probléma teljeskorti megoldasahoz ugy tiinik, nem ad eléggé kielégitd valaszokat. Azzal
ugyanis, hogy tetszOlegesen megengedhetjilk mondatoknak, hogy ne rendelkezzenek
igazsagértékkel, a nyelv kifejezoképességét gyengitjiik. Ezzel egyiitt (ijabb paradoxonokat
generalhatunk, mivel (ahogy a késObbiekben is latni fogjuk) egy feladatnak szédmos
megoldasa keletkezik, és néhany esetben nehezen lekovetheté megoldasokrol beszélhetiink.
Eddig azonban ugy tiinik, hogy ez az egyetlen olyan felépitett konstrukcio, ahol a
paradoxonokat okoz6 allitasaink léteznek, és valamilyen féle feloldasat kaphatjuk a

problémanak.

Felmertilt az 6tlet, hogy mi lenne, ha az éllitasok arra vonatkoznanak, hogy egyaltalan

allitasok-e Ok.
2.3. Egy érdekes példa

Tekintsiik a kovetkezd, kiilondsen hangzo feladat:

Egy papirlapon az alabbi hét allitas olvashato.
1. Ezen a lapon legalabb I mondat nem allitas.
. Ezen a lapon legalabb 2 mondat nem allitas.

. Ezen a lapon legalabb 3 mondat nem allitas.

. Ezen a lapon legalabb 5 mondat nem adllitas.

2
3
4. Ezen a lapon legalabb 4 mondat nem allitas.
5
6. Ezen a lapon legalabb 6 mondat nem allitas.
7

. Ezen a lapon legalabb 7 mondat nem allitas.
Kérdes: Melyik allitasnak mi az igazsagertéke?

Most mar az is kérdéses, hogy hogyan alljunk neki a feladatnak. Az itt szerepld
mondatok lehetnek igaz allitasok, hamis allitasok, de igazsagérték nélkiili ,,nemallitasok™ is.

Egyik mondatrol sem tudjuk kezdetben megallapitani, hogy melyik kategoriaba tartozik.

Nézziink meg egy lehetséges példat, induljunk el tgy, hogy megvalasztjuk az igaz
allitasokat. Annyit biztosan tudunk, hogy az utols6 mondat nem lehet igaz allitas, hiszen

sajat maganak mondana ellent.
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Legyenek példaul az els6, masodik és harmadik mondatok igaz allitasok. Ez azt jelenti,
hogy van legalabb hiarom olyan mondat, amik nem allitdsok. Legyenek ezek példaul a
negyedik, az 6tddik és a hetedik mondatok. Ekkor a 6. allitas vagy hamis, vagy az sem allitas.
Valasszuk most ki a masodik €s a negyedik mondatokat, mint igaz allitasok. Ekkor az els6
és a harmadik mondatok biztosan nem lesznek allitasok, hiszen hamisak nem lehetnek a
negyedik kijelentés igazsaga miatt. A maradék harom mondat tovabbra is lehet hamis allitas,
vagy pedig igazsagérték nélkiili mondat is. Ezzel a probalkozassal, miszerint el0szor az igaz
allitasokat probaljuk kivalasztani, nagyon sok megoldasa lehet a feladatnak, és nagyon

koriilményesnek tlinik megtalalni az 6sszes 1étez6 megoldast.

Trividlis eseteket persze felfedezhetiink, minthogy ha a hatodik éllitas igaz, akkor az
Osszes tObbi mondat nem lesz allitas, vagy ha példaul az elso kijelentés hamis, €s feltessziik,
hogy mindegyik mondat allitas, akkor az Gsszes tobbi kijelentés is biztosan hamis lesz. Egy
harmadik ilyen példa, ha az els6 hat darab mondatot kijeldljiik, mint nem allitasok, igy a
hetedik kijelentés biztosan hamis. A harom kiilonb6z6 példaban harom kiilonb6z6
stratégiaval jartunk el. Az els6 kettdvel ellentétben, az utolsé példaban az igazsagértékkel
nem rendelkez6 mondatokat valasztottuk ki el6szor, majd ebbdl kovetkeztettlink az allitasok

igazsagtartalmara.

Probaljuk meg igy megkozeliteni a feladatot. Jeloljiik ki eldszor azokat a mondatokat,
amik nem lesznek allitdsok. Legyenek ezek a harmadik €s a hatodik mondatok, a tobbi
mondat pedig allitas lesz. Ekkor van két darab nemallitdsunk, vagyis a masodik allitas,
miszerint van legalabb két nemallitas, egy igaz allitas lesz. Emiatt az els6 allitas is biztos,
hogy igaz lesz, hiszen legalabb egy nemallitas is biztosan van. Maradtak a harmadik, 6todik
¢és hetedik sorszammal rendelkez6 allitdsok. Ezek mindegyike hamis, hiszen nincs harom
darab nemallitas sem, igy négy, ot, vagy hét darab sincs. Ugy tiinik, hogy azzal, hogy eleve
megadtuk melyik mondatokat nem tekintjik allitasnak, nagyon egyszerii lett a feladat

megoldasanak folytatasa, és igy mindig lesz megoldasa a feladatnak.

Hogyan miikédik ez altalanos, N szdml mondatnal? Legyen a nemallitdsok szama M
darab. Ha kivalasztottuk az 6sszes nemallitast, akkor az 0sszes tobbi mondat allitas lesz, és
egyértelmii igazsagértékkel rendelkeznek. Tudjuk, hogy van M darab nemallitasunk, igy
azok a mondatok, amikben az szerepel, hogy legalabb k darab nemallitas van, és k < M,
azok igaz allitasok lesznek, ha pedig k > M, akkor azok az allitasok hamis allitasok. Tudjuk

tehat, hogy az M-edik sorszamu allitas igaz, amennyiben allitas egyaltalan. Mivel igaz az,
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hogy van legalabb M darab mondat, ami nem allitas, igy az is biztos, hogy van legalabb 1,
legalabb 2, és igy tovabb, legalabb M — 1 darab is, hiszen ha egy allitas igaz, akkor minden
6t megel6zo allitas is igaz lesz. Vagyis a sorszamokat tekintve az 1.-t6l az M.-ig minden
olyan mondat, ami allitas, egy igaz allitas lesz. Az M. sorszam utan azonban minden tovabbi

allitas egy hamis kijelentés, mivel pontosan M darab nemallitadsunk van.

Arra jutottunk, hogy csak az szdmit, hogy hogyan valasztjuk meg a nemallitasokat, ez
mar egyértelmtien eldonti az allitasok igazsagértékét. Az, hogy hany mondatot jeloliink Ki
nemallitasnak, és pontosan melyik mondatokkal tessziik ezt, sokféleképpen torténhet, de a
lehetséges esetek szdma pontosan megadhatd. Tetszoleges N darab mondat esetén ez éppen
annyi esetet jelent, amennyi az N elemii halmaz Gsszes részhalmazanak szama, vagyis a

feladat 2V -féleképpen oldhatd meg.

2.4. Igaz, hamis vagy nem allitas?- régi feladat ujragondolasa

Tekintsiik most az egyik eredeti feladatot igy, hogy mar tudjuk, hogy lehetnek koztiik
nemallitasok is. Mivel a megoldas soran olyan bonyolult gondolatmenetek fogalmazodtak
meg, illetve keveredtek 6ssze, ami mar nehezebben volt kovethetd szamomra, eldszor ezt a
feladatot is egy konkrét példara nézziik meg, mégpedig ugy valasztottam meg ezt a konkrét
példat, vagyis az allitasok konkrét szdmat, hogy a példa tanulsagos legyen, de még konnyen
szdmolhat6. Ezutan vezetjiik le a feladatot altalanos N szamu allitas esetére. Nézziik tehat,

hogy mik a lehetséges megoldasok, eldszor kilenc allitassal:

Egy papirlapon az alabbi kilenc allitdas olvashato.
1. Ezen a lapon legalabb 1 allitas igaz.
Ezen a lapon legalabb 2 allitds igaz.
Ezen a lapon legalabb 3 allitas igaz.
Ezen a lapon legaldabb 4 allitas igaz.
Ezen a lapon legalabb 5 dllitds igaz.
Ezen a lapon legalabb 6 dllitas igaz.
Ezen a lapon legalabb 7 allitas igaz.
Ezen a lapon legalabb § adllitas igaz.

© © N o oA w N

Ezen a lapon legalabb 9 allitas igaz.
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Induljunk ki példaul abbdl, hogy a negyedik és a hetedik mondatok nem allitasok.
Tegyiik fel el6szor, hogy az 5-6s sorszamu allitas igaz. Az 6todik allitasig legfeljebb négy
igaz allitasunk van, s6t, mivel a negyedik mondat nem is allitas, ezért csak harom igaz
allitasunk lehet az 6todik kijelentésig. Legyenek tehat ezek is (1-3.) igaz allitasok. Ekkor az
otodik allitas igazsaga miatt kell talalnunk még egy igaz kijelentést. Ha a fennmaradok koziil
barmelyik allitast igazza tessziik, annak igazsagértéke miatt még tobb igaz allitast kell
talalnunk. Minden egyes igaz allitas ijabb igaz allitasokat kdvetel, ez a kijelentések véges
szama miatt nem teljesithetd, ellentmondasra jutunk a feladatban. Az 6todik mondat tehat
mindenképpen hamis allitas lesz, sot, az el6zdek miatt a nyolcadik és kilencedik mondatok
is biztosan hamis kijelentések. Térjlink vissza kicsit az elsé harom éllitasra. Az el6bbi
példaban ezek igaz allitdsok voltak, de nézziik meg, milyen mas megoldasokat kaphatunk
még az eddigi feltételek mellett, miszerint a negyedik és a hetedik mondatok nem allitasok.
Ha mar a legelsd kijelentés hamis, miszerint van legalabb 1 igaz allitas, akkor a mésodik és
a harmadik allitas is hamis, és minden tovabbi kijelentés is az. Ha az elsd allitas igaz, a
masodik kijelentésrdl ettdl fiiggetleniil donthetiink. Lehet, hogy a masodik mar hamis, ekkor
ebbdl kovetkezik, hogy a harmadik is hamis lesz, és az Osszes tobbi, dket kovetd allitas is.
Ha viszont a masodik allitas igaz, még mindig tetszélegesen donthetiink a harmadik
kijelentésrdl, lehet igaz, de lehet hamis is. Tehat négyféle megoldast kaphatunk erre a

feladatra.

Harom konnyen felismerhet6 eset még, amikor mind a kilenc allitas igaz, vagy mind
hamis, vagy ha egyik mondat sem 4llitas. Erdekes eset, amikor feltessziik, hogy nincs igaz
allitas a 9 mondat kozott. Mivel a kijelentések az igaz allitasok szamara vonatkoznak, mi
pedig azt mondtuk, hogy egyaltalan nincs kozottiik igaz allitas, tetszdlegesen lehet az Gsszes
mondat hamis allitas, vagy nemallitas is. A nemallitdsok szdma nem befolyéasolja a hamis
allitasok szamat, és forditva. Az ilyen esetek szdma 2°, és ebben benne van az a két eset,
amit mar emlitettiink: ha az 6sszes mondat nemallitds, vagy ha az Osszes mondat hamis
allitas. Fontos még megjegyezni, hogy az alap feladatban, ha egy allitas igaz, a sorban el6tte
1évo allitasok is mind igazak, illetve ha egy kijelentés hamis, a sorban utana kdvetkezéknek
Is hamisaknak kell lenniiik. Mivel azonban most nem feltétleniil tekintiink minden mondatot
alltasnak, azt mondhatjuk el, hogy ha egy allitas igaz, akkor minden sorban azt megel6z6
mondat is igaz allitas lesz, ha pedig egy kijelentés hamis, akkor a sorban utana kdvetkezd

mondatok tetsz6legesen lehetnek hamis allitasok, vagy nemallitasok.
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Osszefoglalva tehat a lapon lathaté kilenc mondat kozott az els6tél kezdve (persze csak
ha van egyaltalan igaz, de ezt az elébb targyaltuk) egy darabig igaz kijelentéseket lathatunk,
utdna pedig valtakozva fordulhatnak el6 hamis kijelentések, és igazsagérték nélkiili

mondatok.

Vizsgaljuk meg ez alapjan a tovabbi lehetséges megoldasok szamat. Ha csak az elso
kijelentés igaz, az 28 darab esetet ad, ha csak az elsé kettd igaz, az 27 darab esetet, és igy

tovabb. Az 6sszes ilyen eset szdma 28 + 27 + 26 + -+ + 2 = 510.

Ha tehat meg szeretnénk taldlni a feladatnak minden lehetséges megoldasat, azt éppen

3+ (2° = 2) + 510 = 1023 féleképpen tehetjiik meg.

Nézziik meg, hany megoldasa lehet a feladatnak, ha tetszdleges N szamu mondattal

indulunk neki.

1. Ezen a lapon legalabb 1 allitas igaz.
2. Ezen a lapon legalabb 2 allitas igaz.
3. Ezen a lapon legalabb 3 allitas igaz.

N. Ezen a lapon legalabb N allitas igaz.

Megint jeloljiik ki azokat a mondatokat, amik nem lesznek allitasok. Az biztos, hogy ha
kijeloltiik az Osszes ilyen mondatot, akkor a legelsd ilyen ,nemallitds” utdn, sorban a
fennmarado allitasok mindegyike hamis lesz. Hiszen ha a k-adik mondat nem allitas,
biztosan nem lehet mar legalabb k + 2 darab igaz allitas. Meg kell még vizsgalnunk az elsé
nemallitas eldtti allitdsok igazsagértékét. Ezek lehetnek igazak és hamisak is, de a logikai
értékiik fiigg egymastol. Ha egy allitas igaz lesz, abbol kovetkezik, hogy az 0sszes sorban
eldtte 1évo allitasnak is igaznak kell lennie, €s ha egy allitas hamis, akkor ez altal az dsszes
sorban utana kovetkez0 allitas is hamis. Tehat ha az els6 igazsagérték nélkiili mondat eldtti
allitasokat tekintjiik, egy bizonyos sorszdmu allitasig mind igazak lesznek, utana pedig mind

hamisak. Osszefoglalva:

Tegyiik fel, hogy van legaldbb egy olyan mondat, ami nem 4allitds. Legyen az els6
ilyen mondat a k-adik sorszamu. Nézziik a sorban utana kovetkezé6 mondatokat. Ezek
mindegyike lehet hamis allitas, vagy ,,nemallits” is. Ezen esetek szama 2V~ Nézziik most
az elsé k — 1 darab allitast, ezen mindegyike allitas lesz, hiszen a k-adik mondatot jelSltiik

ki az els6 olyannak, ami nem lesz allitds. Az eldzdek alapjan képzeletben egy vonallal
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pontosan szét tudjuk valasztani az igaz allitasokat a hamisaktol. A vonalunk el6tt csak igaz,
utana pedig csak hamis allitasok szerepelnek. Ezt a szétvalasztast éppen k-féleképpen
tehetjilk meg. Ha tehat az alapjan indulunk el, hogy melyik az elsé nemallitasunk, ett6l
fliggeni fog az Osszes tobbi igazsagérték. Az igy kapott lehetséges esetek szama

N k-2N ~k. Szamolnunk kell azzal is, hogy mi torténik, ha az 6sszes mondat 4llitas, tehat
nem jeloliink ki eldzetesen semmit. Ekkorra tovabbra is az érvényes, hogy egy bizonyos
allitasig az Osszes allitas igaz, utana pedig mind hamis. Vagyis lehetséges, hogy az 0sszes
allitas hamis, ahogyan az is, hogy az elsé allitas igaz csak, €s a tobbi hamis, vagy az elsé
kettd igaz, és a tobbi hamis, és igy tovabb. Ez még éppen n + 1 darab esetet jelent. Az Osszes
lehetséges eset szdma tehat pontosan (N + 1) + Y ¥_; k - 2V~F ami egyszeriibben kifejezve

éppen Yy_o 2V,

Nézziik meg, vajon ugyanezt a szamot kapjuk-e akkor is, ha abb6l indulunk ki, hogy
melyik az utolso igaz allitasunk a felsorolt N darab mondat koziil. Az eddigiek alapjan mar
tudjuk, hogy egy lehetséges eset tigy néz ki, hogy az elsé T darab allitas igaz, utana pedig
hamisak és nemallitasok vegyesen fordulhatnak eld. Akarhogy is valasztjuk meg T'-t, vagyis
az utolso olyan kijelentést, ami még igaz (€s persze ilyenkor az eldtte 1évo T — 1 darab allitas
1s igaz), a tovabbi mondatok tetszOlegesen lehetnek igazsagérték nélkiili mondatok és hamis
allitasok is. Természetesen azt az esetet is bele kell szamolnunk, hogy egyaltalan nincs igaz

allitas. Igy a lehetséges esetek szama éppen Y N_, 2V T.

Ugyanazt az eredményt kaptuk, sot, ha az lenne a kiindulési pontunk, hogy melyik az
els6 hamis allitas az N darab mondat kozott, szintén erre az Gsszegre jutnank. Ennek a

feladatnak tehat 2¥*1 — 1 darab megoldésa van.

Ezzel a képlettel most ellendrizni is tudjuk az el6z6, N = 9 esetre vonatkozé példankat.

29+1

Kilenc mondat esetén éppen — 1 = 1023 megoldasa lesz a feladatnak, €s mi pontosan

ezt az értéket kaptuk, mikor korbejartuk az 6sszes lehetséges megoldast.
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3. Logika az osztalyteremben

Ahogy azt dolgozatom legelején is emlitettem, a logikai feladatok nagyon valtozatosak
és sokszintiek lehetnek, éppen ezért a diakok szamara is szamos élvezetes példat tudunk
felsorakoztatni. A harmadik részben eldszor arra térek ki, hogyan épiil fel a Nemzeti
alaptantervben a matematikai logika, mint témakor az egyes évfolyamokon at, majd a
tankonyvek altal tartalmazott, ehhez kapcsolddo leckéket vizsgalom alaposabban. Végiil
pedig arra voltam kivancsi, hogy egy altalam tanitott csoport didkjai hogyan reagalnak a
dolgozat elsé és masodik részében talalhatd logikai feladatokra, hogyan gondolkodnak, és

milyen valaszokat adnak a feltett kérdésekre.
3.1. Az alaptantervek a logikarél

A 2012-ben elkésziilt Nemzeti Alaptantervben a matematika logika eldszor a
fejlesztési feladatok megismerés, azon beliil is a gondolkodas alcime alatt jelenik meg. A
kovetkeztetés, mint fogalom, illetve példak és ellenpéldak keresése €s alkotdsa mar egészen
kisiskolds korban része a matematikadraknak, azonban kozépiskolds korig csak olyan
egyszerl, intuitiv kovetkeztetésekrdl beszélhetiink, amelyhez nem kapcsolddik tudatos
nyelvi megfogalmazas. (Nemzeti Alaptanterv, 2012). Csak az altalanos iskola utan jelenik
meg ezen kovetkeztetések bizonyitdsa, alatdmasztasa. Szintén kisiskolas korban kezdddik az
érté-elemzd olvasas fejlesztése, ami fontos alapjaul szolgdl a logika feladatok
szovegezésének feldolgozasanak, a Iényegi informaciok Kkisziiréséhez sziikséges
képességnek. Az alaptantervben foglaltak szerint a matematikai logika nyelvének
megismerése az altalanos iskola felsd tagozataiban kezdddik, ami magéban foglalja a
matematikai és a kdznyelvi szavak, kdtdszavak kozotti kiilonbségek megértését. A hetedik
¢s nyolcadik évfolyamokon pedig mar részletesebben foglalkozunk a gondolatmenet

leirasaval, tagolasaval (Nemzeti Alaptanterv, 2012).

A kovetkezd fejlesztési feladat, amiben jelentds szerepet kap a logika témakdre az
, Akarati, érzelmi, onfejlesztd képességek és egyiittéléssel kapcsolatos értékek” (Nemzeti
Alaptanterv, 2012). A kommunikéciohoz szorosan kapcsolddva, az altalanos iskola felsd
tagozatatol kezdve Ujra megjelenik a nyelvi-logikai szerkezetek megismerése, a koznyelv és
matematika nyelv kiilonbségeinek megértésének fejlesztése. Fontos kiemelni az érvelést,

mind szobeli, mind irasbeli szinten a bizonyitas eszkozével.
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Ezutdn az alaptanterv a kozmiveltségi tartalmak fejezet alatt targyalja
részletesebben, mik azok a konkrét témakordk és tananyagok, amiket a didkoknak el kell
sajatitaniuk, tovabbra is életkor szerint tagolva. Kisiskolas évfolyamokon a matematikai
logika témakore mindGssze két pontot tartalmaz: ,,A valtozas értelmezése egyszerli
matematikai tartalmi szovegben. Allitasok igazsaganak eldontése.” (Nemzeti Alaptanterv,
2012). Megjelennek az allitasok, és azok igazsagértéke, de még intuitiv és burkolt modon, a
matematika nyelvezetének hasznalata nélkiil. A szovegértelmezés, illetve az allitasok
igazsagtartalmarol vald dontés mellett felso tagozatokban a definiciok, tételek kimondasaval
boviil a tartalom. Ekkor tehat mar megjelenik a sajatos nyelvezet, allitdsok és fogalmak
pontos megfogalmazasanak igénye. A legjelentésebb szerepet természetesen
kozépiskoladban kapja a logika témakore, amikor a hétkdznapi szovegek értelmezésén til sor
keriil a matematikai tartalmt szovegekre is. A didkok megtanuljak a ,,minden” és , Iétezik”,
vagy ,,van olyan” kifejezések helyes hasznalatat, képesek lesznek megadni az allitasok
logikai értékét, illetve allitdsok tagadasat megfogalmazni. Megjelennek a logikai miiveletek
is, az ,,&s”, a ,,vagy” és a kovetkeztetést jelzO, vagyis a ,,ha..., akkor” szokapcsolatok is. A
tételek kimondasan feliil pedig el6keriil a bizonyitds és annak modszerei is (Nemzeti
Alaptanterv, 2012). A logika egyébként talan az egyetlen olyan fogalom, ami bar mas
megkdzelitésben, de a matematikan kiviil tobb mas tantargy oktatasaban is megjelenik.
Fontos szerepet jatszik az informatikaban, a magyar nyelv és irodalom targyaban, idegen

nyelvekben, a filozofiaban, de még a foldrajzban is.

Az 1j, 2020-as ¢évi Nemzeti alaptanterv kissé¢ mas megkozelitésbol foglalja 6ssze a
tanitando ¢és tanuland6 anyagrészeket az egyes oktatasi szakaszokon at, abban azonban
hasonl6 a régihez, hogy kis- és nagyiskolas, valamint kézépiskolas korban is {6 témakort
alkotnak a gondolkodasi mddszerek, azon beliil is a matematikai logika. A tanterv szerint 4.
osztaly végére a tanul6 megtanulja helyesen hasznalni a logikai ,,nem”, illetve ,,&s” szavakat,
¢s az ezekkel rokon értelmi kifejezéseket is, mikozben a 2012-es valtozatban még tudatos
nyelvi megfogalmazasrol nem beszéltiink. Itt is megjelenik az allitas igazsagértéke, amit a
diak ekkora képes megitélni adott halmazra vonatkozoan, valamint hianyos allitasokat
1gazza tenni tetszOleges elemekkel, megadott alaphalmazbol. Az , Ismeretek felhasznéalasa”
cimke alatt emlitésre keriilnek a logikai jatékok, amikben a tanuld képes a sajat dontéseit
mérlegelve elére gondolkodni. Tovadbbra is a matematikai kommunikacié fontos része

marad, hogy a didk 6nalloan tudja értelmezni a hallott vagy olvasott matematikai tartalmu
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szovegeket, amik az elsé 1épést jelentik a logikai feladatok megoldasanak folyamataban

(Nemzeti Alaptanterv, 2020).

Az éltalanos iskola felsobb évfolyamainak elvégzésével az allitasok logikai
értékének megallapitasan til mar ondlldoan tudnak a tanulok igaz és hamis allitdsokat
megfogalmazni, egyszeriibb bizonyitdsi gondolatsort megérteni és Osszeallitani, valamint a
matematikai szaknyelvet kovetkezetesen hasznalni logikai érvelés soran. A kozépiskolaban
elsajatitott képességek szinte majdnem teljesen megegyeznek az 0j alaptantervben a régihez
képest, de a logikat szorosan a halmazok témakoréhez kapcsolva, a 12. évfolyam végére a
diak képes atlatni a halmazmiveletek és a logikai miiveletek kozotti kapcsolatokat is

(Nemzeti Alaptanterv, 2020).

3.2. Tankonyvi tartalmak

A matematika tankonyvek koziil igyekeztem a legismertebb, leggyakrabban eléforduld
konyveket alapul venni. Az egyik tipus a Mozaik Kiado altal létrehozott Sokszinii
matematika tankdnyv, ezen kiviil talan a mésodik legtobbet hasznalt az Eszterhdzy Karoly
Egyetem Oktataskutatd és Fejleszté Intézet kiadvanya, de figyelembe vettem az Oktatasi
Hivatal uj, 2020-as Nemzeti alaptantervhez hangolt kiadast is. Az els6t tekintve, a logika
témakore eldszor a 10. évfolyamos tankdnyvben jelenik meg, akkor is csak a sziikséges és
elégséges feltételek témakorét targyalva, egy-két kiegészitd feladattal, ahol allitdsok és
allitasok megforditasanak igazsagértékét sziikséges vizsgalni. Ezutan a kiadvany a
skatulyaelvvel, valamint sorba rendezéses feladatokkal halad tovabb (Sokszinili matematika
10, 2011). Részletesebben csupan a 12.-es tankdnyvben foglalkozhatunk ujra a logikaval, itt
mar szerepet kapnak a logikai kijelentések, a logikai miiveletek (negacio, konjukcio,
diszjunkcid, implikacid, ekvivalencia), és bar emelt szintli tananyagként megjeldlve, de a
teljes indukcid, mint bizonyitasi mddszer is. Ebben a leckében felfedezhetd néhany hires,
Roka Sandor-féle példatarban is megjelend lovag-10koto, avagy Ki hazudik? és Ki mond
igazat? tipusu feladat, és tovabbi, logikai kijelentésekkel kapcsolatos feladatok, amik mar
nagyon hasonléan mikddnek, mint az altalam kordbban vizsgdlt példak. (Sokszinii
matematika 12, 2011). A logikai miveletek fejezetekben leginkabb csak olyan feladatok
szerepelnek, amelyek klasszikus, repetitiv modon gyakoroltatjdk a kijelentések kozotti

miiveleteket, jelolésiiket és megfogalmazasokat.
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Ezzel szemben az Oktataskutato és Fejleszté Intézet mar a 7. évfolyamon megjelenteti
a matematikai logikat. Az itt szereplé példdk ugyan még joval egyszeriibbek, mint a
kozépiskolai tananyagban, de eldkeriil az allitds, az allitds megforditasa, és ezek
igazsagértéke is, egyeldre implicit modon (Matematika 7, 2017). A 10. évfolyamon is joval
tobb ismeretet fed le a tankdnyv, mint a Mozaik kiadvanya. Az allitasok igazsagértékének
meghatarozasan til mar megjelenik a kozottiik 1évo logikai kapesolat, a feltétel fogalma és
a kovetkeztetés, thlnyomorészt tablazatok hasznélataval. Targyalja a konjunkcid és
diszjunkcié miiveleteket, €s igazsagtablazat segitségével szemlélteti azokat, végiil nyitott
mondatokon keresztiil is gyakoroltatja a sziikséges tananyagot. Nagyon roviden keriilnek
emlitésre a ,,ha ..., akkor” és az ,,akkor és csak akkor” kifejezések, és csak raadasként jelenik
meg részletesebben az implikacid, ekvivalencia és a kizard vagy fogalma (Matematika 10,
2017). A 12. évfolyamos tankdnyvben mar csak ismétlésként, az érettségire vald gyakorlas
alatt jelenik meg a logika témakdre, az eldzd évek feladatainak Osszefoglaldséval

(Matematika 12, 2017).

Végezetiil pedig tegyiink emlitést az Oktatasi Hivatal 10. évfolyamos tankonyvérdl, ami
az eddigiekkel szemben a 2020-as Nemzeti alaptanterv alapjan késziilt el. A tananyag
tartalma nagyon hasonld, mint az eldbb emlitett kiadasban, de az elméleti hattér
részletesebben targyalt, ezaltal konnyebben kovethetd és érthetd, mig a gyakorlati feladatok
szama joval kevesebb, mint az Oktataskutatd és Fejlesztd Intézet konyvében, ezzel kisebb

hangsulyt fektetve a gyakoroltatasra (Matematika 10, 2021).

3.3. Kisérlet a kozépiskolasokkal

Eddig a tankonyvek azon konkrét leckéit, moduljait vizsgaltam, amelyek kifejezetten
a matematikai logika témakoré koré épiiltek, azonban az ilyen tipust feladatok
megtaladlhatoak mas témakorokhoz kapcsoloddan is ezekben a kiadvanyokban. A
tanarképzéshez tartozo hosszu tanitasi gyakorlatomat végezve, a kilencedikes csoportommal
éppen az egyenletek témakorét targyaltuk, amikor egy ismerds feladatra talaltam a nekik

késziilt Sokszinli matematika tankdnyvben.
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R BN i

| Egy papirlapon az alabbi 6t 4llitas olvashato.
Az allitasok koziil melyik igaz, melyik hamis?

mj;zEN A LAPON A AL LITAS HAMIS

. EnA zAPaNz'AZL (TAS HAMIS
e g SIS AT
FZENA LATN 4 AL/ TASs HAMIS
CaenahPoN § ALLITAS PAMis

(Sokszinii matematika 9, 2011, 151.0.)

Ugyanazzal a feladattal talalkoztam, ami Roka Sandor példataraban is szerepel, és
aminek mentén elkezdtem irni a szakdolgozatomat. Adédott az 6tlet, hogy néhany feladatot
az eddig felsoroltak koziil, feladhatnék a csoportnak is, megfigyelve és lejegyezve
valaszaikat. Mieldtt ezekrdl az eredményekrdl részletesebben beszamolnék, szeretném

bemutatni a gimnaziumot és a csoportokat, amelyekben végiil elvégeztem a megfigyelést.

Az iskola Ujbuda kozpontjaban helyezkedik el, Budapest kiemelt, erésen
infrastrukturalt teriiletén. Az iskola 1984-ben alakult, és el6szor kiilvarosi gimnaziumként
mikodott. Kesobb, 2000 elején, az akkori keriileti fenntarté ugy dontott, hogy elveszi az
épiiletet az iskolatol, és feloszlatja a gimndziumot. Végiil sikeriilt uj helyszint talalni, igy az
iskola a korabbiakhoz hasonléan Kelenfold kornyékén varta a didkokat. A vezetOség
elmondasa alapjan, mivel az 0j épiilet meglehetdsen nagy volt, de még mindig a kiilvarosban
helyezkedett el, a megtoltése igen nehéz feladat volt, igy nem tudtak megvélasztani az
odajard didkokat, barmilyen felvételi rendszer nélkiil keriiltek be a kdzépiskolaba. Végiil
2015-ben kaptak meg a jelenlegi épiiletet. A keriileti adottsagoknak kdszonhetden minden
adott a megfeleld iskolai kornyezet kiépitéséhez, illetve ma mar olyan sok, nagyon jo
képességli tanulo jelentkezik a gimnaziumba évrdl évre, hogy komoly feladatot okoz
kivalasztani azokat, akik valamelyik osztdlyban folytathatjdk tanulményaikat. A didkok
eltokéltségének koszonhetden igy jelentés mértékben novekedtek példaul az érettségi
vizsgék atlagai is, a kordbbiakhoz képest. Az iskolaban jelenleg 454 diak, és 56 alkalmazott
van, amibdl koriilbeliil 40 f6 jelenti a tanari kar 1étszamat. A fenntarto jelenleg a Dél-Budai

Tankeriileti Kozpont, tehat dllami fenntartdsu gimnaziumrdl van szo6.

Az iskolédba jelentkezdk tobbféle osztaly koziil valaszthatnak; 1étezik nyelvi el6készitd

osztaly, altalanos tagozat, média, miivészeti, ami ének-zene, valamint rajz szakos didkokbol
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all 6ssze, illetve a biologia tagozatot nemrég felvaltd informatika tagozat is. Minden tagozat
a hozza kapcsolodd targyakbdl nyujt emelt oraszamot, valamint minden tanulonak
lehetésége van az utolsd két évben altala valasztott fakultacids ordkon is részt venni. A
felvételi rendszer minden osztalyban legalabb egylépcsds, ami az alap kozponti felvételit
jelenti, ennek pontszama alapjan keriilhetnek az iskolaba a gyermekek. Ezen kiviil harom
tagozaton, a nyelvi, a mlivészeti és a média tagozaton szobeli felvételire is sor keriil. Az
elmult években az iskoldba valo taljelentkezés olyan mértéket ért el, hogy az altalanos
tagozaton példaul mar képtelenség lenne szoébeli vizsgat lefolytatni a nagyjabol ezer

jelentkezd kozott.

A 2021/2022-es tanév szeptemberében keriiltem az iskolaba tanitasi gyakorlatra. Az
elsé csoport, amellyel elvégeztem a vizsgalatot a logikai feladatokkal kapcsolatban az a
csoport, akiket matematikabdl tanitok a tanév eleje 6ta. Ez 24 fot jelent, a csapat pedig a
kovetkezOképpen allt Ossze: a kilencedik évfolyam két osztilyat ,,0sszevontdk” a
matematika orak csoportositasara, mindkét osztaly eredend6éen két szakra bontott. Az egyik
osztalyt a média és miivészeti szakosok alkotjdk, a masik pedig az altalanos, illetve
informatika tagozatosokbol all Ossze. A két osztalyt (és ezzel négy szakot) Gsszevonva,
harom csoportra osztottak az Gsszesen nagyjabol 65 f6t, a felvételi eredményeik alapjan.
Abba a csoportba, amiben a gyakorlatomat végzem azok a tanulok keriiltek, akik a
matematika felvételin legalabb 40 pontot értek el a maximalisan megszerezhetd 50 pontbdl,
tehat teljesitmény szerint a leger6sebb csapatot kaptam magam mellé, a négy szakrol
vegyesen kivalasztva. Az elmult honapok tapasztalatai alapjan ezek a tanulok valdban jo
matematikai érzékkel rendelkeznek, kifejezetten érdekldddk és lelkesek a tantargy irant,
nagyon jol latjak az osszefliggéseket és konnyen tanulnak. Tobb didk is rendszeres latogatoja
az iskolaban kihirdetett matematikaversenyeknek. El6szor tehat ezzel a csoporttal dolgoztam
az altalam kigy(ijtott feladatokon, réjuk a késoObbiekben ,.elsé csoport”-ként fogok
hivatkozni. Annak érdekében, hogy minél tobbféle gondolkodasmodot ismerjek meg, illetve
olyan diakok is megszolaljanak, akiknek nem a matematika az egyik f6 érdeklddési koriik,
ugy dontdttem, az altalam angol nyelvbdl tanitott, nyelvi el6készitds csoporttal is atbeszeljiik
a logikai feldatokat. Ez a csoport 14 f6bdl all, és a nulladik évfolyamuk miatt mar masodik
éviket toltik az iskolaban. Bar matematikabol nem én tanitom ezeket a diakokat, korabban
mar jartam bent orajukon hospitalas céljabol, igy volt egy elézetes képem arrol, hogy kik
azok, akik jobban érdeklédnek a matematika irant, aktivabbak az o6rakon. Ett6l fliggetleniil

tovabbra is joval kevesebb informaci6 allt rendelkezésemre veliik kapcsolatban, hiszen nem
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vagyok ott rendszeresen a matematika oraikon, és sosem tanitottam az angolon kiviil mas
tantargybol Oket. Ezt a csoportot a tovabbiakban masodik csoportként fogom emliteni.
Egyik csapat tanuloi sem foglalkoztak még az iskolaban a matematikai logikaval, mint
onallé témakorrel, tehat nem ismernek konkrét definiciokat, tételeket, azonban képesek
dontést hozni allitdsok igazsagértékérdl, és oldottak mar meg logikai feladatokat tobb

tantargy keretein beliil is.

Elészor mindkét csoporttal ismertettem a szakdolgozatom témajat, illetve
elmagyaraztam szdmukra, miért fontos az aktiv részvételiik a feladatokban (ami egyébként
jelen van minden 6rankon, mindkét csoportban), valamint hogy kiilondsen kiemelt szerepe
van annak, hogy milyen otleteik vannak, hogyan gondolkodnak, milyen kovetkeztetésekre
jutnak akar egymas valaszaibol kiindulva. Bar jeleztem el6re, hogy a cél érdekében idealis
lenne, ha mindenki a keze feltartdsaval jelezné, ha szdlni szeretne, és csak azutan fiizne
gondolatot az 6rahoz, ha erre engedélyt kapott, ezt a szabalyt — a két csoportnal kiillonb6zo
okbol kifolydlag — nehéz volt tartani. Most egyesével, sorrendben szeretném bemutatni
azokat a feladatokat, amikkel dolgoztunk, és minden feladatnal kitérni arra, hogy milyen
valaszok érkeztek a két csoport tanuloitol. A tanuldkat a sajat neviik kezdobetiijétdl eltéro,
tetszOleges betiivel fogom jeldlni, az azonos betilik azonos tanuldkat takarnak. Az elso feladat

igy szolt:

(1) Egy papirlapon az alabbi ot dllitas olvashato:
1. Ezen a lapon 1 dllitas igaz.
2. Ezen a lapon 2 allitas igaz.
3. Ezen a lapon 3 dllitds igaz.
4. Ezen a lapon 4 allitas igaz.
5. Ezen a lapon 5 adllitas igaz.

Kérdes: Az allitasok koziil melyik igaz, melyik hamis?
Az els6 csoportban rogton a kovetkezd valaszok érkeztek:
A: De nincs ott, hogy ,,csak” ennyi van.

En: Vonatkozzanak most ezek az allitasok az igaz allitasok pontos szamara, tehat pontosan

1 allitas igaz, pontosan 2 allitds igaz, és igy tovabb...

B: Akkor ez konnyti. Az elsé allitas igaz, amin az van, hogy az 1 darab igaz allités, és az

igaz allitas az elsd.
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En: Ez most kicsit kusza volt, mit is mondott pontosan B?

B: Nem lehet egynél tobb allitas igaz, mert kizarja egymast az 0sszes allitas. Ha azt mondjuk,
hogy a lapon 4 allitas igaz, akkor nem lehet az, hogy 3 allitas igaz, mert nem 3, hanem 4.
Tehat kizarjak egymast az Osszes tobbi. Tehat csak 1 darab igaz allitas lehet, és ez az els6

lesz.

C: En B-re (az 6 megoldasara) szavazok.

D: De amugy két allitas igaz!

Valaki: Miért, melyik a masik?

D: Az, hogy egy papirlapon az aldbbi 6t allitas olvashato!

Mivel itt még nem szerettem volna kitérni a ,,Minden mondat allitds?” kérdésre,
javasoltam, foglalkozzunk csak a sorszamozott allitasokkal, de érdekes volt a gondolat, hogy
lényegében a feladat szovegezésében is szerepel(hetnek) kijelenté mondatok, amiket, mint
allitasokat figyelembe vehetnek a didkok. Lathatéan a tanuldk nem mentek el olyan,
szamukra tisztazatlan kérdések mellett, mint hogy mi vehetd a feladatban allitasnak, sot, az
sem volt egyértelmii, hogy ha nem szerepel az egyes mondatokban a ,,pontosan” vagy a
»legalabb/legfeljebb” kifejezés, mit jelent valojaban a kijelentés. A feladat megoldésa
egyébként nem okozott gondot a diakok szamara, bar természetesen volt, aki annal lassabban

jutott kovetkeztetésekre, mint a valaszt egyébként bekiabalo tarsai.
A masik csoport ugyanerre a feladatra a kovetkezdképpen reagalt:

X: Négy hamis lesz, az elsé négy, és az 6tds igaz, mert ugye minden allitas igaz, mert oda

van irva.

En: De ha mindegyik hamis, és az csak az 6todik igaz...

X: Akkor egy allitas is igaz, tehat mindegyik igaz!

Y: De ha egy allitas igaz, és az 6sszes tobbi nem, akkor csak egy allitas igaz.
Z: Igen. Akkor csak az els6 lehet igaz. Az 6t koziil egy igaz, €s az az elso.
En: De miért csak egy lehet igaz? Mert ezek az allitas egymast. ..

Y: ,,Conflictoljak!”

En: Mondjuk inkébb, hogy kizarjak, de igazad van.
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Ebben a csoportban hamarabb felmeriilt téves gondolatmenet, de a tovabbiakban ennek
nyoman elindulva végiil kikotottiink a jo megoldashoz. Ami szintén kiilonbozott, hogy nem
volt kiilonosebb igény a feladat tisztazasara és egyértelmusitésére, nem meriiltek fel azok a
kérdések, amik az elsd csoportban kiilon gondolkodast igényeltek. A preciz
megfogalmazasok, a pontos kovetkeztetések, ok-okozati dsszefiiggések korrekt leirasa is

hianyos, de a gondolatmenetet sikeriilt végiil mindenki szdmara érthetdvé tenni.

(2) Egy papirlapon az alabbi ot dllitas olvashato:
Ezen a lapon 1 allitas hamis.
Ezen a lapon 2 dllitds hamis.
Ezen a lapon 3 allitas hamis.

Ezen a lapon 4 allitas hamis.

o &~ WD

Ezen a lapon 5 allitas hamis.
Kérdés: Az allitasok koziil melyik igaz, melyik hamis? (Roka, 2010, 17. 0. 75.)

E: Ez ugyanaz, mint az el6z6, hogy ha egy allitas igaz, akkor négy hamis lesz. Az az
egy igaz, akkor a tobbi hamis.

B: Igen! Pontosan!

En: Oké, és nem lehet, hogy mindegyik hamis?

C: Nem. Amugy de!

D: Nem, mert ha az 6t allitas hamis, akkor az igaz, hogy 6t allitas hamis.

A: Akkor négy allitas hamis, és akkor pont a négyes lesz igaz.

En: Miért lesz a tobbi négy hamis, ha az egyik igaz?

C: Mert megint kizarjak egymast az allitasok.

Az els6 csoportban szinte azonnal érkezett a felismerés, hogy ez a feladat szoros
Osszefiiggésben all az elézdvel, és azt is konnyedén tisztaztuk, miért biztos, hogy van

legalabb egy igaz allitas a felsorolt 6t kijelentés kozott.

A masodik csoportban nagyon hasonl6 beszélgetés zajlott le, ott is hamar arra a valaszra
jutottunk, hogy nem lehet mind az 6t megoldas hamis, és megint csak egy lehet igaz, ami
igy a negyedik kijelentés lesz. Az egyetlen kiilonbség az volt, hogy itt hianyzott, illetve nem
kertilt kimondasra, hogy ez a feladat 1ényegében ugyanugy miikddik, mint az el6z06, pedig
annak mintajan elindulva sikeriilt szinte azonnal megoldasra jutni ebben a példaban is.

Ezutan attértiink a kicsit komplikaltabb feladatokra:
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(3) Egy papirlapon az alabbi dllitasok olvashatok:
Ezen a lapon legalabb 1 dllitas hamis.
Ezen a lapon legaldabb 2 allitas hamis.

Ezen a lapon legaldabb 3 allitas hamis.

1
2
3
4. Ezen a lapon legalabb 4 allitas hamis.
5. Ezen a lapon legalabb 5 dllitas hamis.
6

Ezen a lapon legaldabb 6 allitas hamis.

Keérdeés: Az allitasok kéziil melyik igaz, melyik hamis?
F: Az 6t6dik lesz igaz. Hogy ezen a lapon legalabb 5 allitas igaz. Mert a 6-0s nem lehet igaz.
G: Jo, de akkor a negyedik meg a harmadik allitassal mi van?

B: Igen, tehat hogy legalabb egy allitas hamis, az lesz igaz. Mert teljesen mindegy akkor,
hogy mennyi hamis van, biztosan van legaldbb 1, és akkor az igaz. Mert nincs olyan opcio,

hogy mindegyik igaz.
En: Miért nincs olyan opcid?

C: Mert ha legalabb 6 allitas hamis, akkor csak hat allitas van, és igy mindegyik hamis lenne.
De ha mindegyik hamis, akkor a hatodik az igaz lenne. Ami paradoxon.

En: Mit jelent az, hogy paradoxon?

Erre a kérdésre a kovetkezd valaszok érkeztek: ,,Nincs megoldasa.” ,,A logika
menete visszajut az elejére.” ,,Mint amikor a papirra rairjuk, hogy a masik oldal hamis, és a

masik oldalra meg azt irjuk, hogy az els6 oldal igaz.”

En: Foglaljuk kicsit 6ssze akkor a feladat megoldésat.

H: Szerintem az 6t0s...tehat egytdl 6tig az 0sszes igaz. Vagy tobb valasz van.
A:Nem! A harmas lesz igaz...Es ha egy igaz, akkor a folotte 1év6 tobbi is igaz lesz.

B: Nem lehet igaz mindegyik, mert ha azt mondod, hogy legalabb harom hamis, akkor az,
hogy legalabb egy allitds hamis nem lehet igaz, mert magéaban foglalja azt, hogy kettd darab

hamis is lehet.
D: De a legalabb 3 igaz, nem? Ennek tobb megoldasa van.

En: Probaljunk meg elindulni egy fix pontrdl, és szépen 1épésenként haladjunk, mert megint

kaosz van. Azt besz¢ltiik, hogy az 6sszes allitds nem lehet igaz. Lehet mindegyik hamis?
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B: Nem, mert akkor a hatodik allitas igaz lenne.
En: Tehat akkor az utolsé allitas biztosan...

C: Hamis. Akkor az elsd allitds meg biztosan igaz.
A: Akkor az 6tos allitdas meg biztosan hamis.

En: Mert ha igaz lenne, akkor mér csak hany hamis allitasunk lehetne dsszesen?

Egyiitt: Négy.
A: Es akkor mar van kettd hamis, tehat igaz a masodik allitas.

Innen mar konnyen befejeztiik a feladatot, egyértelmiivé valt a megoldds, aminek
helyességét ellendriztiik is. Felmertiilt a paradoxon fogalma, bar pont egy olyan feladatnal,
ami 6nmagaban még megoldhatd, a végleges megoldds nem ad paradoxont. Azzal azonban
mar nem voltak teljesen tisztdban, mit is jelent a paradoxon sz6 pontosan. A didkok
felfedeztek olyan kulcsfontossagu észrevételeket, minthogy ha ebben a sorban egy allitas
igaz, akkor az Gsszes sorban el6tte 16vo allitas is igaz, és bar igyekeztem ravezetni dket, az
a felismerés, hogy hamis kijelentés utan pedig minden soron kdvetkezé is hamis, nem kertilt
kimondasra. Erdekes felszélalas volt még ez elbtt, miszerint ,,ha legalabb harom allitas
hamis, akkor az, hogy legalabb egy allitds hamis nem lehet igaz, mert magaban foglalja azt,
hogy kettd darab hamis is lehet.” Ez a meglatas természetesen téves, ahogy ezt az el6z6
észrevétellel cafoltuk is, de a tanuld ugy gondolkodott, hogy ha egy kijelentésrdl tudjuk,
hogy igaz, akkor az mar indikalja, hogy a soron kovetkezd is az lesz, mert ,,megengedi” neki,
hogy az is igaz legyen. A masik téves gondolat ebben a megjegyzésben a ,,legalabb” szd
alapvetden helytelen interpretacioja, ezeket tehat érdemes lett volna letisztdzni a feladat

megoldasa eldtt. Nézziik meg a masodik csoportot:
V: Ha legalabb, akkor az minimum valami. Itt biztosan van igaz.
Y: Ezek most igy megengedik egymast, nem kizarjak.

A feladat megoldéasa nehezen indult el, ezért igyekeztem ravezetni Oket arra, hogy biztosan

lesz az allitdsok kozott igaz kijelentés, azonban az indoklassal igy sem jutottunk eldre:
En: Mi indokolja, hogy biztosan van kozottiik igaz allitas?
Z: Hogy legalabb az egyik hamis.

Y: Az, hogy ha mindegyik hamis lenne, akkor lenne k6z6ttiik hamis.
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Nagyjabol egy perces tovabbi gondolkodés utan jutottunk arra a kdvetkeztetésre, hogy
ha mindegyik allitds hamis lenne, akkor valamelyiknek igaznak kell lennie, ami nem mas,
mint a legutolso allitas. A kételkedo tekintetek kedvéért azért tisztaztuk még egyszer, hogy
miért is van ez igy. Kozben kitértiink arra is, hogy miért nem lehet az 6sszes kijelentés igaz,
visszacsatolva a legelsé tanuld felszolalasara. Innen viszonylag konnyen tették meg a
felfedezést, miszerint ha az dsszes allitds nem lehet igaz, akkor biztosan van hamis allitas,

tehat az els6 sorszamu kijelentés mar biztosan igaz lesz.

X: Ha az els¢ kijelentés igaz, akkor két igaz allitas is lehet, a mésodik is az lesz, mert az els6

megengedi neki.

Ugyanaz az értelmezési probléma meriilt fel tehat, mint az elsé csoportnal. A legalabb
szObol ugyanis a tanuld arra kovetkeztetett, hogy ha igaz az, hogy van legalabb N hamis
allitas, akkor N + 1 is lehet, sOt lesz is ennyi, mert mar nem diszjunkt allitasokrol beszéliink.
Ez persze igaz, hiszen a ,,legalabb” kifejezés magaban foglalja, hogy ennél tobb is lehet,
ugyanakkor fontos veliik tisztdzni, hogy a hasznalt sz6 akkor is megallja a helyét, amikor
pontosan annyi darab adott tulajdonsagu allitds van, amirél a kijelentésiink szol, és

lehetséges, hogy nincs is tobb. Ennél a pontnal az egyik didknak 11 Gtlete tamadt:

Y: Itt kapunk egy kor szerliséget. Az egyesnek a parja a hatos, a kettesnek a parja az 6tds, a

harmasnak pedig a négyes.

Ez a komment azért volt meglepd, mert az eddigi észrevételeket tekintve még igen
messze jartunk a megoldastol, egészen pontosan egy allitdsnak tudtuk az igazsagértékét, a
tanulo pedig egyik pillanatrdl a masikra felfedezte a feladat megoldasanak kulcsgondolatat,
preciz és matematikailag helyes magyarazat nélkiil. Onnantol viszont, hogy megsejtettiik,
hogy a kijelentések valamilyen médon péarban allnak egymassal, tovabbi ravezetd
kérdésekkel meg tudtak oldani a didkok a feladatot, bar azzal tovabbra sem birkoztunk meg
konnyen, hogy az adott parokban melyik allitasrol tudjuk eldszor megallapitani az igazsagat,

¢és melyik igazsagérték kovetkezik a masikbol.

Miel6tt ratértiink volna a megoldhatatlan feladat probléméjara, még egy utolsod példat
vetitettem ki a didkok szdmdra, amirdl elézetesen azt gondoltam, hogy a megoldasa tobb

gondolkodast fog igényelni, mint az eddig targyalt feladatoké.

(4) Egy papirlapon az alabbi allitasok olvashatok:
1. Ezen a lapon legalabb 1 allitds hamis.
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Ezen a lapon legalabb 2 dllitas hamis.
Ezen a lapon legalabb 3 dllitas hamis.
Ezen a lapon legaldabb 4 allitas hamis.
Ezen a lapon legaldabb 5 allitas hamis.

Ezen a lapon legalabb 6 dllitas hamis.
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Ezen a lapon legalabb 7 allitas hamis.

8. ...
Sajnos a 8. allitas olvashatatlan. Kerdeés: A 8. allitas igaz vagy hamis? (Roka 2013,
88.0. 3.)

A legizgalmasabb vélaszokat kétség kiviil ez a példa hozta:

F: De olvashat6 a nyolcadik allitas. Valdszintlileg az van alatta, hogy ,,Ezen a lapon legalabb

8 allitds hamis.”
I: Ennek igy nem lesz majd megoldasa.

C: Két megoldas is lehet, mert barmi lehet az a hianyz6 mondat. Az els6 hét allitas feltétlentil

igaz?

Erdekes felvetés, miszerint a példa csak a nyolcadik allitas igazsagértékére kérdez ré,
akkor vajon feltételezhetd-e, hogy az elsd hét allitast biztosan igaznak veszi a feladat. Rovid
gondolkodés utan persze rajottiink, hogy ez nem is lenne lehetséges. Tobb tanulonal is
felmeriilt a gondolat, hogy a megoldas csak attol fiigg, hogy mit adunk meg nyolcadik
allitasnak, hiszen meg tudunk adni olyan kijelentést, ami biztosan igaz, és olyat is, ami
biztosan hamis. Példaul ha a nyolcadik allitas az, hogy az ég zo6ld, akkor ez az allitas eleve
biztosan hamis lesz. Itt némi tisztazasra szorult, hogy nem mi adjuk meg az utolso kijelentést,
hanem az bar nem latjuk, de mar ott van, és nekiink tigy kell megoldani ezt a feladatot, hogy
akarmi is all ott, biztosan meg tudjuk adni az igazsagértékét. Végiil egy célzott kérdéssel
sikeriilni elindulni a megoldas Utjan, mert a fokusz (hibdsan) az utols6 allitds koré
csoportosult. A masik dtlet, ami alapjan a didkok igyekeztek a feladat végére jutni az volt,
hogy feltételezziik egyes kijelentésekrdl (példaul rogton a negyedikrdl, vagy a hetedikrol),
hogy igazak, vagy hamisak, és ebbdl kiindulva kovetkeztessiink a tobbi allitds igazsagara.
Ilyenkor rendszeresen emlékeztetni kellett 6ket, hogy fontos logikailag helyesen felépiteni a

megoldast.
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Ahogy ez mar kordbban is megtortént, végiil megint hamarabb talaltdk meg a tanuldk a
teljes megoldast, mint hogy bizonyitani tudtak volna helyességét, vagy fel tudtak volna
épiteni az oda vezetd tobb 1€épésbdl allo utat. A megoldas megsejtése sokat segithet a
levezetésben, de még nem teljesen érthetd szamukra, hogy a bizonyitds mentén juthatunk el

a végso konkluzidhoz, nem pedig a végeredmény helyességét igazoljuk ellenérzéssel.

A masodik csoport elsé reakcioi nagyon hasonloak voltak az elsé csoportéhoz, sot,
ugyanazzal a példaval is ¢éltek. ,,Ha azt mondjuk nyolcadik allitasként, hogy az é¢g kék, akkor
példaul ez igaz lesz.” Itt Gjra tisztazni kellett a feladatot, elmagyardzni mindazt, amit az el6z6
csoportban is tettem, ezutan viszont gordiilékenyen tudtunk tovabb haladni, elfogadtak a
magyarazatom, nem is kételkedtek benne a tovdbbiakban. A megoldas 1épéseit az el6zd
feladat mintajara mar konnyebben megalkottak, olyan diakok is bekapcsolodtak a
beszélgetésbe, akik eddig csendben figyelték a torténteket. Ez remek visszajelzés volt arra,
hogy az el6zéekben bemutatott megoldasmenetet megértették, és tudjak alkalmazni a

tovabbiakban, mas feladatokban is.
Végezetiil a kovetkez6 példaval alltak szemben a csoportok:

(5) Egy papirlapon az alabbi dllitasok olvashatok:
1. Ezen a lapon legalabb 1 allitas hamis.
2. Ezen a lapon legalabb 2 allitas hamis.
3. Ezen a lapon legaldabb 3 allitas hamis.
4. Ezen a lapon legaldabb 4 allitas hamis.
5

. Ezen a lapon legalabb 5 allitas hamis

Mint tudjuk, ennek a feladatnak nincs egyértelmii megoldasa, és az el6z6 példaknak
koszonhetden mindkét csoport hamar felismerte, hogy az eddigiekhez hasonloan nem tudjuk
»parba allitani” az allitdsokat, a ,,k6zéps6” kijelentés egyediil fog maradni, és nem okozott
nehézséget belatniuk, hogy miért jutunk ellentmondasra igaz és hamis igazsagértékkel
egyarant. Megnéztilk még néhany paratlan szamu allitasra, hogy vajon minden esetben
paradoxont kapunk-e, és bar hétk6znapi nyelvezettel, de sikeriilt tetszleges kijelentésre
altalanositani a problémat. Azt, hogy ez hogyan lehetséges, részletesebben nem targyaltuk,
mindenesetre Ugy tlinik, a megfeleld felvezetd feladatokkal nem okozott kiilonsebb gondot

ez a paradoxon.
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Az 6ra végéhez érve olyan allitasokat igyekeztem mutatni szamukra, amiknek szintén
nem tudjuk egyértelmiien megadni az igazsagértékét. Ezeket a kijelentések a ,,Siit a nap”,
vagy az ,Elmualt haromnegyed tizenkettd”, illetve a ,,Szeretem a palacsintat” voltak.
Kiilonféle indoklasok meriiltek fel a kérdés megvalaszolasa kdzben, példaul, hogy a Nap
mindig siit, csak éppen eltakarjak a felhdk, vagy a Fold mésik oldalét vilagitja éppen, vagy,
hogy nem mindegy, hogy a tegnapi haromnegyed tizenkett6rdl besz¢liink, vagy a mai napral,
de végezetiil arra megallapitasra jutottunk, hogy ezek olyan kijelentések, amiknek valtozhat
az igazsagértéke, akar egyénenként, akar rajtunk kiviil all6 okok miatt. Mivel egyik csoport
sem dolgozott még kifejezetten a logika témakdrével matematika 6ran, nem mertiltiink el
valtozas. Mindenestre ezek az ellentmondasossagok még nem inditanak el 0j kérdéseket a

tanulokban.

Mint azt korabban emlitettem, szerettem volna, ha a csoportokban mindenkinek egyenld
es¢lye van felszolalni és érvényesiteni a gondolatait, ez nem igazéan teljesiilt. Az elsd
csoportban a matematikai irant erésen érdeklddo, lelkes didkok vannak, akik nehezen tudjak
magukban tartani, ha uj 6tletiik tamad. Utdlag egyaltalan nem banom, hogy nem sikeriilt a
bekiabalasokban visszafogni Oket, mert lehet, hogy sok érdekes ¢és Osztondsen jOovO
kommenttdl fosztottuk volna meg a megfigyelést, ha mindenki a jelentkezésre koncentral és
a felszolalas engedélyére var, valamint azt gondolom, ekkora 1étszam esetén nem is lenne
igazsagos ezt elvarni 15 éves tanuloktol. gy azonnal tudtak egymas vélaszaira is reagalni,
egymas gondolatait tovabb fiizni. A masodik csoportban még inkabb kiélez6dott a helyzet,
miszerint ugyanaz a 2-3 f6 vette ki aktivan részét az 6rabol. Ez véleményem szerint annak
tudhaté be, hogy a csapat Osszlétszama eleve joval kisebb, illetve kiilonbozdképpen
érdeklédnek a matematika irant, nagyobb szintbéli eltérések vannak jelen. Erdekes lett volna
meghallgatni, akar privat beszélgetésben a tobbiek gondolatait is, erre azonban mar nem volt

lehetéségem az iskolai falain beliil, sem kiviil.

Osszességében az mondhaté el a vizsgalatrol, hogy a didkok batran megoldottdk a
feladatokat, és mindig képesek voltak megmondani, hogy egy adott feladatnak volt-e
megoldasa, vagy sem. Bar az indoklas néha igényelt némi korrekciot, de azt is meg tudtak
fogalmazni, hogy mi volt a megoldés, azonban azon mar nem gondolkoztak el, hogy mit
jelent az, hogy valami allitas, vagy esetleg nem allitas, amennyiben nem tudtak egyértelmii
igazsagértéket csatolni egy allitashoz. Tehat bar lelkes és a matematika szempontjabol

tehetséges tanulokrol van szo, a matematikai tuddsuk még nem volt elég ahhoz, hogy
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felmérjék a pontos matematikai helyzetet. Barmilyen megkérddjelezés nélkiil elfogadtak azt,
hogy vannak feladatok, amiknek nincs megoldasa, anélkiil, hogy belemertiiltiink volna a
gondolatba, hogy vajon hogyan lehetséges ez, mikozben teljesen azonos allitasokrol
beszéltiink. Amiatt, hogy ezen nem kellett elgondolkodniuk, gyorsan és helyesen tudtak
gondolkodni a maguk szintjén. Legalabb annyira gyorsan, ahogyan a doktoranduszok is
tették korabban a kutatds azon részében, ahol az éltaluk formalt csoportnak adtak ki logikai
feladatokat (Szabd, Bereczky-Zambo, Szenderdk, Szeibert, 2021). A kiilonbség
egyértelmiien kirajzolodik azonban abban, hogy a doktori fokozat megszerzésére késziild
doktoranduszok mar sokkal inkabb megrekedtek azokban a felmeriild kérdésekben,
bizonytalansagokban, amik a gimnaziumi didkokban még fel sem meriilnek. Ez persze egy
teljesen természetes folyamat. A magyarorszagi matematikaoktatas felépitése spiralis, ezért
ahogy a vizsgalatok soran is tapasztaltuk, amig kevesebb tudéssal rendelkeziink, sokkal
batrabban oldunk meg feladatokat, kevesebb kétség meriil fel benniink. Minél tobbet
tanultunk és tapasztaltunk, minél inkabb tagultak nézeteink, annal kritikusabbak vagyunk
magunkkal szemben is, annal inkabb elvarjuk a precizitast sajat magunktol, és annal inkabb

képes elgondolkodtatni akar egy elsd latasra eleminek tlind matematikai példa is.
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