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1. Bevezetés

Egyetemi tanulményaim sordn részt vettem szamos olyan kisérletben, amelyeket
évfolyamtarsaim végeztek TDK munka és publikaciok keretein beliil. Ezek elkezdtek érdekelni
¢és szerettem volna a szakdolgozati munka irasa alatt részt venni ezen kutatasokban. Végiil két
kiilonb6z6  kutatashoz csatlakoztam és jelen dolgozatban az ezekkel kapcsolatos
eredményeimet szeretném bemutatni. Az egyik az algebrai irracionalis szamok
bevezethetdségének lehetdsége kdzépiskolaban, a masik a problémafelvetési képesség kutatasa.
Az elsé témat két ok miatt valasztottam: egyrészt nagyon érdekes, masrészt egyetemi
tananyagnak is meg kell jelennie a szakdolgozati munkamban. Ebben a téméban 0gy tint,
mintha mar szinte mindent megoldottak volna, mert rogzitették, hogy melyek azok az
algebrailag szerkesztheté szamok, amelyek bevezethetéek kozépiskolaban. Azonban vannak
euklideszi értelemben nem szerkeszthetd szamok is. Felmertil a kérdés, hogy ezekkel ki lehet-
e egésziteni a kozépiskolai tananyagot. Ismeretes, hogy a kobgyok fogalma szerepel a
kozépiskolai tananyagban és azt is tudjuk, hogy a legkisebb nem szerkesztheté szam algebrai
foka harom. Tehat a didkok taldlkoznak az algebra teriiletén olyan szamokkal, amelyek nem
szerkeszthetéek. Szakdolgozatomban azt fogom végiggondolni, hogy a harmadfoku algebrai
irracionalis szamok hogyan szemléltethet6ek. A dolgozatom els6 részében ezzel foglalkozom.
A problémafelvetéssel kapcsolatos kutatdsban vildgos kutatdsi feladatok €s kérdések vannak
megfogalmazva, ezért ehhez egyszeriien tudtam csatlakozni egy sajat kisérlettel. A munkammal
hozza tudtam jarulni, hogy a kutatds egésze tovabb lépjen, az én eredményeimet is fel tudja
hasznalni a kutatocsoport. A didkok részérél torténd matematikai problémafelvetéssel
dolgozatom masodik részében foglalkozom. EImondhato tehat, hogy szakdolgozatom mindkét
része modszertani indittatast, és az elso fejezetben van szadmos olyan rész, amely az egyetemi
tanulmanyokra épit, st kozépiskolai tobbnyire nem bevezethetéek. Az algebrai irracionalis
szamokrol szo6l6 részben érvelésben alapja Kiss Emil Bevezetés az algebraba ciml tankdnyve
(Kiss, 2007) lesz és hivatkozni fogok az egyetemi algebra tanulmanyaim 2.,3.,4. félévében

tanultakra.



2. A szabalyos hétszog kozépponti szogének koszinusza

Dolgozatom elsé része irraciondlis algebrai szamok szemléltetésérdl szol. A kozépiskolai
matematika oktatas soran elérhetd ¢és elérendd szamfogalom fejlédésével mar tobben
foglalkoztak. A dolgozatomban olyan algebrai szamok értékének kiszamitasa fog szerepelni,
amelyek a kozépiskolai tananyag ismeretében, vagy ennek apro kiegészitésével érthetdek és

kovethetdek, ezért mindig ennek figyelembevételével fogom levezetni a szdmitdsaimat. Az

oktatasban els6ként megjelend két irracionalis szam a 7 és a V2. A m irracionalitasat csak

kimondjuk kozépiskolaban. Az els6 indirekt bizonyitas, amivel talalkoznak a diakok tizedik

osztalyban, az a v/2 irracionalitasanak bizonyitisa (Oktatasi, Matematika tankonyv 10., 2021).
A gyokos szamokkal és azok kozépiskoldban vald megjelenésével mar tobb tanarszakos
hallgatd is foglalkozik vagy foglalkozott publikacidjaban (Szabd et.al., 2021). Ebben a
publikaciéban kitérnek arra, hogy a didkok egyre tobbszor nyllnak a szdmoldgéphez
szamitasaik elvégzése sordn, és ilyenkor athelyezddik a hangsuly a végeredmény megadasara,
¢s atsiklanak a szdmolasi folyamat adta megértési lehetdségeken (Szabo et. al., 2021). A
szamologép irracionalis végeredmények esetén kozelitd értéket ad meg, a didkok ezt kerekitve
hatdrozzak meg a végeredményt.

A szamok és irraciondlis szamok szemléltetése fontos része a matematikaoktatdsnak. Az

emlitett dolgozatban olyan algebrai szamokkal foglalkoznak, amelyek négyzetgyokjelek, vagy
azok ismételt alkalmazasaval megadhatoak. Az egyik érdekes példa a cos 2?” értéke, amelynek

érteke a trigonometrikus azonossdgok alkalmazasaval és a masodfoki egyenlet

megoldoképletének segitségével meghatarozhato: 1+7\/§ . A dolgozatban szerepel egy korlat is

arra, hogy meddig érdemes ezekkel a szdmokkal foglalkozni. Ott a szerkeszthetdség elvére
alapozva, kett6hatvany foku szamokkal foglalkoznak. Ezeknek a szdmoknak a kozépiskolai
oktatdsban torténd bevezethetdsége korlatozott, példaul a 17-szog kozépponti szdgének

koszinuszanak képlete a kovetkezo:

o NI7—1 +\/§(\/34+6\/1_7+\/§(\/l_7—1)(\/17—\/1_0—8\/3(\/17+\/1_7)+\/17—\/1_7)
COS]—7= 16

Ez egy kozépiskolds szamara mar til bonyolult ahhoz, hogy érdekes legyen (Szabo et. al.,

2021). Gauss nagyon biiszke volt arra az eredményére, hogy a szabalyos 17-sz6g szerkeszthetd.
A legenda szerint meghagyta végrendeletében, hogy a sirja szabalyos 17-szog alaka legyen.
Végiil ezt a kérést megtagadta a sir készitdje, ugyanis egy hossza és faradalmas szerkesztés

utan egy, szinte kor alaku sir lett volna az eredmény (Elesztés & Rostas, 1999). Vannak olyan
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szamok, amelyek nem szerkeszthetdek, mégis valami miatt érdekesek. Ilyen példaul tovabbi
szabalyos sokszogek kozépponti szogeinek koszinusza, vagy a szabalyos sokszdgek szogeinek
koszinusza. A szabalyos sokszdgek oldalhosszusdganak szerkeszthetésége Osszefiigg a
szabalyos sokszogeknek, a szabalyos sokszogek szogeinek ¢és kozépponti szogeinek
szerkeszthetéségével. Jelen dolgozatban azt fogjuk megvizsgalni, hogy ezekkel a szamokkal
tudunk-e, érdemes-e kozépiskolaban foglalkozni. Megvizsgaljuk, hogy hogyan fejezhetéek ki
ezek a szamok és hogy olyan alakra tudjuk-e 6ket hozni, ami egy kozépiskolds szdmara is
érthetd.

A legkisebb fokszam, amely foku szamok nem szerkeszthetéek, azok a harmadfoka szamok. A

szabalyos n oldalu sokszog kdzépponti szoge koszinuszanak a foka (p( ) . Tehat, ha harmadfoka

<p()

koszinusz értékeket keresiink, akkor meg kell oldanunk a —— = 3 egyenletet, azaz ¢(n) =

A kovetkezd tanult képlettel tudjuk a ¢ (n)-et kiszamitani:
o= @ =) e o =P

Konnyii szamolas mutatja, hogy n = 7; 9; 14; 18 esetében teljesiil az egyenlSség. Altalaban a
cos 27”, mint a szabalyos sokszog kozépponti szogének a koszinusza eléall gy, mint egy n-edik

egységgyok és konjugaltja 6sszegének a fele. Emiatt adodik, hogy a késdbbiekben sziikségiink
lehet a korosztasi polinomokra. Ezekhez a szdmokhoz tartozd korosztasi polinomok

hatodfokuak lesznek. Irjuk fel ezeket az alabbi, Algebra 2 targybol tanult képlet alapjan:

x"—1
[Tdjn,dzn @a(x)

x"—1=[lgm Pa(x), ebbdl &, (x) =

x' —1

Dy (x) = x_1=x6+x5+x4+x3+x2+x+1

Do(x)= x°—-1

9() x3_1:x6+x3+1

@, .(x) = x4 —1

14(X) N SR S B S
(x7 = 1) - Dy(x)

P1g(x) = x—1

— 46 _ ,3 1
-0 s - T

A n-edik korosztasi polinomok gydkei az n-edik primitiv egységgyokok, amelyek egy
szabalyos n-szoget hatdroznak meg a komplex szamsikon. Ezek segitségével kiszamithatjuk a
keresett koszinuszokat. A kovetkezOkben meg fogjuk vizsgalni kiilonb6z6 megkdzelitésekbdl

azon szdgek koszinuszanak az értékét, melyeknek a foka 3. Dolgozatomban kiilon hivatkozom



egyetemi algebra tanulmanyaim kiilonb6z0 féléveiben tanultakra, de ezek mind megtalalhatoak

Kiss Emil Bevezetés az algebraba ciml konyvében (Kiss, 2007).

2.1. Trigonometrikus megkozelités
A szabalyos hétszog kozépponti szoge a = 27”, e szog koszinuszanak az értékét szeretnénk
szépen kifejezni. Tehat, kozépiskolai nyelven megfogalmazva a kitliztt célt, olyan

egyenleteket keresiink, amelyeknek gyoke a cos 27" egyetemi szinten megfogalmazva, azokat a
racionalis egyiitthatos polinomokat keressiik, amelyeknek gyoke a cos 27” Tudjuk, hogy minden

. . , . 2t . ., . . , , . 2n
ilyen polinomnak osztdja a cos— minimalpolinomja, tehat szeretnénk megkeresni a cos—

minimalpolinomjat is. A legkézenfekvobb ilyen polinomot ugy kapjuk, ha a cos(7a) = 1
egyenldségbdl kiindulva kifejezziik a cos(7a)-t cosa-val. Az addicids képletek ismeretében
mar sejthetjiik, hogy hetedfoku polinomot kell kapnunk. A kdvetkezd addicids képletekbdl és

a trigonometrikus pitagoraszi azonossagbol tudunk kiindulni:

cos(a+ )= cosa-cosP — sina - sinfs
sin(a + p) = sina - cosf + cosa - sinfs
sinfa = 1-—cos’a

Ezeknek az 6sszefliggéseknek az alkalmazasédval megkapjuk a kovetkezd egyenldségeket:

cos(2a) = 1-2-sin‘a

cos(3a) = 4-cosa—3-cosa

cos(4a) = 8-cos*a—8-cosla+1

sin(2a) = 2 -sina - cosa

sin(3a) = 3 -sina —4-sin3a

sin(4a) = 4 -cos3a - sina — 4 - sin3a - cosa

A cos(7a)-t a fenti egyenletek alapjan tudjuk levezetni:
cos(7a) = cos(3a + 4a) = cos(3a) - cos(4a) — sin(3a) - sin(4a) =
= (4-cosPa—3-cosa)(8-cos*a—8-cos’a+1)—
— (3:-sina—4-sina)(4 - cosda - sina — 4 - sina - cosa) =
= 32-cos’a—56-cos’a+28-cos3a—3-cosa —12-cos3a - sin®a +
+ 12-sin*a - cosa + 16 - sin*a - cos®a — 16 - sina - cosa
Egy szinuszban ¢és koszinuszban hetedfoku kifejezést kaptunk, amelyben a koszinusz és a

szinusz szogfliggvény is szerepel. Vegyik észre, hogy a sina kitevdje mindenhol paros. A



trigonometrikus pitagoraszi azonossag segitségével sin’a, sin‘a, és sin®a kifejezhetd cosa

segitségével az alabbiak szerint:

sinfa = 1-—cos’a
sinfa = (1 —cos?a)? =1—2-cos?a + cos*a
sin®a = (1—cos?a)®=1-3"-cos?a+3-cos*a — cos®a

Helyettesitsiik be ezeket az Osszefliggéseket a fenti egyenletbe. Az Gsszevonds elvégzését
kovetéen megkapjuk azt a polinomot, amelyben cosa kiilonb6z6 hatvanyaival fejezziik ki
cos(7a)-t.
cos(7a) = 64-cos’a— 112 - cos®a + 56 - cos3a — 7 - cosa

Tudjuk, hogy esetliinkben cos(7a) = 1, ezért a kdvetkezd egyenletet kapjuk:

64 - cos’a — 112 - cos®’a + 56 - cos®a — 7 -cosa —1= 0
frjunk a cosa helyére x-et:

64-x7 —112-x°+56-x3-7-x—1= 0
Ennek a polinomnak a gydkei pontosan a cos(7a) = 1 egyenlet @ megoldasainak a
koszinuszai. Hetedfoku egyenletet kaptunk, ennek keressiik a gyokeit. Probaljuk meg
felbontani ezt a hetedfoku polinomot kisebb foku polinomok szorzatara. Mivel nem ismeriink
biztos algoritmust arra, hogy hogyan bontunk fel egy hetedfoku polinomot kisebb foki
felbonthatatlan polinomok szorzatéra, ezért csak probalkozni tudunk. El6szor vizsgaljuk meg a
racionalis gyokteszttel, hogy vannak-e racionalis gydkei a polinomnak. Algebra 2 targybol
tanultak szerint olyan racionalis szamokat keresiink, amelyeket tort alakban felirva a szamlalo

¢s a nevez0 relativ primek, a szamlalo osztdja az I-nek, a nevezd a 64-nek. Ezek szerint a

1, 1., 1.1 -
o T 75 155 £ Helyettesitsiik be ezeket az egyenletbe. Azt

lehetséges gyokok: +7; ié; ié,; +
kapjuk, hogy x = I gyoke az egyenletnek. A tobbi szamot kiprobaljuk és latjuk, hogy ezek nem
lesznek megoldasok. Tehat (x — 7)-et ki tudjuk emelni és a kdvetkezo szorzatot kapjuk:
(x —1)(64x° + 64x> — 48x* —48x3 +8x2+8x+1)= 0

Most a hatodfokt polinomot szeretnénk tovabb bontani. Ezt probéalkozassal elég hosszadalmas
lenne megvalositani, ugyanis ebbdl az alakbol nem latszik, hogy hanyadfoku polinomok
szorzatdra bomlik fel a kifejezés. Az [-t Gjra behelyettesitve lathatjuk, hogy ez nem lesz
tobbszoros gyok. Tehat tobb racionalis gyoke nincsen a polinomnak. Nézziik meg, hogy mas
uton nem tudunk-e kdzelebb jutni a keresett faktorizacidhoz. Ha megvizsgaljuk, hogy hogyan

kaptuk ezt a hetedfokl egyenletet, akkor azt latjuk, hogy azoknak a szdmoknak a koszinuszai



lesznek gyokok, amelyekre teljesiil, hogy 7a = 2 - km. Ezek a szdmok nem mésok, mint

2t 4w 6m 8m 10m 127

a=0; T T . Abrazoljuk a hetedik korosztasi polinom gydokeit (1. dbra).

X

1. dbra — Hetedik korosztdsi polinom gyokei, (forras: (sajat szerkesztés, 2022)).
Tudjuk, hogy a szemléltetett komplex szdmoknak, mint gyokoknek a valds része éppen az
ezekhez a szogekhez tartozo koszinusz értékek lesznek. Ebbdl az elgondolasbol rogton latszik,
a raciondlis gyoOkteszt elvégzése nélkiil is, hogy a polinomnak gydke a cosO = I, ezért

kiemelhet6 az (x — 7). Tudjuk, de a rajz még jobban szemlélteti, hogy a koszinusz értékek

, , o 2r 12 i 10w o1 Sm , o
paronként egyenléek: cos — = C0S—; C0S — = C0S —=, COS — = COS — (1. dbra). EbbOl arra

tudunk kovetkeztetni, hogy a hatodfoku tag egy harmadfoku polinomnak a négyzete. Ez alapjan
felirhatjuk:

2 Am 61 8r 107
(x —cos —) (x — cos —) (x — cos —) (x — cos —) (x — cos —)

- (x — cos £) = (x — cos —)2 (x — cos —)2 (x — cos —)2

21 41 61 \>

= ((x — cos 7) c(x — 0057) c(x — 0057)>
Most keressiik meg azt a harmadfokti polinomot, amelynek a négyzeteként megkaphatjuk a
keresett hatodfoku kifejezést. Nézziik meg a hatodfoka polinomot:

(64x° + 64x5 — 48x* — 48x3 + 8x2 + 8x + 1)
Lathatjuk, hogy a foegyiitthatdja 64, a konstans tagja 1. Tehat a harmadfoku tényezé 8x3-nal
fog kezdddni és +/-re vagy —I-re fog végzddni. Vizsgaljuk meg, hogy mi lehet a masodfoku
tag egylitthatdja. Mivel az 6todfoku tag egyiitthatdja 64 és tudjuk, hogy ez a méasodfoku és a

9



harmadfoku tagok egyiitthatdinak szorzatanak kétszereseként allhat eld, ezért visszafelé
gondolkodva latjuk, hogy az x? egyiitthatdja +4 lesz. A hatodfoku kifejezésben az elséfoku tag
egylitthatdja 8, ami a harmadfokt polinomban szerepld elséfoku tag kétszereseként kaphatod
meg, tehat az x egyiitthatoja +4 lesz. Hasonlo megfontolas segitségével a megfeleld eléjeleket
is megkaphatjuk. Ezzel a gondolatmenettel és rovid szamolassal megallapitottuk tehat, hogy a
keresett harmadfoku polinom nem mas, mint:

(8x3 +4x%2 —4x— 1)

Gondolatmenetiink &sszegzéseként rogzithetjiik, hogy a (8x° + 4x? — 4x — I) polinom a

21 4 61 8t 10 2 . . . . . S , e ee
COS —, COS —, COS —, COS —, COS —~, COS —~ minimalpolinomja a racionalis szamtest folott.

A didkoknak azt is mondhatnank, hogy nem Kkell a felbontast elvégezni, hasznaljunk
szamitogépes programot, példaul a WolframAlpha alkalmazést, amely rogton felbontja a
racionalis szamtest folott a polinomot felbonthatatlan polinomok szorzatara, vagyis nem
sziikséges végig vezetni Oket a fenti gondolatmeneten. Fontoljuk meg, hogy megmutassuk-e a
diakoknak, hogy ilyen programokat hogyan lehet haszndlni. Magyarorszagon a szdmologép
hasznalatanak elsajatitdsa is része a matematika oktatasnak (Magyar Kozlony, 2020). A
szamitogépes szoftverek hasznalata ennek egy Osszetettebb formaja. Ezeknek az ismerete és
alkalmazésa a felsdoktatds sordn nagy eldnyt jelent és sokszor elengedhetetlen. Ezért jo, ha
didkjainkkal ezeket megismertetjiik, hatha talalkoznak még matematikaval a tovabbtanulasuk
soran.
Egy tovabbi modszertani lehetdség alsobb osztalyokban, hogy nem kérilink toliik felbontést,
hanem csak bebizonyittatjuk veliik, hogy a felbontas helyes. Ekkor azt mondhatjuk, hogy
bizonyitsdk be, hogy a (64x6 + 64x° — 48x? — 48x3 + 8x° + 8x + I) polinom a (8x° +
+4x° — 4x — 1) négyzeteként 4ll el§.
Tehat a hetedfoku polinomot a kovetkezéképpen tudjuk polinomok szorzatara bontani:
(x—1)-(8x3+4x2—4x—1)>=0
Tovébbra is kérdés, hogy ezt a kifejezést fel tudjuk-e bontani kisebb foku polinomok szorzatéra.
Szerencsére a harmadfokl polinomrdl a racionalis gyokteszt segitségével el tudjuk donteni,
hogy felbonthaté-e a polinom a racionalis szamtestben. Amint Algebra 2-bdl tanultuk, egy
harmadfoku polinom pontosan akkor felbonthatatlan a raciondlis szamtest fol6tt, ha nincsen
racionalis gyodke. A raciondlis gyoktesztet mar alkalmaztuk és lattuk, hogy tobb els6foku
tényez0 nem emelhetd ki a polinombol és harmadfokt tag esetén maés felbontasi méd nem
mertiilhet fel. Negyedfoku polinom esetén Gjra gondban lennénk, mert racionalis gyok hijan még

lehetséges volna, hogy két masodfokl tag szorzataként eldall a polinom.
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Ilyen modon eljutottuk ahhoz az irreducibilis polinomhoz, amelynek gydke a cos 2711 Ennek a

polinomnak a normaltja lesz a keresett szdm minimalpolinomja. Megjegyzendd, hogy
amennyiben az Algebra 4 targybdl tanultak alapjan gondolkodtunk volna és elére tudjuk, hogy
ennek a szamnak a minimalpolinomja harmadfoku, akkor azzal, hogy megkaptunk egy
harmadfoku polinomot, aminek gyoke a szdm, rogton tudhattuk volna, hogy ez a

minimalpolinom ¢és ezért felbonthatatlan.

2.2. Megkozelités komplex szamokkal
A kovetkezd lehetdségként kozelitsiik meg a problémat a komplex szamok iranyabol. A
tovabbiakban is legyen a = 27” A komplex szamok hatvanyozasardl tudjuk, hogy egy 1

hosszisagu komplex szam hetedik hatvanya egyenld az 1 hosszisagli és hétszeres szogi
komplex szdmmal. Ezt, a komplex szdmok trigonometrikus alakjat alkalmazva, a kdvetkezd
modon irhatjuk fel:

(cosa +i-sina)” = cos(7a) + i - sin(7a)
Az egyenlet bal oldalan 1évé hatvanyalakot kibonthatjuk a binomidlis tétel segitségével, a

kovetkezOk szerint:

7

6 i : 7 5 in2
1 cos a-1-Ssna — 2 cos a-sin~a —

7
(cosa + i - sina)” = (0) cos’a + (

7 7 7
— (3) cos*a -i-sinda + (4) cos3a - sin*a + (5) cos?a -i-sina —

(g)cosesinta—(7) i-sin’
g)cosa - sinva—|,)-i-sin‘a
Nézziik meg az egyenlet jobb oldalan 1évo kifejezést. Tudjuk, hogy a = 27”, ekkor teljesiil a
kovetkezd egyenldseég:
21 21
cos(7-—=)+i-sin(7-—) =1
7 7
Tehat a kovetkez6 formaban tudjuk felirni az egyenletet:

7 7 7 7
<0> cos’a + (1> cosa - i sina — (2) cos®a - sina — <3> cos*a -i-sina +

+(7) 3 4 +<7 7
4cosa sin*a c 6

Az egyenldség két oldalan 1évé komplex szamok akkor és csak akkor egyenldek egymassal, ha

7
)cosza ci-sin®a — ( )cosa - sinfa + <7> i-sin"a=1

a valos részek €s a képzetes részek kiilon-kiilon is egyenléek. Mivel a jobb oldalon 7 szerepel,
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ezért a képzetes rész 0-val egyenld. Irjuk fel mindkét oldalnak a valos részét, ezekre a kovetkezd

egyenldségnek teljesiilnie kell:

7 7 7 7
(0) cos’a — (2> cosSa - sina + (4) cos3a - sin*a — (6) cosa - sin®a =1

Vegyiik észre ugyanugy, mint az el6z6 esetben, hogy a szinusz szogfiiggvény kitevdje
mindenhol péros, ezért ezt a trigonometrikus pitagoraszi azonossag alapjan ki tudjuk fejezni a
koszinusz szogfliggvény segitségével, az 2.1. pontban részletezett egyenldségek alapjan. Ekkor
a kovetkez6 egyenletet kapjuk:

cos’a — 21cos®a - (1 — cos?a) + 35cos3a - (1 — cos?a)? — 7cosa - (1 — cos?a)® =1
A szorzatok felbontasa és Gsszevonas utan a kdvetkez6 kifejezésben mar csak a cosa, mint
ismeretlen kiilonb6z6 hatvanyai szerepelnek.

64 - cos’a — 112 - cos®a + 56 - cos3a — 7 - cosa —1 =0
Vegyiik észre, hogy cosa = x helyettesitéssel megkaptuk ugyanazt a polinomot, amire a
trigonometrikus megkdozelitésbdl is jutottunk.

64-x7 —112-x°4+56-x3—-7-x—1=0
Tehat ezt a polinomot felbonthatjuk hasonloképpen a racionalis szamtest felett felbonthatatlan

polinomok szorzatara. Ekkor megkapjuk, hogy a cos 2711 szam minimalpolinomja:

8x3+4x* —4x—1=0

2.3. Korosztasi polinomokkal
A kovetkezd lehetséges megkozelitésként a korosztdsi polinom segitségével szeretném
meghatarozni a = 2711 koszinuszanak értékét. Hatarozzuk meg a hetedik korosztasi polinomot:
D) =x+x°+x*+x3+x2+x+1

A korosztasi polinomroél tudjuk, hogy gyokei a primitiv hetedik egységgyokok (2. abra).
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2. dbra — Hetedik egységgyokok, (forrds: (sajat szerkesztés, 2022)).

. o~ e h 1 . i n s
Ezeknek az egységgyokoknek a valos részei éppen a keresett koszinusz értékek: cos — Cos—,
61 S 10 121 Pl r1e [ . s
COS—; COS —; COS —=, COS —-. Probaljuk meg kifejezni x-et, rendezziik at az egyenletet:

P+ D+ +0)+ (P +x)+x3=0
Ez egy reciprok egyenlet, amit tigy tudunk megoldani, hogy leosztjuk az egész egyenletet x>-

nal:
(x* + 1)+( 2 + 1)+( +1)+1 0
x> +—= xX°+—= x+-= =
x3 x? X
Alkalmazni szeretnénk az y = x +£ helyettesitést, ehhez a kovetkezd Osszefiiggésekre lesz
szlikséglink:
3 + )P = x4 — 43+ 2= (% + =) + 3(x + ), ezért
y3= @+ =x"+o+3x+-=x"+3)+3(x+), ezt
3 + i — 3 _ 3
(.X xg) - y y
yi=  GHDP= (P )+ 2 emért (P4 ) =y -2
Tehaty = x + i helyettesitéssel a kovetkezd egyenlethez jutunk:
y —3y+y?-24+4y+1= 0
yi+y?-2y—-1= 0
Vegyiik észre, hogy ennek a polinomnak a gydkei a x +§ értékek, ahol x primitiv hetedik

egységgyok volt. Algebra 2 targybol tanultuk, hogy egy hetedik egységgydk reciproka az
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éppen a konjugaltja, mivel teljesiil, hogy x - 2 = 1. Tehat ennek a polinomnak a gyodkei az € +
X

+¢& értékek lesznek. A hetedik egységgyokokre € + & = 2 - cos 277T Tehat ennek a harmadfokt

polinomnak a gydkei pontosan a megfeleld keresett koszinusz értékeknek a kétszerei.

Helyettesitsiink most a y* + y? — 2y — 1 = 0 polinomban az y helyére 2x-ét:
8x3+4x?—4x—-1=0

Megkaptuk ugyanazt a polinomot, amit az 2.1. és az 2.2. pontokban. Ebben a megkézelitési

modban is sok egyetemi ismeretet alkalmaztunk, ezért ezt teljes egészében kdzépiskoldban nem

tudjuk bemutatni. A megoldds menetének kozépiskolaban is bemutathato érdekes része az lehet,

hogy megmutathatjuk, hogyan latunk hozza egy reciprok egyenlet megoldasdhoz, milyen

atalakitasok és 1épések sziikségesek ahhoz, hogy meg tudjuk talalni az egyenlet gyokeit.

2.4. A gyokok megkeresése
Lathattuk, hogy harom megkdzelitésbol is ugyanahhoz a harmadfoka polinomhoz jutottunk.
Most vizsgaljuk meg tehdt kozelebbrél ezt a polinomot, keressik meg a gyokeit. Ha

zsebszamologéppel szeretném a gyokoket megkeresni, nincsen nehéz dolgom, bar tudom, hogy

csupan kozelitd értéket fogok kapni. Minddssze be kell {itni a szamoldgépbe, hogy cos 2711;

4 6 , T ek . 1
cos 7”; cos 7” Ellenben, ha a harmadfoku egyenlet megoldoképletét szeretném hasznalni, akkor

azt kovetkezoképpen tehetem meg: a polinomot atalakitom, hasznalom a gyokképletet és azutan
visszaalakitom, ahogyan azt Algebra 2-bél tanultuk. Egyaltalan nem vilagos, hogy ebbe a
képletbe vald behelyettesités a jelen technikai feltételek mellett hasznos tevékenységnek
mindsiil-e. Algebrai kifejezések atalakitasa, gyokeinek megkeresése soran kozépiskolaban is az
egyes milveletek megértésén, gyakorlasan van a hangstly, amit példaul a méasodfokt egyenlet
megoldoképletével sokat gyakorlunk (Szabo et. al., 2021). Ugyanakkor a harmadfoku egyenlet
Osszetett és bonyolult képletének esetében célravezetébb lehet valamely szamitogépes
programot haszndlni a gyokok pontos és hatékony meghatarozasara. Ezeket a szamitasokat
ugyanis a gép egyszeriien el tudja végezni és addig mas algebrai tananyagok is teret tudnak
nyerni az oktatdsban. Ennek eldre bocsatdsa utan most végezziik el a behelyettesitést az
elézoekben mar alkalmazott képletbe.
A kovetkezd harmadfoku egyenletnek keressiik a gyokeit:

8x3+4x2—4x—-1=0
Az Algebra 2 targybol tanultak szerint a Cardano-képletet szeretnénk alkalmazni, ezért elsdként
eltoljuk a polinomot, hogy ne szerepeljen benne méasodfoku tag:
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1

X =Yy — g
12y3 -7 7 0
y Y~=18~
Leosztunk a foegyiitthatoval, majd meghatarozzuk a behelyettesitendd értékeket:
7 7
3__ " =p
Y7127 " 216

7

Ez alapjan legyen p = —% ésq = — T

A Cardano-féle megoldoképlet a kovetkezdképpen

néz ki altalanos alakban:

y = i/—§+ @2+ G+ 7—%— @+ 5

Helyettesitsiik be a megfeleld értékeket:

7 72 73 3|7 72 73
232 7 |2322 365 T B

432 4322 363

Miutan kifejeztiik y értékét, visszahelyettesithetlink az eltolas el6tti egyenletbe. Az x = cosa

helyettesités alapjan irjuk fel a gyokoket a kovetkez6 alakban:

37+ 72 73+37 72 73+1
432 4322 363 432 4322 363 6

cosa =

Ha megvizsgaljuk a kapott kifejezést, akkor latjuk, hogy a négyzetgyokjel alatt negativ szam
van, tehat a kobgyok alatt egy komplex szam szerepel. Ezen nem lepddhetiink meg, hiszen
tanultuk Algebra 2 targybol, hogy egy harmadfokt polinomnak pontosan akkor van harom
gyoke, ha a megoldoképletben a gyodkjel alatt negativ szam szerepel. Mar az elézdekben is
lattuk, hogy ennek a harmadfok( polinomnak nincs t6bb racionalis gyoke. Ebbdl kovetkezik,
hogy nem ezt a mddszert fogom kozépiskolaban hasznalni. Barmilyen szép a harmadfoku
megoldoképlet, ha szép szdmokat szeretnék kifejezni a harmadfoku polinomokkal, akkor a
négyzetgyokjel alatt negativ szdmok lesznek és komplex szdmokkal kozépiskolaban nem

foglalkozunk. Ennek a megkozelitésnek tehat az lehet az érdekessége kozépiskoldban, ha a
didkoknak azt a feladatot adjuk, hogy keressenek 0sszefiiggést arra, hogy mennyi cos 2711 értéke.

Ekkor a megoldasa a feladatnak mar a harmadfoku polinom, mint a szim minimalpolinomja.
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3. A szabalyos kilencszog kozépponti szogének koszinusza

Az elézéekben megvitatott szabalyos hétszog utan vizsgaljuk meg a szabalyos kilencszog
kozépponti szogének koszinuszat. Ennek az értéknek a meghatarozéasédhoz is elvégezzik a
szamolasokat. A gondolatmenet és az érvelések nagyon hasonldak lesznek, ezért gyakran csak
roviditetten utalunk ra. Az olvashatosag kedvéért az indoklas mindenhol teljes lesz, esetleg

kicsit rovidebben fog szerepelni.

3.1. Trigonometrikus modszer

A szabalyos kilencszdg kozépponti szoge « =27". Trigonometrikus  dsszefliggések

alkalmazaséanak segitségével szeretnénk megkapni a sz6g koszinuszanak értékét. Tudjuk, hogy

cos(9a) = 1, ezért fejezziik ki cos(9a)-t az addicios képletek segitségével. Tudjuk, hogy:

cos(7a) = 64 -cos’a— 112 cos’a + 56 - cos3a — 7 - cosa
cosQa) = 1-—2-sin*a
sin(2a) = 2-sina - cosa

A cos(9a)-t az addicios képletek segitségével fogjuk kifejezni, ezért sziikségiink lesz még a
sin(7a) kifejezésére. Végezziik el ennek a felbontasat a korabbiakban kifejezett addicios
képletek segitségével:
sin(7a) = sin(3a + 4a) = (3 - sina — 4 - sin®a)(8 - cos*a — 8- cos?a + 1) +
+ (=3-cosa+4-cosPa)(4-cosda-sina—4-sinda - cosa) =
= —4-sinda+3-sina + 16 - sina - cos®a — 48 - sin3a - cos*a +
+ 12 -sina - cos*a + 44 - sin3a - cos?a — 24 - sina - cos*a
Ezeknek a kifejezéseknek a segitségével mar fel tudjuk irni cos(9a)-t. A kovetkez6 modon
bonthato fel:
cos(Y9a) = cos(7a + 2a) = cos(7a)cos(2a) — sin(7a)sin(2a) =
= (64-cos’a—112-cos’a + 56 - cos3a — 7 - cosa)(1 — 2 - sina) —
—  (—4-sina+3-sina + 16 - sina - cos®a — 48 - sin3a - cos*a +
+ (12 -sina - cos*a + 44 - sina - cos?a — 24 - sina - cos?a) -
(2 - sina - cosa)
Ha elvégezziik a szorzastokat és az 6sszevonasokat, akkor a kdvetkezd kifejezéshez jutunk:
cos(9a) = 64-cos’a—112-cos’a + 56 - cos’a — 7 - cosa —
— 160 - cos’a - sina + 200 - cos®a - sin®a — 64 - cos3a - sina +

5

+ 8-cosa-sin‘a+ 8- cosa-sin*a + 96 - cos®a - sin*a —
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—  88-cosia-sinta

Vegyiik észre, hogy a sina csak paros kitevovel szerepel, ezért a trigonometrikus pitagoraszi
azonossag alapjan ki tudjuk fejezni sina kiillonbozd hatvanyait a koszinusz szogfliggvény
segitségével. gy csak a cosa hatvanyai szerepelnek cos(9a) kifejezésében:

cos(9a) =  256-cos’a— 576-cos’a + 432 - cos’a — 120 - cos3a + 9 - cosa
Mivel cos(9a) = 1, ezért cosa = x helyettesitéssel a kovetkezd kilencedfoku polinomot
kapjuk:

256-x° =576 -x" +432-x° —120-x*+9-x—1=0
Keressiik meg ennek a polinomnak a gydkeit, nézziikk meg hogyan lehetne alacsonyabb foku

polinomok szorzatdra bontani a raciondlis szdmtest folott. A raciondlis gyokteszt alapjan

. N . 11 11
lehetséges gyokként a kovetkezod racionalis szamok johetnek széba: +17, + > & v + 3 + -5 + o

1 1 1 T . o Ry .
+ - + P + Py Ezekben a szamlalo és nevez6 relativ primek, a szamlalé osztdja az 7-nek, a

nevezd a 256-nak. Ha behelyettesitjiikk oket, akkor latjuk, hogy az x =1, —% lesznek a
raciondlis gyokei az egyenletnek. Ekkor (x — 7)-et a kdvetkezOk szerint emeljiik ki:
(x — 1)(256x8 + 256x7 —320x® — 320x°> + 112x* + 112x3 —8x2 - 8x+ 1) =0
(x + %) is kiemelhetd, de emeljiink ki helyette (2x + 1) -et, hogy egész egylitthatos
polinomokkal dolgozzunk. Ekkor a kdvetkezé felbontast kapjuk:
(2x + 1)(x — 1)(128x7 + 64x°® — 192x5 — 64x* + 88x3 + 12x2 — 10x + 1) = 0
Most a hetedfokt polinomot szeretnénk tovabb bontani, ha lehetséges. A +1 és a — % értekeket
ujra kiprobaljuk, hogy nem tobbszords gyokei-e az eredeti kilencedfoka polinomnak. Azt
kapjuk, hogy x = — % ismét gyoke a hetedfoku polinomnak, ezért (2x + 1) kiemelhet6, ekkor:
(2x + 1)%(x — 1)(64x° — 96x* + 16x3 + 36x2 —12x + 1) =0
Vizsgaljuk meg a kapott hatodfoku polinomot. Megallapithatjuk tehat, hogy a polinomnak tobb
raciondlis gyoke nincsen, de emellett még lehet, hogy felbonthaté harom masodfoku, vagy egy
masod- és egy negyedfoktl, vagy két harmadfoku polinom szorzatdra. Ez nagyon sok lehetdség

ahhoz, hogy probalkozassal hozzalassunk. Tudjuk, hogy ennek a polinomnak a gydkei azoknak

a szamoknak a koszinusz értékei lesznek, melyekre teljesiil, hogy cos(9a) = 0. Ezek az
2 4 6 8 10 12 14 16 ;L. - , .
a = O;—n;—n;—n;—n;—n;—n;—n;T” értékek. Mivel cosa = cos(2m — @), ezért vegylik

észre, hogy az ezekhez a szogekhez tartozé koszinuszoknak az értéke paronként egyenldek
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v ” . 2T 161 41T 141 61T 121 81
lesznek a kovetkezok szerint: cos 5 = COS—=;COS—~ = COS —=; COS —~ = COS—~,; COS— =

= cos 107” (3. dbra).

3. dbra — Kilencedik kérosztasi polinom gyokei, (forras: (sajat szerkesztés, 2022)).

Nézziik meg, hogy melyik a gyokoket emeltiikk mar ki: cosO = 1, illetve cos%ﬂ = 005127” =

= —é. Tehat a hatodfokt polinomnak hat darab paronként egyforma gyoke van. Ebbdl

kovetkezik, hogy a (64x%— 96x? + 16x° + 36x° — 12x + 1) polinom felirhatd egy
harmadfokt polinom négyzeteként. Keressiik meg, hogy mi lesz ez a harmadfoku polinom. A
foegyiitthatd 8, a konstans tag 1 lesz. Ezenkiviil még egy els6foku tagra van sziikség, amelynek
az egyiitthatoja —6, erre az x* egyiitthat6jabol kovetkeztethetiink. Az igy kapott harmadfoku
polinom négyzete valoban a hatodfoku polinom:
(8x% — 6x + 1)? = (64x° — 96x? + 16x° + 36x° — 12x + 1)

Tehat sikeriilt felbontani a hatodfoku polinomot két harmadfoku polinom szorzatira. A
raciondlis gyokteszt és az a szogek koszinuszanak értékébdl lattuk, hogy tobb raciondlis gyoke
nincs a polinomnak. Egy harmadfoku polinom csak akkor bonthat6 fel a raciondlis szamtest
folott, ha van raciondlis gyoke. Tehat egy irreducibilis harmadfokt polinomhoz jutottunk,
amelynek a normaltja lesz a keresett minimalpolinom.

Az addicios képletek és bizonyitasaik 11. évfolyamon tananyag, bar a bizonyitdsokat és
részletes levezetéseket foként erésebb csoportokban, vagy fakultacion érdemes részletezni.
(Oktatasi, Matematika tankonyv 11., 2022) Emelt szintii csoportokban a cos (2a) és sin (2a)

levezetésén kiviil tovabbi tobbszords szogek koszinuszardl és szinuszarol is érdemes lehet
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besz€lni. A didkoknak akar 6nalld feladatként is feladhatd, jo lehetdséget nyujt az addicios

képletek, vagy akar a trigonometrikus pitagoraszi azonossag gyakorlasara.

3.2.  Megkozelités komplex szamokkal
Ebben a megkdzelitésben a komplex szamtest tulajdonsagait szeretnénk hasznalni. Legyen a =
= %”. Tudjuk, hogy egy 1 hossziisdgi komplex szam kilencedik hatvanya egyenlé az 1

hosszlisagu, kilencszeres szogli komplex szdmmal:
(cosa + i - sina)® = cos(9a) + i - sin(9a)

Az a értékét behelyettesitjiik az egyenlet jobb oldaldba:
21 21
cos(9 - ?) +i-sin(9- ?) =1
Az egyenlet bal oldalat a binomialis tétel segitségével fel tudjuk bontani:

. 9 9 9
(cosa + i - sina)?® = (0) cos®a + (1) cosBa - i - sina — (2) cos’a - sin®a —

9

9 9
- ( )cos6a i -sinda + (4) cosSa - sin*a + (5

3 )cos“‘a ci-sina —

9 9 9 9
— (6) cos3a - sin®a — (7> cos’a-i-sin"a+ (8) cosa - sina + (9) ci-sina

Tudjuk, hogy két komplex szam akkor egyenlé egymadssal, ha a valds €s képzetes részek
egyenldek. Ez a kifejezés az eredeti egyenlet alapjan /-gyel egyenld, tehat a valds rész 1, a

képzetes rész 0, igy a képzetes részt elhagyhatjuk a kdvetkezok szerint:

9 9 9 9
(0) cos’a — (2) cos’a - sina + (4) cos’a - sin*a — (6) cos3a - sin®a +

9 g
+(8>cosa-sm a=1

A binomidlis egyiitthatokat kiszamolhatjuk:
cos®a — 36cos’a - sin®a + 126cos°a - sin*a — 84cos3a - sin®a + 9cosa - sina =1
Az atlathatosag kedvéért alkalmazzuk az x = cosa helyettesitést. Vegyiik észre ismét, hogy a
szinusz szogfiiggvény csak a paros kitevOn szerepel ezért a trigonometrikus pitagoraszi
azonossag behelyettesitésével a kovetkezd egyenlethez jutunk:
x?—36x7(1—x%)+126x°(1 —x%)? —84x3(1 —x?)3+9x(1 —x?)*—-1=0
Végezziik el a felbontést és 6sszevonast:

256x° — 576x7 + 432x5 —120x3 +9x—-1=0
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Eljutottunk ahhoz a kilencedfokt polinomhoz, melyet a 3.1. pontban mar sikeriilt a racionalis
szamtest folott felbonthatatlan polinomok szorzatara bontani. Ez alapjan ugyanazt a

harmadfoku minimalpolinomot kaptuk, mint a 3.1. pontban.

3.3. Megkozelités a korosztasi polinommal

Ebben a mddszerben induljunk ki a kilencedik kdérosztasi polinombol:

Do(x) =x®+x3+1
Amint azt az Algebra 2 targy keretében belattuk, ennek gydkei a kilencedik primitiv
egységgyokok, amelyeknek a valos részei éppen a keresett koszinusz értékek. Keressiik meg
ennek a polinomnak a gyokeit:

x+x3+1=0

x*+1D)+x3=0

Egy reciprok egyenletet kaptunk, ezért osszunk le x3-nal:
3,1 —

(x° + F) +1=0
Alkalmazzuk az y = x + — helyettesitést, ha (x +2)° = (x® + =) + 3(x + ), akkor:

y -3y+1=0
Ennek a polinomnak gyoke lesz az x + %, amely egy komplex szam és annak reciprokénak az
Osszege. A komplex szamtestben a szdm reciproka éppen a konjugaltjaval egyenld, ezért a
kilencedik primitiv egységgyokokre x + % =2-cos %n. Tehat ennek a harmadfoku polinomnak

a gyokei éppen a keresett koszinusz értékek kétszeresei. Helyettesitsiink a polinomba y helyére
2x-et:

8x3—6x+1=0
Eljutottunk ugyanahhoz a felbonthatatlan polinomhoz, mint az el6z6 pontokban, melynek foka

minimalis és gyoke a cos %n. Felmeriil itt egy kérdés: kovetkeztethetiink-e arra, hogy

irreducibilis polinomot kaptunk, abbol, hogy egy irreducibilis polinomot alakitottunk reciprok

egyenletté?

3.4. A gyokok megkeresése

21

Hérom kiilonb6z6 megkozelitésbol vizsgaltuk meg, hogy hogyan kaphatjuk meg a a = cos 5

minimalpolinomjat. Most keressiik meg ennek a harmadfokt polinomnak a gyokeit. A

Cardano-képletet fogjuk alkalmazni, amelyet Algebra 2 targybol tanultunk. Ha x3 — %x + % =
20



=0 esetén p = — %, q= %, akkor kovetkezoképpen néz ki altalanosan, majd a behelyettesités

utan a képlet:

y = 3]—%+ /(§>2+<§>3+3j—§— G2+ &y

3 3
y= |ttt r oyt 1_

16 256 64 16 256 64

- 1 4 3 +3 1 3
16 256 16 256

A négyzetgyokjel alatt negativ szdm szerepel, ezért az Algebra 2 targybol tanultaknak

megfelelden a négyzetgydkvonas utdn egy komplex szamnak és konjugéltjanak az 6sszegeként

allnak eld az irracionalis gyokok.

4. A szabalyos 14-szog kozépponti szogének koszinusza

Az eldzdekben lathattuk a szabalyos hétszoghoz ¢€s kilencszoghoz tartozod kozépponti szog

koszinuszdnak a meghatarozasat kiilonbozé megkozelitésekbdl. A tovabbiakban a szabalyos

. “ s c e 2n _m . . I . . .
14-sz6g kozépponti szogének, az a = =7 koszinuszéanak értékét szeretném meghatarozni.

4.1. Megkozelités a korosztasi polinommal

A szabdlyos 14-sz6g kdzépponti szoge a = i—: = %, e sz0g koszinuszanak az értékét szeretnénk
meghatdrozni. A korosztasi polinom gyokei a tizennegyedik primitiv egységgyokok, és ezek
valos része a keresett koszinuszoknak az értéke. A tizennegyedik korosztasi polinomot mar a
2. pontban meghataroztuk:

D) =x—x>+x*—x3+x2—x+1
Probaljuk meg meghatarozni a gydkoket, oldjuk meg a kdvetkez6 egyenletet:

P+ - +0)+(*+x2)—x3=0

Egy reciprok egyenletet kaptunk, ezért osszunk le x>-nal:
3, 1 2, 1 1 —
(x +F)—(X +x—2)+(x+;)—1—0
Helyettesitsiink be x + é helyére y-t, ha tudjuk, hogy x* + é =y’ —3yés x? + é =y’ -2
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y?—3y—-y*+24+y—-1= 0
y3—y2—-2y+1= 0
A kapott harmadfoku egyenletnek gyokei az y = x + i értekek, ahol x egy komplex szamot
jelol. Tudjuk, hogy egy komplex szam reciproka éppen a konjugaltjaval egyenld, tehat a
tizennegyedik egységgyokokre teljesiil, hogy x +£ =2-cos 21—:. Ezért y helyére
helyettesithetiink 2x-et:
8x3—4x2—4x+1=0

Ennek a polinomnak a normaltja lesz a cos ]—: minimalpolinomja. Ez a polinom két eléjelben

kiilonbozik a  szabalyos hétszog kozépponti szdgének  koszinuszdhoz tartozd

minimalpolinomtol, amely a (8x° + 4x° — 4x — 1) kifejezés normaltja volt.

4.2. Komplex szamokkal
A komplex szdmokrdl tudjuk, hogy az 1 hosszisagu, a szogli komplex szdm tizennegyedik
hatvanya egyenld az 1 hosszlisagu tizennégyszeres szogli komplex szdmmal. Ez alapjan irjuk
fel a kovetkezd egyenldséget:
(cosa + i - sina)** = cos(14a) + i - sin(14a)
Mivel a = §7 ezért cos(14 - g) +i-sin(14- g) = 1 egyenldség teljesiil. Fejezziik ki (cosa +

+i - sina)* kifejezést a binomialis tétel segitségével:

14 14 14 14
( 0 )cos“a’ + ( 1 )cos”a i -sina — ( ) >coslza - sina — ( 3 >coslla ci-sinda +

14

14
+ ( 4 ) cosa - sin*a + ( s

14
)cosga i sinfa — ( 6 > cosBa - sin®a —

14 14 14
—( 7)cos7a-i-sin7a+(8>cos6a-sin8a+<9)c055a-i-sin9a—

14 14 14
— (10) cos*a - sin'%a — (11) cos3a -i-sintla + (12) cos’a - sint?a +

14 14
+ (13) cosa - i-sin3a — (14) sin'*a

Ez a kifejezés egyenld kell, hogy legyen /-gyel. Tudjuk, hogy két komplex szam akkor és csak
akkor egyenld egymassal, ha a valos és a képzetes részei egyenloek. Itt a képzetes részek 0-val
egyenldek, ezért vegyilik a binomidlis tétel alapjan kapott kifejezés valds részeit és tegyiik

egyenloveé /-gyel. A kovetkezd egyenlethez jutunk:
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14 14 14 14
( 0 )cos“a - ( ) )coslza - sin‘a + ( 4 ) cosa - sin*a — ( P ) cos®a - sin®a +

14 14 14 14
+ ( 8 ) cos®a - sinda — (10) cos*a - sin%a + (12> cos’a - sint?a — (14> sint*a =1

Ebben az egyenletben a szinusz szogfliggvény csak paros kitevon szerepel, ezért a
trigonometrikus pitagoraszi azonossag alapjan ki tudjuk fejezni a sina hatvanyait cosa-val.
Ekkor a kifejezésben az a szognek csak a koszinusz szogfiiggvénye fog szerepelni. Az
atlathatosag kedvéért alkalmazzuk a cosa = x helyettesitést. Ez alapjan sin’a = 1 — cos’a =
= ] — x? helyettesitéseket is elvégezhetjiik. A kovetkezd egyenletet kapjuk:
—91-x-(1—x%)+1001-x1- (1 —-x%)2-3003-x8- (1 —x%)3+
+3003 - x%- (1 —x2)*—1001-x*- (1 —x2)>+91-x2- (1—-x®)°-(1-x3)"=1
A szorzéasok elvégzése €s az §sszevonds utan egy tizennegyedfokt polinomot kapunk:
4096x'* — 14 336x12 + 19 712 x'° — 13 440 x8 + 4704x° — 784x* + 49x* -1 =0
Ennek a polinomnak gydke lesz cosa értéke, ezért ennek a gyodkeit szeretnénk kifejezni.
Elsoként probaljuk meg felbontani kisebb foku raciondlis egyiitthatdés polinomok szorzatara.

Ennek a polinomnak a gydke minden olyan a-nak a koszinusza, amelyre (/4a) = 0. Ezek az

m 2n 3m 4m 5m 61 8t 9w 10w 11w 12m 137 . . . .
a=0,-— = = = —n,— = —— — sz0gek koszinuszai lesznek. Vegyiik

, 3 4 61 8t 10 2, , oo ,
¢észre, hogy cos — €oS 7; cos 7; cos — : COS 7; cos— paronként egyenld értékekhez tartozo

minimalpolinom a (8x° + 4x? — 4x — 1) normaltja. Tehat a tizennegyedfokt polinom oszthatd

kell, hogy legyen ennek a harmadfoku polinomnak a négyzetével, a paronként egyenld gyokok

miatt. Emeljiik ki (8x7 + 4x? — 4x — 1)? -t és a kdvetkezé nyolcadfoku polinomot kapjuk:
(64x8 — 64x” — 112x% + 112x° + 56x* — 56x° — 7x° + 8x — 1) = 0

Mivel a racionalis szdmtest folott szeretnénk felbontani az eredeti tizennegyedfoku polinomot

felbonthatatlan polinomok szorzatara, ezért vizsgaljuk meg a racionalis gyokteszttel, hogy

kiemelhetdk-e racionalis gyokok. Olyan torteket helyettesitiink be, amelyekben a szamlalo és a

1, 1
nevezd relativ primek, a szamlalé osztdja az I-nek, a nevezd a 64-nek: +1; +1 +4 e

+L: A behelyettesités utan latjuk, hogy a +7, és a —1 lesznek gydkei az egyenletnek.

to 5

Tehat (x — 1) és (x + 1) kifejezések kiemelhetdek:

(x—1D)(x + 1)(8x3 + 4x% — 4x — 1)?(64x® — 64x° — 48x* + 48x3 +8x2 —8x+ 1) =0
Most a hatodfokil polinomot szeretnénk tovdbb bontani a raciondlis szamtest folott

felbonthatatlan polinomok szorzatira. Azt latjuk, hogy tobb racionalis gyoke nincsen. A
cosg = cos 13'7”; c05377r = cos 11711; 0057" = cos%ﬂ paronként egyenld gyokok miatt adodik,
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hogy felirhato egy harmadfokd polinom négyzeteként. Keressiik meg ezt a harmadfoku
polinomot. A hatodfoku polinom egyiitthat6ibol kovetkeztethetiink, hogy a féegyiitthaté 8, a
konstans tag +/ lesz. Az x° és x egyiitthatdja egyarant —4. Ez alapjan a kovetkezd
faktorizacidhoz jutottunk:

(x—D(x+1)(8x3 +4x? —4x —1)?(Bx3 —4x? —4x+ 1)2 =0
Ha megvizsgaljuk a kapott faktorizaciot, akkor lathatjuk, hogy (8x° —4x’ —4x + 1)
harmadfoku kifejezésnek nincsenek tovabbi racionalis gyokei és harmadfoku polinom esetén

racionalis gyok hijan mas felbontdsi méd nem meriil fel. Tehat eljutottunk egy irreducibilis
. 1 3 5 9 11 KL
polinomhoz, melynek normaltja lesz a cos g; cos 7”; cos 7”; 0037”; cos 7”; cos7n értékek

minimalpolinomja a racionalis szamtest folott (4. abra).

4. abra — Tizennegyedik korosztasi polinom gydkei, (forrds: (sajat szerkesztés, 2022)).

4.3. A gyokok megkeresése
Fejezziik ki a (8x3 —4x% —4x + 1) polinom normaltjanak, azaz x> — %xz — %x +%

harmadfokt polinomnak a gyokeit. Ismét az Algebra 2 targybol tanult Cardano-képletet fogjuk

alkalmazni. Ehhez toljuk el a polinomot, hogy a masodfoku tag kiessen:

1
x=y+g
3 7 7 _
VAT
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Az igy kapott egyenlet gyokeit mara p = — 17—2 és q = 2—16 helyettesitéssel az alabbiak szerint

megkapjuk:
_ 4 /Ez Pys S_E_/iz Pys
7 72 73 °| 7 72 73

Y= w327 3322736 T [232 2322 360

Mivel g mindenhol a masodik hatvanyon szerepel, ezért ugyanazokat az irracionalis gyokoket
kaptuk meg ezzel a modszerrel. Toljuk vissza az egyenletet y = x — % alapjan és fejezziik ki

cosa-1, az cosa = x helyettesitéssel:

_37+72 73+37 72 73 1
COS¥= 13327 2322 7363 " |432 2322 363 6

5. A szabalyos 18-szog kozépponti szogének koszinusza

Az elézéekben bemutatott modszerekkel a szabdlyos 18-sz6g kozépponti szogének
koszinuszanak értékét is ki tudjuk fejezni. Mar sok szdmolast elvégeztiink, ezért ezeknek a
tapasztalatait tudjuk alkalmazni. A korosztasi polinomok alapjan tizennyolcadfoku polinom

helyett egybdl a minimalpolinomhoz jutunk, ezért els6ként nézziik meg ezt a megkozelitést.

5.1. Megkozelités a korosztasi polinommal
A tizennyolcadik korosztasi polinombdl kiindulva hatarozzuk meg a o = i—g = gkoszinuszénak

értekét. A korosztasi polinom egy irreducibilis polinom, melynek gyokei a tizennyolcadik
primitiv egységgyokok, amelyeknek a valos része éppen a keresett koszinusz értékekkel

egyenld (5. abra).
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5. abra — Tizennyolcadik korosztasi polinom gyokei, (forras: (sajat szerkesztés, 2022)).
Ezért a korosztasi polinom gyokeit szeretnénk kifejezni. A tizennyolcadik kdrosztasi polinom
a kovetkezdképpen néz ki:

Dg(x) =x°—x3+1
Alakitsuk at a polinomot ¢és keressiik meg a gyokeit:
(x+1)—x3=0
Ez egy reciprok egyenlet, ezért osszunk le x>-nal:
(x3+ 13) -1=0
X
Helyettesitsiink be x + % helyére y-t, ha tudjuk, hogy x3 + xis = y3 — 3y egyenlBség teljesiil:
y —=3y—-1=0
Az x komplex szam reciproka megegyezik a konjugaltjaval, tehat x + i =2-cos g egyenldség
teljesiil a tizennyolcadik primitiv egységgyokokre. Mivel a harmadfokll polinom gydkei a
keresett koszinusz értékek kétszeresei, ezért irjunk y helyére 2x-et:
8x3—6x—1=0
Ezzel eljutottunk ahhoz a harmadfokti polinomhoz, amelynek normaltja a cosg érték

minimalpolinomja.
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5.2. A tizennyolcadfokiu polinom

Most keressilik meg azt a tizennyolcadfoku polinomot, amelynek a gydkei a cos0; cos %; cos 7”;

13w, 14w,

2m,
—_— coSs T’

1w, 4m,
3 C0S —, cos

T, qm, Sm, 7T, 8m, . 10w,
- COS?, coSs ?, coS COS;, COS?, COSTT, COST, COST, 3 T’

cos 3

cos 5?”; cos %; cos % értékek. (5. abra) Nézziik meg, hogy ezek koziil melyeknek ismerjiik a

minimalpolinomjat. Elséként nézziik a kilencedik primitiv egységgyokok minimalpolinomjat,

aminek vehetjiik a négyzetét a paronként egyforma gyokok miatt: (8x° — 6x + 1)?. Ennek a
oy 2 16 4 14 8 o, .

gyokei cos;ﬂ = cos TH; cos;ﬂ = cos Tn; cos;ﬂ = COSTH értekek lesznek. A racionalis

g e . P . T 5w 1, o6m 127 1,
gyokok a kovetkezok lesznek: cosO = I; cos S = C0S— =, C0S— = COS—~ = — 5, COSTT =

= —]. A tizennyolcadik primitiv egységgyokok minimalpolinomja a 5.1. pontban kiszamitott

harmadfoku polinom lesz, a paronként egyenld gyokok miatt vegyiik a négyzetét: (8x° — 6x —
—1)°. Most felirhatjuk a keresett faktorizaciot, aminek felbontdsdval megkapjuk a
tizennyolcadfoku polinomot:

(x—D(x+DR2x—1)°Qx+1)°x* —6x+ 1)’8x> —6x—1)’ =0

5.3. A gyokok meghatarozasa

Hatarozzuk meg az a = % koszinuszanak értékét a Cardano-képletbe torténd behelyettesitéssel.
, e g 3 1 3, 1
A kovetkezé minimalpolinomot kaptuk: x° — X—o= 0, amelyben a p = =2 & q=—3

helyettesitéssel ki tudjuk fejezni a keresett gyokoket:

_ e /ﬂz P.s 3_€_/iz P.s
B 31+ 1 1+31 1 1—31+ 3+31 3
Y= 16 256 64 16 256 64 |16 256 16 256

6. Feladatkészitési készség vizsgalata kozépiskolaban

6.1. Bevezetés
Evfolyamtarsaim, Rékasi Anna és Stirling Anna, tobb TDK dolgozatban foglalkoztak a
kozoktatasban tanulok és egyetemi hallgatok feladatkészitési képességével. Tandrszakos
hallgatoként én is része voltam ennek a kisérletnek, amikor csoportokban kellett feladatokat
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kitalalnunk. Ezek a kisérletek tanulsdgosak voltak, megtapasztaltam, hogy valoban lehet
céliranyosan problémat késziteni, de ez nem egyszerli feladat. A problémafelvetés egy
fejlesztendé kompetencia. A NAT kompetencia alapon fogalmazza a diakoktol elvart tudast,
amit a kozoktatasban eltoltott évek soran tobbszor is mérnek kompetencia felmérések
alkalméval (Magyar Kozlony, 2020). A fejlesztendé kompetencidk kozott egyre nagyobb
hangsulyt kap a problémafelvetés, amelynek fejlesztése megvaldsulhat tobbek kozott a
matematika orakon is. A problémafelvetés fejlesztése eldsegiti a problémamegoldas képességét
is. Az emlitett TDK dolgozatokban a szerzok kiilonb6zo kutatasi kérdéseket fogalmaztak meg,
mint példaul azt is, hogy miért fontos a problémafelvetés matematikadran. Erre azt a véalaszt
fogalmaztak meg, hogy a problémafelvetés kiilonleges formaban segiti a didkoknak megérteni
¢és elmélyiteni a tudast az adott témakdrben. Ezenkiviil eszkozt ad a keziikbe, hogy bonyolultabb
problémdk esetén képesek legyenek onalldan is olyan kérdéseket megfogalmazni, amelyek
mentén el tudnak indulni a megoldas iranyaba. Egy masik megfogalmazott kutatasi kérdésiik
az volt, hogy milyen szempontrendszer alapjan érdemes pontozni a felvetett problémakat,
amelyeket a kisérlet sordan a didkok megfogalmaznak. A szakirodalom és folyd kutatasok
tanulmanyozasa, illetve a kisérlet soran beadott munkdk értékelése, szaktanarokkal vald
egyeztetés utdn egy szakmai és €lvezetességi szintet egyarant értékeld szemponttablazat allt
0ssze. Kidolgoztak egy modszert, amely azt méri, hogy a didkok hogyan tudnak matematikai
problémakat felvetni, feladatokat késziteni. Megfogalmaztdk, hogy a matematikai
problémafelvetés egy olyan tanulhato és fejleszthetd képesség, amely a tananyagok mélyebb
megeértését is eldsegiti, ezért érdemes ra 1dot szanni (Rékasi & Stirling, 2021a). A TDK
dolgozatuk mellett az Oktatasi Hivatal honlapjara is felkeriilt az oktatast tamogatd anyagként
egy tdjékoztatd errdl a modszerrdl, amit a tanarok jelenléti és tavoktatds soran is tudnak
alkalmazni. Ennek a dokumentumnak az ismeretében terveztem meg én is a kisérletet (Oktatasi

Hivatal, 2022).

6.2. Feladatkitiizés és a csoport
Osszefiiggd egyéni tanitasi gyakorlatomat az Obudai Arpad Gimnaziumban végeztem és a
mentortandrom megengedte, hogy az egyik kilencedikes specidlis tantervii csoportjaban
elvégezzem a problémafelvetési kisérletet. A kilencedik osztaly kiilondsen érdekes, fdleg a
specidlis matematika tantervii csoport. Mint ismert, a formalis matematikai gondolkodas 12
éves kortol kezd aktivan fejlédni (Dumontheil, 2014). A kilencedikes évfolyamon 14-15 éves

diakok tanulnak, tehat naluk ez mar fejlodik, képesek formalisan gondolkodni. Rdadasul ezek
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a didkok intenzivebb matematikat is tanulnak, ezért kiilondsen érdekes, hogy ebben a korban
milyen problémakat vetnek fel. A kamaszkor nagy része még eldttiik all, amikor a formalis
matematikai gondolkodas még tovabb fejlodik. Azt lehet mondani, hogy az agysejtek egy
teriiletileg szervezett szakaszaban vizsgaljuk a folyamatot egy matematikailag képzettebb
csoportnal (Szenderdk & Szorényi, 2021). A specialis matematika tantervii gimnaziumi osztaly,
ahol a kisérletet végeztem, csoportbontasban tanulja a matematikat. A 14 f6s csoportot
hospitalasok alkalmaval volt lehetdségem megismerni. Az 6rakat mindig kiilonods figyelemmel
kovetik és részt vesznek az orai gondolatmenetekben. Egyiitt gondolkodnak a tanarral és
felteszik kérdéseiket, elmondjak megoldasi otleteiket. Latszik rajtuk, hogy szeretik a matekot
¢s matematikai kihivasok 6romet tudnak okozni nekik. Emellett vannak a csoportban olyan
diakok is, akik kevésbé aktivak, nem szdlnak hozzé az 6rahoz, ezért roluk visszafogottabb képet
kaptam eldzetesen. Hattérinformacioként érdemes megemliteni, hogy a mentortandrom
ezeknek a csoportoknak foként a geometridhoz kapcsol6do témakoroket tanitja, a tananyag
tobbi részét, amit az algebrahoz sorolnak, egy masik matematikatanarral tanulja a csoport. Ez
az alaphelyzet befolyasolhatja a kisérlet kimenetelét. A mentortanarommal eldzetesen tobbszor
is egyeztettem kisérletrél. Elmondta, hogy hasonlé feladatot még nem adott a diakoknak. A
tananyag akkor éppen a szdmtani, mértani, harmonikus és négyzetes kozepek voltak. Egyik nap,
amikor ismételten konzultdltunk, mentortanarom elmesélte, hogy az egyik didk a csoportbol
onalldan és mindettdl fliggetleniil felvetette az alabbi problémat az 6ran:

Meg tudunk-e adni harom kiilonbozd pozitiv egész szamot ugy, hogy ezek harmonikus,

mértani és szamtani kozepe is egész szam legyen.
A kérdésrdl szol6 orai beszélgetésbe sok gyerek bekapcsolodott, kozos gondolkodasba kezdtek
¢és tovabbi kérdések mertiltek fel a felvetett probléma mentén. Lathatd tehat, hogy itt, ezek
kozott a gyerekek kozott a problémafelvetés természetes folyamat, egymas problémafelvetése
természetes érdeklddésre talal és ezek a kérdések a matematika tanuldsa és a matematikai
gondolkodas fejlodésének természetes részét képezik naluk. Az eset utdn még nagyobb
érdeklddéssel vartam a kisérletet.
A kisérletet oktober 6-an hajtottuk végre. Bementem a matematika orara és a kovetkezd
feladatot adtam a didkoknak:

Készitsetek parokban 2-3 feladatot. Ezek legyenek kreativak, izgalmasak, olyanok,

amelyeknek a megolddsa kihivast jelent, de nem tulsagosan nehezek. Készitsetek

megoldasokat is, mert igy tudjatok ellendrizni, hogy értheto, jol megfogalmazott-e a

feladat, helyesek-e a megadott adatok.
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A feladatok szévege kapcsolodjon egy mesebeli varoshoz, aminek neve Bergengocia.
Ez megfelel a TDK dolgozatban meghatarozott szabad szituacids problémafelvetési feladatnak.
Stirling Anna ¢és Rékasi Anna a kisérletben 4-5 feladatbol allo feladatsort kért a didkoktol. Itt a
létszamra és az idOkorlatra vald tekintettel csak 2-3 feladatot kértem minden csapattdl. Nem
mondtam meg, hogy pontosan mennyit, hiszen nem tudhattuk, hogy a kilencedikesek mennyire
lesznek elkotelezettek a feladatmegoldas irant. Az 6érak megfigyelése alapjan reméltem, hogy
lesznek eredményes problémafelvetések. Csak azt kotdttem meg eldre, hogy ugyanaz a
mesebeli varos szerepeljen minden feladatban. A kiilonb6z6 kategéridkrol az emlitett
dolgozatban olvashatunk (Rékasi & Stirling, 2021b). A feladatkészitési stratégiakat, melyekrol
a kisérlethez tartoz6 tajékoztatoban olvashatunk az Oktatasi Hivatal honlapjan, eldzetesen nem
részleteztem. A kreativitasukra biztam, hogy milyen mddon alkotnak feladatokat (Oktatési
Hivatal, 2022). A mentortanarom tanacsara rovid hataridot szabtam meg, igy a beadasi hatarid6

oktober 11. volt.

6.3. Ertékelés

Osszesen nyolcan dolgoztak parban és volt két harom fés csoport. A gyerekek maguk
valaszthattak ki, hogy kikkel szeretnének egyiitt dolgozni. Eletkori sajatossag lehet, hogy a fiuk
¢s a lanyok nem akartak egy csapatba kertilni, mind a hat csapat homogén volt. Nem hataroztam
meg elére, hogy mennyire kell 6sszedolgozni, ezért mindenki gy csinalta, ahogyan neki
megfelelt. Erkeztek be olyan munkak, amelyen feltiintették, hogy kiilon dolgoztak és minden
csapattag kiilon-kiilon dolgozott ki egy feladatot. Azt tapasztaltam a matematika tanitasi
gyakorlataimon, hogy nem minden diak szeret és tud jol parban dolgozni, gondolkodni. Ez egy
olyan képesség, amit lehet fejleszteni, de hosszl folyamat és ez most nem volt célom. A hat
csapat Osszesen tizenkettd feladatot adott be. (1. melléklet) A feladatokat kiilon-kiilon fogom

értékelni.
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A feladatokat Rékasi Anna és Stirling Anna TDK dolgozatban dsszedllitott tdblazata alapjan
pontoztam (Rékasi & Stirling, 2021b):

Szakmai rész Elvezetességi rész

Valamilyen tananyaghoz 8 pont | Ujszerii/eredeti/tletes | 6 pont | Az dsszegiik, ha
1116 az tobb, mint 6,

. akkor 6 pont.

Nehéz/konnyt (kihivas) 4 pont | Matematikai élmény 6 pont

Matematikailag helyes 8 pont | Beoltoztetés 6 pont

Korosztalyhoz illd 5 pont | Korszeriiség 4 pont

Osszesen 25 pont Osszesen 16 pont

6. abra —Ertékelés szempontjai (forrds: (Rékasi & Stirling, 2021b)).

A beadott feladatokat eldszor mind végig néztem, majd egyesével elkezdtem a pontozast. A
kovetkezOkben néhany érdekességet szeretnék kiemelni, amik a pontozas soran meriiltek fel.
Tobb feladatnal dilemmat jelentett, hogy szakmai szempontbol mennyire illik az adott
korosztalyhoz a feladat. Tulsdgosan nehéz feladatot nem kaptam. Egy specidlis matematika
tantervll osztalyban az oktatds sordn Osszetettebb feladatok keriilnek eldtérbe. Voltak olyan
problémafelvetések, amelyek egy altalanos matematika tantervii osztaly esetében megéllndk a
helyiiket kilencedik osztadlyban, de egy specidlis tantervii csoport szdmara til egyszeriinek
bizonyulnanak. Fontos, hogy egy specidlis matematika szakos osztalyban is eltéréek a
matematikai képességek. Vannak olyan didkok, akik szamara az egyszerlibb gyakorld
feladatokbol tobbre van sziikség, hogy a kelld6 magabiztossagot Szerezzenek a
feladatmegoldasban. Ezért szamukra egy egyszeriibb problémafelvetés is eredményesnek
mondhatd. Az egyes didkok egyéni matematikai képességét nem ismerem, ezért ezt nem tudtam
személyre szabottan figyelembe venni a pontozéasnal. Emiatt az egyszeriibb, rutinfeladatok is
kaptak pontot a korosztalyhoz illéségre. Egy példa erre a dilemmara:

Pista bacsi Bergengociaban szeretne telket venni. A telek, amit kinézett 18x26 méteres.

Mennyibe fog keriilni Pista bacsinak keritést venni, ha I m kerités 3500 forint és mar

megvan a 2 m széles kapu? (F1.2.)
Ez egy hetedik osztdlyos feladat, tehat semmiképpen nem felel meg a korosztalynak. A
kilencedikes évfolyamon jellemzd, hogy tobb 11j osztaly indul, ahova sok kiilonb6z6 iskolabol

érkeznek a didkok. Az ehhez hasonld témakorok és feladatok atismétlése az év elején
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elengedhetetlen a biztos alapok lefektetése érdekében. Ez az osztaly nem ilyen, ez a helyzet
ebben a csoportban nem meriil fel. A megfeleld szint a specialis matematika tanterv szerint is
kifogésolhato. Ez a feladat tehat matematikailag helyes ¢és alsébb évfolyamokon az orara
bevihetd, érdekes feladat. A feladat beoltoztetése sikeres, a didk belegondolt, hogy mi az a
telekméret, ami redlis és mi az a kerités ar, ami valosaghii.
Elvezetesség szempontjabol minden feladatra maximalis pontszamot tudtam adni. A feladatok
szovegezését sok esetben kreativan megoldottak, érdekesen oOltoztették be a feladatokat.
Bergengocia felbukkant mindegyik feladatban. A kovetkezd feladatot kiilon is szeretném
kiemelni a mesebeli megfogalmazas miatt:

Bergengociaban januar elsején egy, a kovetkezo nap ketto, a kovetkezé nap harom, majd

megint egy gyermek sziiletik. Ez igy megy naluk, mig vilag a vildag és ket nap.

a. Hany gyerek fog sziiletni oktober 30-dn?
b. Hdny gyerek sziiletik dsszesen az egész évben?
(A februar ebben az évben 28 napos) (F4.3.)

Ez a feladat a sorozatok témakorénél is bevihetd, de Osszeszamlalds segitségével alsobb
évfolyamon is meg tudjak oldani. A feladat szovege alaposan atgondolt és precizen
megfogalmazott. A készitdje figyelt a részletek megadasara is, ezért a feladat bedltoztetése nem
ment a matematikai pontossag rovasara. Az els6 kérdés megoldasa tdmaszpontot ad a masodik
kérdés megvalaszolasdhoz. Valoszinlileg ez mar egy ismert feladattipus alapjan
megfogalmazott probléma, de atgondolt és helyes.
Az egyik haromfls csoport harom feladatot adott be, és feltiintették, hogy kiilon-kiilon
dolgoztak. Mind a harman igényesen dolgoztak, 6sszeallitas szempontjabdl az 6 munkajuk volt
a legkiemelkeddbb. Ezek kozott volt az eldzdekben bemutatott feladat a gyereksziiletésekrol.
Egy masik az aktudlis tananyaghoz, a mar emlitett kozepekhez kapcsolodik, a kovetkezd
megfogalmazasban:

Bergengociaban minden masodik csaladnak van egy fiiggéagya. Piocaék a fiiggoagy

egyik végét a hazra, a masik végét egy fara akasztottik. A torzs alja a haz falatol 5 m-

re van. A fa torzse a talajtol 60°-ra el van ferdiilve. A fa teteje a haztol 6 m-re van. Ha

a torzs kozepére szeretnék kotni egy kotelet hany méteresnek kell lennie? A torzs

keriilete 1 m. (F4.2.)
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A feladat bedltoztetése nagyon kreativ, a kidolgozott megoldasban a kovetkezd abra szerepel:

1. abra — feladatmegoldas (forras: (F4.2.feladat alkotoja, 2022))

A feladat megfogalmazasa mesebeli és érdekes, egy trapéz kdzépvonalara szeretne rakérdezni.
A feladat alkotdja az altala kidolgozott megoldas ellenére nem vette észre, hogy a feladatkitlizés
soran Osszekeveredett, hogy kotél vagy fliggdagy kifeszitésérdl van-e sz6. Ezen kiviil nem tér
ki a kotél rogzitéséhez sziikséges hosszlisagra, ami szintén hidnyzik a jo bedltdztetéshez. Ettol
fiiggetlentil ez egy jo probalkozds, a bedltoztetés jboli atgondolas alkalmaval konnyen
kikiiszobolhetd lenne. A feladat a matematikai helyesség és a bedltoztetés miatt vesztett pontot.
Ezen a beadott feladatlapon szerepelt még egy harmadik problémafelvetés, ami a kombinatorika
témakoréhez kapcsolodik:

Bergengociaban felvonulast tartanak a kéruton. A felvonulo szekereket feliilrol nézve

Csak a szineik alapjan tudjuk megkiilonboztetni. A 6 szekér kozott legalabb 1 és

legfeljebb 3 sarga. A tébbi lila. Hanyféleképpen mehetnek végig a koruton libasorban.

(F4.1)
Ez egy nagyon jol sikeriilt feladat, ami egyértelmiien illik a kombinatorika témakoréhez. A
korosztalynak megfelel6 a nehézségi szintje, tobb évfolyamon is bevihetd az 6rdra, amikor
ezzel a témakorrel foglalkozunk. Az az érdekessége, hogy a feladat alkotdja a beadott megoldas
alapjan harom kiilonboz6 lehetdséget hatdroz meg: amikor egy, kettd, vagy harom sarga szekér
van és nem szamitja kiilonboz6 libasornak a harom esetben lehetséges sorba rendezések szamat.
Altalanos hiba szokott lenni az ilyen feladatoknal, hogy a didkok megkiilonboztetik a
szekereket és ezért rossz megoldast adnak meg, pedig ilyen esetben a megoldas sokkal
egyszerlibb lenne. Az értékelésnél maximalis pontot ért el €z a problémafelvetés.
A kozepek témakoréhez kapcesolhaté egy masik feladat, ami a bedltoztetés és a matematikai
¢lmény szempontjabal is kiemelkedd:

Bergengociaban a kiralynak, a hercegnek, a komornyiknak és a bohocnak az életkora

is primszam. A legidésebb a komornyik, majd a kiraly, utina a herceg és végiil a bohoc

kovetkezik. Mind a négyiik fiatalabb 70 évesnél és kiszamoltak, hogy az életkoruk atlaga

60 év. Hany évesek ok? (F3.2.)
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A feladat megoldésa soran a szoveg megértésén és a primszam fogalmanak ismeretén van a
hangsuly. Erdekes folyamat lehetett a feladatkészitésnél a megfelelé primszamokat megtalalni
¢s a feladatot pontosan megfogalmazni, Ggy, hogy szép, az életkor szempontjabol realis szamok
szerepeljenek. Ez egy oOtletes, a korosztalyhoz ill6 és matematikailag helyes feladat.
A kovetkezd feladat a logika témakoréhez kapcsolodik, itt is kihivas lehetett a feladat
megfogalmazasa, a megfeleld allitasok kivalasztasa:
Bergengociaban futoversenyt rendeztek. Andrast, Bélat, Ceciliat, Dénest és Elemért
megkerdezték a verseny elott, hogy mi lesz az allas (nincs holtverseny)
- Andras: Els6 harom kozott leszek
- Béla: Megnyerem a versenyt
- Cecilia: Megelozom Andrast
- Dénes: Nem elozom meg Bélat
- Cecilia vagy Dénes nyer
A verseny utan kideriilt, hogy mindegyikiik tévedett. Mi lett a sorrendjiik? (F2.1.)
Itt fontos szerepet kap, hogy mit jelent egy allitas igazsagtartalma, hogyan kell helyesen tagadni
egy allitast. Ot fére fogalmazta meg a feladatot, amely alapos atgondolast igényel. A feladat
megoldasa érdekes, ¢lvezetet jelent. A kézzel irt beadott munkan latszanak az athtizott allitasok,
amelyek elvezettek a feladat végsdé formajdhoz. Ez a problémafelvetés 2 pont hijan elérte a
maximalis pontszamot, csupan a korosztalyhoz ill6ség és a nehézségi szint miatt veszitett egy-
egy pontot. Ez a feladat hatodikos vagy nyolcadikos felvételi elokészitén nagyon jol megallna
a helyét. A kozépszintli érettségi feladatsorokban is taldlkozhatunk hasonld, a logika
témakoréhez kapcsolodo feladatokkal.
A kovetkezd feladat, amit szeretnék megemliteni, a valoszinliségszamitids témakoréhez
kapcsolodik. Valoszinliségszamitassal alaposan tizedik osztalyban ismerkednek meg a didkok
(Matematika kerettantev 9-12. évfolyam, 2020). Azelott csak valdszinliségi jatékok,
kimenetelek megfigyelése, biztos €s lehetetlen, illetve a kisebb és nagyobb eséllyel lehetséges
fogalmakkal ismerkednek meg a diakok (Matematika kerettanterv 5-8. évfolyam, 2020). Emiatt
érdekes, hogy a kilencedikes csoportban mégis ehhez a témakorhoz kapcsolodd probléma
meriilt fel:
Bergengociaban 100 ember él. Koztiik a Kovacs csalad, akik négy személybol dallnak. Minden
reggel egy Kovdcs elmegy kozértbe. Mekkora a valosziniisége, hogy Kovacsék legkisebb fia
megy a kozértbe, ha minden csaladtag ugyanolyan eséllyel megy boltba. (F5.1.)
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A problémat megfeleléen bedltoztette, bar még lehetett volna kicsit szinesiteni, hogy a feladat
megoldasa nagyobb kihivast jelentsen. Figyelt olyan részletekre, hogy a csalad minden tagja
ugyanolyan valdszinliséggel megy bevasarolni. A feladat ezért matematikailag megallja a
helyét.

A kreativ, mesebeli be6ltoztetés miatt szeretném kiemelni a kdvetkezo feladatot is:
Bergengocidban kardcsony van. A varos kézepére kardcsonyfat allitottak. Osszesen 30 disz allt
rendelkezésiikre a diszitéshez. ebbdl tizenkettd eltorott, és még négyet elvitt a szarka. A
polgdrmester ezért hozott még kétszer annyi diszt, mint amennyi a torések és a lopas utdn volt.
Hany disz van a fan? (F5.2.)

Az egyenletek témakoréhez kapcesolodik ez a feladat, ami hetedik osztalyosok tuddsanak és
tananyaganak felel meg. Ezért a pontozasndl a nehézségi szint és korosztalyhoz illéség miatt
vesztett pontot. A bedltoztetés érdekes, de a megoldas nem jelent kiilondsebb matematikai
¢lményt.

Ahogyan a bemutatott példdk is mutatjak, mindenféle témakor el6fordult: szdzalékszamitas,
kombinatorika, logika, sorozatok, valoszinliségszdmitas, teriilet, kertilet.

Elézetesen megfogalmaztam, hogy érdekel milyen mértékben fognak a geometria témakoréhez

kapcsolodni a feladatok, de ez nem volt jellemzd, minddssze 3 feladat sorolhatd ide.

6.4. Eredmények

Minden feladatot egyesével értékeltem és a pontszamok alapjan diagramot készitettem. A

problémafelvetési kisérlet soran kapott feladatok pontszamai a kovetkezéképpen alakultak:

Problémafelvetés pontozasa

B Valamilyen tananyaghoz ill5 (8)

2 2 001 )
B Nehéz/konny (kihivas) (4)
2 Matematikailag helyes (8)
& e B Korosztalyhoz ill6 (5)
8 S B Ujszeri/eredetildtietes (6)
8 5 B Matematikai éimény (6)
I W seotoris )
% 5 5 I Korszeriiség (4)
& 8 5
s e 2 4 s
8 5
8 3
s s 2 o3 4
20 30 40

Elért pontszam

8. dbra — Problémafelvetés pontozdsa (forrds: (sajat szerkesztés, 2022))
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A problémafelvetések eredményesek voltak, a nehézség és korosztilyhoz illdség esetében
vesztették a legtobb pontot. Az emlitett TDK dolgozatban meghatdroztak egy szintet, hogy
mikortdl jo és egyben feladhato egy feladat. Ehhez az kellett, hogy vagy élvezetességi vagy
szakmai szempontbdl elérje a kaphaté maximalis pontszam 80%-at (Rékasi & Stirling, 2021a).
Ebbdl kiindulva hataroztam meg én is egy hatért, amitdl egy feladat az adott csoport szamara
feladathat6, jo feladat. A csoport sajatossagait figyelembevéve nem valasztottam kiilon a
szakmai ¢és ¢lvezetességi szempontokat. Ennek megfelelden a 40 pontot elért feladatok azok,
amelyek az adott csoportban is feladhatoak és a tanérara bevihetéek. Ezek a kovetkezoek: F3.1.,
F3.2.,,F4.1.,, F4.2., FA.2., FA.3., F5.2., ezek kell6en érdekesek és a megoldasuk kihivast jelent.
Rékasi Anna és Stirling Anna az Gjszeriiség/otletesség és a matematikai élmény 6-6 pontjat
Osszeadta és az Osszpontszdmba a két szempont pontszamanak Osszegét szamitotta, vagy ha ez
tobb hatnal, akkor hat pontot szamoltak az 6sszpontszamhoz. En mindkét szempont pontszamat
hozzdadtam a végs6 Osszeghez. A 12 feladat esetében ezzel is tudtam differencidlni a
pontszamokat. A tananyaghoz illéség és élvezetességi szempontbol a korszerliség mindenkinél
maximélis pontszamot kapott. Osszességében nagyon érdekes és eredményes volt a
feladatkészitési készség felmérése ebben a csoportban. Eldzetesen nem taldlkoztak hasonlo
kihivassal matematikébol a didkok, ennek megfeleldéen igyekeztem mindig inkabb pozitivan
pontozni. Kaptam par kevésbé ujszert, vagy izgalmas feladatot, de tobbségében érdekes és jo
feladatokat készitettek a specidlis tantervii csoport tanuloi. Ez azt is mutatja, hogy az 6
¢letiikben intenziven jelen van a matematika és tudnak ilyen jellegli problémakban gondolkodni
¢és kérdéseket felvetni. A kisérlet alapjan a kozos munka a problémafelvetés soran eredményes,

altalaban, akik 6sszedolgoztak, jobb feladatokat adtak be, pozitivan hatottak egymasra.
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8. Mellékletek

8.1. Feladatok

F1.1. 4 Bergengdciai Altaldnos Iskoldba jar 312 fiti és 264 lany. Az iskola tanulbinak hdny
szazaléka lany és hany fiu?

F1.2. Pista bacsi Bergengociaban szeretne telket venni. A telek, amit kinézett 18X26 méteres.
Mennyibe fog keriilni Pista bdcsinak keritést venni, ha 1 m kerités 3500 forint és mar
megvan a 2 m széles kapu?

F2.1. Bergengociaban futoversenyt rendeztek. Andrdst, Bélat, Ceciliat, Dénest és Elemért
megkérdezték a verseny eldtt, hogy mi lesz az allas (nincs holtverseny)

e Andrds: Elsé harom kozott leszek

Béla: Megnyerem a versenyt

Cecilia: Megeloézém Andrast

Dénes: Nem el6zom meg Bélat

e Cecilia vagy Dénes nyer
A verseny utan kideriilt, hogy mindegyikiik tévedett. Mi lett a sorrendjiik?
F3.1. Bergengociaban tavaly 1 kg alma 250 ft-ba keriilt. Idén azonban megemelték az arat
6%-kal, majd az igy kapott arat még 4-gyel.
a. Mennyibe keriil most egy kg alma?
b. Mennyit kellett fizetnie Bélanak, ha 5 kg almat és 2 kg kivit vett?
(A kivi kiléjanak ara az alma tavalyi aranak 1,5-szerese)
C. Mennyit fizetett volna Béla tavaly, ha a kivi ara akkor 320 ft volt?

F3.2. Bergengociaban a kiralynak, a hercegnek, a komornyiknak és a bohocnak az életkora is
primszam. A legidosebb a komornyik, majd a kiraly, utana a herceg és végiil a bohoc
kovetkezik. Mind a négyiik fiatalabb 70 évesnél és kiszamoltak, hogy az életkoruk atlaga
60 év. Hany évesek 6k?

F4.1. Bergengocidaban felvonulast tartanak a koruton. A felvonulo szekereket feliilrél nézve csak
a szineik alapjan tudjuk megkiilonboztetni. A 6 szeker kozott legalabb 1 és legfeljebb 3
sarga. A tobbi lila. Hanyféleképpen mehetnek végig a koruton libasorban.

F4.2. Bergengociaban minden masodik csaladnak van egy fiiggéagya. Piocaék a fiiggdagy
egyik végét a hazra, a masik végét egy fara akasztottak. A torzs alja a haz falatol 5 m-
re van. A fa torzse a talajtol 60°-ra el van ferdiilve. A fa teteje a haztol 6 m-re van. Ha
a torzs kozepére szeretnék kotni egy kotelet hany méteresnek kell lennie? A torzs
keriilete 1 m.

F4.3. Bergengociaban januar elsején egy, a kovetkezo nap ketto, a kévetkezo nap harom, majd
megint egy gyermek sziiletik. Ez igy megy naluk, mig vilag a vilag és ket nap.

- Hany gyerek fog sziiletni oktober 30-an?
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- Hany gyerek sziiletik dsszesen az egész évben? (A februar ebben
az évben 28 napos)

F5.1. Bergengociaban 100 ember él. Koztiik a Kovacs csalad, akik négy személybol allnak.
Minden reggel egy Kovacs elmegy kozértbe. Mekkora a valosziniisége, hogy Kovacsék
legkisebb fia megy a kozértbe, ha minden csaladtag ugyanolyan eséllyel megy boltba.

F5.2. Bergengocidban kardcsony van. A varos kézepére kardcsonyfat dllitottak. Osszesen 30
disz allt rendelkezésiikre a diszitéshez. ebbdl tizenketto eltorott, és még négyet elvitt a
szarka. A polgarmester ezért hozott még kétszer annyi diszt, mint amennyi a torések és
a lopas utan volt. Hany disz van a fan?

F6.1. Egy bergengociai apuka haromszor annyi idos, mint a gyereke. Az apuka 28 évvel
korabban sziiletett, mint a gyerek. Hany éves az apuka és a gyerek?

F6.2. Itt van a tokéletes rombusz levél Bergengociaban =60°, =120° a=6 cm. Mekkora a
teriilete?

8.2. Abrajegyzék

. abra — Hetedik korosztasi polinom gyokei, (forras: (sajat szerkesztés, 2022)).

. abra — Hetedik egységgyokok, (forras: (sajat szerkesztés, 2022)).

. abra — Kilencedik kérosztasi polinom gyokei, (forras: (sajat szerkesztés, 2022)).

. abra — Tizennegyedik kdrosztasi polinom gyokei, (forras: (sajat szerkesztés, 2022)).
. abra — Tizennyolcadik kdrosztasi polinom gyokei, (forras: (sajat szerkesztés, 2022)).
. 4bra —Ertékelés szempontjai (forras: (Rékasi & Stirling, 2021b)).

. abra — feladatmegoldas (forras: (F4.2.feladat alkotoja, 2022))

. abra — Problémafelvetés pontozasa (forras: (sajat szerkesztés, 2022))
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