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L. rész
Szamlalastol a problémafelvetesig

1. Oroklstt agyi mechanizmusok

A matematikar6l valdo gondolkodads, a matematikai tanulds nem als6 tagozatban, az
iskolaba keriiléssel kezdddik. A gyerekek szamos tapasztalattal, benyomassal rendelkeznek
addigra, s6t, a matematikai gondolkodés bizonyos elemei bizonyithatéan az evolicidval
oroklédnek. A szamolasrol, szamossagrol meglévé fogalmaink természetesen sok esetben
merdben eltérnek a késdbb, a preciz matematikidban megkdvetelt szemléletmaodtol,
valamilyen fogalmaink mégis vannak roluk. Egy 6vodas gyermek nem 0gy szamol, mint
egy érettségi elbtt allo tanuld. A hasznalat célja és eszkozei is kiilonboznek esetiikkben. A
matematikatanitds soran azonban ezeket a meglévd tapasztalatokat, szemléletmddokat
figyelembe kell venni, ezekre az alapokra lehet épiteni, nem a semmibdl kell 0 vilagot

teremteni.

Agyunk felépitése, valamint kiilonb6z6 mechanizmusai sok tekintetben meghatarozzak azt,
hogy mit tudunk megtanulni, hogyan, és milyen életkorban. Az emberek agyanak
felépitése, mitkddése hasonld. Léteznek kiilonbozd agyi strukturak (ezekrdl késdbb még
lesz sz6), valamint ezekre épiild tanuldsi algoritmusok, melyek kutatdsa a kiilonboz6
technikai fejlesztéseknek (példaul MRI-vel torténd agyvizsgalat, autoradiografis
agyvizsgalat, pozitronemisszidés tomografia) kdszonhetéen egyre mélyebbé valhat. Az
oktatas soran ezeket a mechanizmusokat figyelembe kell venni, az oktatds modjat az
agyunk struktirainak kell meghataroznia. A modszertanok kialakitdsakor fontos tehat
figyelni az 0j kutatasi eredményekre, azokat nem csupan megszokasra kell épiteni, hanem
az agyi strukturak megismerésével az agy mitkodéséhez kell igazitani. Ezaltal az oktatas

egyre hatékonyabba tehetd.

Az agymiikodés fontos eleme az adaptacios képesség (agyi plaszticitas), aminek rendkiviil

fontos szerepe van a tanuldsi folyamatokban. Plaszticitdsnak az agy anatomiai és



funkcionalis valtozasra valé képességét hivjuk.! Ilyenek példaul 0j szinapszisok létrejotte,
vagy mar meglévl szinapszisok strukturalis atrendezddése. A plaszticitds nem korlatlan,
azaz agyunk alkalmazkodoképessége véges, bizonyos strukturdkon, algoritmusokon
valtoztatni nem tudunk. Nem a plaszticitds ugyanis agyunk f6 rendezdelve, hanem a

genetika.?

Ez az adaptécios képesség nem egy eklektikus folyamat, hanem meglehetdsen rendezetten
megy végbe (nem jelenti tehat az idegrendszer teljes ujrarendezddését). Kritikus
periodusnak nevezziik azokat az iddszakokat, amikor az agy képes alkalmazkodni
kiilonb6z6é kornyezeti valtozasokhoz. Ezeknek az idOszakoknak a pontos meghatiarozasa
rendkiviil nehéz feladat (az erre vonatkoz6 kisérletek bonyolultsaga miatt), azonban fontos
torekedniink a meghatarozasukra, ugyanis a tanulds a kiilonbozd életkorok kritikus
periédusain alapul.® Bizonyos témak megtanuldsa sokkal konnyebb ezekben a kritikus
periddusokban, a tanulds ugyanis az agyban 1j palyak, kapcsolatok 1étrejottével torténik.

Ezek a kapcsolatok konnyebben kialakulnak a kritikus periédusokban.

Az idegen nyelvek tanitdsahoz mar tobben vizsgéaltdk a kritikus periddusokat, a

matematikatanulds terén kevesebb az eredmény.

Az oktatasnak érdemes kihasznalnia ezeket a kritikus periddusokat, azonban a tanulési
folyamat fontos része az agyi plaszticitas bezarddasa is, ekkor tud ugyanis stabilizalodni a
rendszer, azaz ekkor tud rogziilni a megtanult tananyag. Biztatd, hogy a kritikus
periddusok nem teljesen véglegesek, adott esetben ujra kinyilhatnak és bezarodhatnak.
Ennek nem csupan biologiai okai vannak, hanem jelentdsen fiiggnek a kornyezettdl
(legféképpen a szocidlis, de példaul a targyi kornyezettdl is), vagy €ppen kiilonb6zd kémiai

anyagoktol (példaul gyogyszerektdl).*

YCzurké Andrds: Neuralis és funkcionalis plaszticitas. In. Bevezetés a neuropszichologiaba. Szerk. Kéllai
Janos, Bende Istvan, Karadi Kazmér, Racsmany Mihaly. 2008. 40.

2 Stanislas Dehaene: Education, Brain Plasticity, and Neuronal Recycling. El6adas: Cognitive
Foundations of Learning in School-Aged Children, Collége de France, 2015. 01. 06.
https://www.college-de-france.fr/site/en-stanislas-dehaene/course-2015-01-06-09h30.htm (utolso
letoltés: 2019. 04. 06.) 26:30

3Dehaene: Education, brain plasticity and neuronal recycling. 38:00

“Dehaene: Education, brain plasticity and neuronal recycling. 52:30


https://www.college-de-france.fr/site/en-stanislas-dehaene/course-2015-01-06-09h30.htm

2. A becslés

Ha igaz, hogy a szdmolasi képességek egy része agyunkban kodolva van, genetikailag
oroklodik, akkor mar a csecsemok is el tudnak végezni bizonyos szamitasokat. Ez némileg
ellentmond a Jean Piaget nevével fémjelzett konstruktivizmusnak, mely szerint egy
gyermek tapasztalatok utjan konstrudl maganak egy belsé vilagot, amelyen keresztiil
értelmezi, szervezi tapasztalatait, és amellyel Osszhangban elvarasokat fogalmaz meg a
dolgok jovobeli allapotaval kapcsolatban.® Ehhez képest mar tjsziilotteknek is vannak

elvarasai az 6ket koriilvevo fizikai vilaggal kapcsolatban.

Ezeket a feltevéseket nagyon nehéz bizonyitani. Az erre iranyuld kisérletek jelentOs
részében a csecsemdk tekintetét kamerdval figyelik, és azt mérik, hogy egy adott képre
mennyi ideig néznek. Ha a csecsemd hamar ,,megunja” a képet, az azt jelenti, hogy
megfelel az elvardsainak, ellenben ha sokdig nézi, az mutatja, hogy ellentétben all a
varakozasaival, meglepdnek talalja azt, amire érdemes odafigyelni. A legkisebbek esetében
azonban nem a tekintet vandorladsaval, hanem a szoporitmus gyorsasagaval mérik az

érdeklédést. Az érdekesebb helyzeteket gyorsabb szopési iitem kiséri.®

CsecsemOknél kimutathatd, hogy a szopasi litem megnd, amikor sokszor hallott két hang
utan harmat hallanak, vagy forditva. Ez nem csak hangokkal, de képeken latott formak
szamossagaval is igaz.” Ugy tiinik, hogy mar a csecsemék agya érzékeny a szamossig
megvaltozasara. Felmeriil azonban a kérdés, hogy a csecsemdk tényleg a szdmossagra
figyelnek-e oda, vagy valamilyen mas tulajdonsag kelti fel az érdeklddésiiket, példaul a
geometriai elrendezés a képi szamossagnal (példaul a két forma altal meghatarozott
szakaszos elrendezés helyett a harom forma altal meghatérozott haromszdges elrendezés)

vagy a hangok iddtartaménak valtozédsa (harom hang lejatszasa tovabb tart, mint kett6¢).

Erre véalaszként a kisérletekben 0sszekototték a képi €s hangi elemeket. Mar egy 48 6rés

csecsemd azt a képet nézi tovabb, amin annyi targy szerepel, ahany hangot lejatszottak

SNahalka Istvan: Konstruktiv pedagogia — egy (ij paradigma a lathataron (I.). Iskolakultara 7. (1997) 2.
sz. 21-33. 24.

® Stanislas Dehaene: A szamérzék. Miként alkotja meg az elme a matematikat? Bp. 2003. 72.

" Dehaene: A szamérzék. 72-73.



neki.® Ezek szerint mar a csecsemdk dsszekotik a fejiikben a harom hallott hangot a hdrom
latott targgyal vagy formaval. A szamossag a gondolkodast meghatarozo egyik
kulcsparaméternek tiinik. Ez olyannyira igy van, hogy a csecsemok sokkal érzékenyebben
reagalnak a szdmossag megvaltozasara, mint egy targy alakjdnak, méretének, szinének
megvaltozasara. Ha egy paravan mogé egy piros teherauté ment be, de mogiile egy zold
labda jott ki, tiz hénapos korig semmilyen meglepetés nem mutathatd ki a babak
reakcidjaban. Ellentétben azzal a helyzettel, ha egy targy ment be, de nulla vagy két targy

bukkan el6.°

A hangok ¢és képek kozott a szamossag 0sszekapcesolasanal latni kell, hogy az csak egészen
kis szamok (harom, vagy anndl kisebb), illetve mas nagysagrendek esetén adott egyértelmii
eredményt. A reakciokban adott kiilonbség 4 és 12 dbra, illetve hang esetén szamottevd
volt, &m 4 és 8 esetén nem. Ez azt mutatja, hogy ennyi idésen a nagysagrendre vagyunk
érzékenyek, agyunk nem szamol pontosan. A "koriilbeliili" szamolas, azaz a becslés miatt

csak a nagyobb kiilonbségeket vessziik észre, a kisebbeket nem.

Ez nem csupan csecsemdkori sajatossag. Agyunk késobb is automatikusan, gyorsan becsiili
a szamossagot, nem jelent szamdra tobb munkat, mint példaul a szinek vagy a targyak
méretének megkiilonboztetése. 1° A szdmossdg bar az agyi aktivitdst meghatirozo
kulcsparaméter, hasonl6 nagysagrend esetén hajlamosak vagyunk hibazni, csak a nagyobb
kiilonbségeket vessziik viszonylag nagy pontossaggal észre. Ez azt mutatja, hogy az
emberiség torténete folyaman hasznos volt a becslés képessége, de talélésiink
szempontjabol nagy jelentdsége nem volt a pontos szamoldsnak, amit viszont a mai

matematika egyik alapvetésének gondolunk.

A szadmossag érzékelésén tul agyunk mar csecsemdkorban "szamol" valoszinliséget is. Egy

kisérletben kis videdt mutattak csecsemdknek, melyben hdrom kék és egy sarga targy volt

8 Véronique Izard, Coraile Saun, Elizabeth S. Spelle, Arlette Streri (2009): Newborn infants perceive
abstract numbers. PNAS, 106 (2009.) 25 sz. 10382-5.
https://www.pnas.org/content/106/25/10382 (utolso letdltés: 2019.04.06.)

® Dehaene: A szamérzék. 81.

10 David Burr, John Ross: A visual sense of numbers. Current Biology, 18 (2008) 6. sz. 425-8.
https://www.cell.com/action/showPdf?pii=S0960-9822%2808%2900238-8 (utolso letsltés:
2019.04.06.)



https://www.pnas.org/content/106/25/10382
https://www.cell.com/action/showPdf?pii=S0960-9822%2808%2900238-8

lathato egy tartdlyban, majd egy targy kiesett abbol. A csecsemdk meglepetése nagyobb

volt, amikor a statisztikanak némileg ellentmondva a sirga targy esett ki a tartalybol.!!

Ezeknek a teljesség igénye nélkiil megemlitett kisérleteknek a leirasdval azt kivantam
érzékeltetni, hogy agyunk matematikatanulas nélkiill is rendelkezik valamiféle
szamfogalommal. Hogy milyennel, azt taldn egy amazoniai indidn torzsén (munduruku)
végzett kutatds mutatja meg legjobban.'? Ok ugyanis nem tanulnak matematikat, tehat a
meglévo szamfogalmukat nem befolyasolja mesterségesen az oktatds. Ebben megegyeznek
a csecsemOkkel, nagy elény viszont, hogy velilk sokkal Osszetettebb kisérleteket is el

lehetett végezni, amit tobb kutatdcsoport meg is tett.

Az egyik ilyen kisérletben a torzs tagjainak a térben kellett elhelyeznie szamokat, azaz
szdmegyenest kellett készitenilik (szdmok helyett adott szdmu pontot tartalmazo dbrakkal,
hiszen mint latni fogjuk, szdmokat nemigen hasznélnak). A feladatot hibatlanul elvégezték,
a szamok sorrendje a szamegyenesen a helyes sorrend volt. Azonban ellentétben az
iskoldban megtanult, és altalunk természetesen hasznalt szamegyenessel az ¢ skalajuk nem
lett lineéris. Az 1 és a 2 kozott sokkal nagyobb volt a kiilonbség, mint példaul a 8 és a 9
kozott. Ebben egyébként teljesen hasonld megkdzelitést mutatnak a matematikatanulast
még el nem kezd6 francia gyerekek is. Az 6 szamegyenesiikon is a kisebb szdmok kozott
nagy a kiilonbség, majd ahogy nének az dbrazolandd szamok, ez a kiilonbség ugy csokken.
Ez az érzet talan felndttkorra sem tiinik el teljesen, a 95 helyett 96-ot venni sokkal kisebb
hibanak tlinik, mint egy helyett kett6t. A belsd skalank tehat alapvetden logaritmikus, nem
linearis. Ez 6sszhangot mutat azzal, hogy agyunk a nagysdgrendekre érzékeny, a pontos
szamolas (az egészen kicsi szdmoktdl eltekintve) nem tartozik hozzd a természetes,
evolucioval 6roklott milkodéséhez. A szamegyenest linedrissd mar az iskola teszi, ahol
megtanuljuk, hogy a szomszédos egész szamok egyenld tavolsagra vannak egymastol,
hiszen a kozottik 1évé kiilonbség ugyanakkora. Néhany év matematikatanulas utan ez
teljesen természetesnek tlinik, de a matematikatanulés el6tti tapasztalatokra épitve mas a

szemléletink.

Az automatikus becslés tehat az evolucidval alakult ki agyunkban, pontosan szdmolni

viszont csak nagyon kis szdmok esetén vagyunk képesek. Kisérletekkel kimutattak, hogy

11 Dehaene: Education, brain plasticity and neuronal recycling, 7:10.

12| aura Fontanari, Michel Gonzalez, Giorgio Vallortigara, Vittorio Girotto: Probabilistic cognition in
two indigenous Mayan groups. PNAS, 111 (2014) 48. sz. 17075-17080.
https://www.pnas.org/content/111/48/17075 (utolsé letoltés: 2019.04.06.)



https://www.pnas.org/content/111/48/17075

haromnal nagyobb szdmu targy megszamlaldsa esetén mar jelentésen romlik agyunk

teljesitménye. '3

Gyorsan képtelenek vagyunk megszamolni 8 pontot, de mar 4-5 pont esetén is nagy a
hibazasi aranyunk. Ezt a felismerést jol mutatja a romai szamok struktiraja. Az els6 harom
szamot még adott szamu vonallal jeloljik (III.), ugyanis azt képesek vagyunk gyorsan,
viszonylag nagy pontossdggal megszamolni. Négy vonalkdnal viszont mar jelentésen
megnd a hibazasi arany, elsé pillantasra nem konnyli meghatarozni, hogy hany vonalkat
latunk (tekintsiik csak a IIII. és IIIII. esetet), ezért ezt a szamot mar mas szimbolum jeldli
(IV.). A romai szamstruktura kialakulasakor fontos szerepet jatszott tehat az a tapasztalat,

hogy haromnal nagyobb szamu szimbdlumot agyunk nehezen szamol meg.

A dolog érdekessége, hogy tdliink tavoli kulturdkban is megfigyelhetd a jelenség. A kinai
szamokat haromig vizszintes vonasokkal jelolik (== =), a négyre azonban mar ettdl

teljesen kiilonb6zo jelolést hasznalnak (PH).

Az 1, 2, 3 kitiintetett szerepe a nyelvekben is megjelenik, gondoljunk csak az angol
sorszamnevekre. Az elsé hdrom sorszamnévnek kiilon neve van (first, second, third), mig
az ennél nagyobb sorszdmneveket a —th raggal képezziik. Az els6 hdrom szdmnak a szamos
nyelvben kitlintetett szerepe egymastdl elszigetelten kifejlodott kultrakban is megjelenik.
Eszerint a szamolasi pontossag felsé hataranak tapasztalata genetikailag kodolt, nem pedig

kulturalis termék.

Kisérletben vizsgaltak, hogy milyen gyorsan tudunk megszamolni pontokat. Harom pontig
a valaszadashoz sziikséges 1d6 lassan novekszik, majd harom f616tt a ndvekedés gyorsabba
vélik, és innentél linearisan ndvekszik.'* A reakciéidd annyival nd, amennyi id6 alatt a
lehetd leggyorsabban egyesével tudunk szamolni. Ahhoz tehat, hogy a haromnal nagyobb
halmazok szdmossagat pontosan megmondjuk, egyesével kell megszdmolnom a halmaz
elemeit. Az 1, 2, 3 szamokat azonban szamolas nélkiil, ranézésre meg tudjuk allapitani.
Raadasul a reakci6idd nem fiigg a pontok geometriai elhelyezkedésétdl, igy ténylegesen
szamossagot allapitunk meg, nem elrendezéshez tarsitunk szamokat (példaul szakaszos
elrendezéshez a kettdt, hiromszoghdz a harmat).'® Ennél nagyobb szamok esetén agyunk

gyorsan becsiil, lassan szamol.

13 Dehaene: A szamérzék. 92.
14 Dehaene: A szamérzék 92-93.

15 Dehaene: A szamérzék 94.
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A mar emlitett munduruku torzs nyelvében is lathato, hogy agyunk alapvetden a becslésre
van bedllitva, pontos szamokra csak kis szdmok esetén. Kiilon szavuk ugyanis csak négyig
van a szamokra. Az 6tot "egy kéz"-nek mondjak, a nagyobb szamokra csak nagysagrendi
elnevezéseik vannak (pl. két kéz, néhany, sok). Erezziik, hogy a néhany vagy a sok
szavakkal bizonyos mennyiség folott nem lehet pontos szdmossagokat meghatarozni.
Mivel a torzs tagjai nem hoztak létre a mienkhez hasonlé matematikat, erre nincs is
sziikségiik. Mégis, a kisérletek soran, melyekben bizonyos szamu objektumot kellett
Osszehasonlitaniuk (példaul melyik kupacban van tobb pont), alig kiilonboztek
eredményeik a francia kontrollcsoportétdl, akiknek a nagyobb szdmokra is pontos
kifejezéseik vannak. Ez a kiilonbség még a nagy szdmok terén sem volt jelentds. A
munduruku torzs tagjai tehat anélkiil becsiilnek jol szamossagot, hogy az adott szamu
pontot meg tudnak szamolni.® A szamolni tudds érdemben nem segiti a becslés

képessegét.

A magyar (vagy mdas eurdpai, példaul angol) nyelvben is megfigyelhetd a becslés
természetessége, gondoljunk csak a tucat (angolul dozen) szavunkra. Ez egyarant jelenthet
a 12 helyett 11-et vagy 14-et, nem pontos, csupan koriilbeliili, nagysagrendi értelemben

hasznaljuk.

3. Szimbolumok bevezetése

Bizonyos tevékenységek megjelenésekor azonban elkeriilhetetlen volt a pontosabb
szdmfogalom hasznédlata, a pontos szamolds. Az emberiség tehat kiilonbozd
szimbolumrendszereket hozott létre annak érdekében, hogy a szamolas pontosabba
valhasson. A matematikatanitdsnak az alapja, hogy a szimbolumok és a mennyiségek
Osszekapcsolhatok a gyerekek fejében. Ez azonban nem magatdl értetddd, hiszen mig a
mennyiségek érzékelése hozzatartozik agyunk természetes miitkodéséhez, a szimbolumok

hasznalata tanulasi folyamathoz kotott.

A kutatasok azt mutatjdk, hogy hamar meg lehet tanulni a szamok neveit, sot, az alapvetd
miiveleteket, szdmolasokat is gyorsan el lehet sajatitani. Ez azonban nem jelenti azt, hogy a
gyerek érti is a kapcsolatot a szam neve és az altala kifejezni kivant mennyiség kozott.
Ennek megtanuldsa hossza ideig tart, a folyamat soran sok hibaval. Ugyanez igaz a

miveletekre: hamarabb meg lehet tanulni az egyszeribb miiveletek elvégzésének

18 | aura Fontanari, Michel Gonzalez, Giorgio Vallortigara, Vittorio Girotto: Probabilistic cognition in
two indigenous Mayan groups.
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algoritmusat, ezeket az algoritmusokat alkalmazni, mint megérteni a lényegiiket. !’ A
szorzotabla megtanulasa masodik osztalyban ezért sokkal inkdbb memdriagyakorlat, mint
matematika. Ezt igazolja az is, hogy a szorzotabla mely részében vagyunk mindannyian
hajlamosak hibazni, és milyen tipusa hibakat kovetiink el leggyakrabban. '® Nagyon
gyakran egy szorzéasi feladatnal a hibds eredményt a megoldand6d szorzat egyik
tényezdjének a szorzasi sorabodl vessziik. Példaul a 6 x 9 szorzasra nem hibazunk ugy,
hogy 53-at vagy 55-6t mondunk (pedig ezek a szamok kozel vannak a helyes
eredményhez), de 48 vagy 63 gyakran elhangzik valaszként. Ez azt mutatja, hogy hibazas

esetén nem pontatlanul szamolunk, hanem rossz emléket hivunk eld.

Ennek oka, hogy agyunkban az emlékek asszociativ elrendezésben szervezddnek, aminek
szamos elonye van, példaul ezaltal tudunk bizonyos emlékeket toredékes informaciok
alapjan is eléhivni. A matematikai szamitasok terén azonban hatranyos, szamolas sordn
ugyanis nem kell kiilonféle ismereteknek kapcsolatba Iépnie egymassal: az lenne hatékony,
ha mint egy szamitogép, csak az alkalmazott miiveletet és annak eredményét hivnank eld
az emlékezetiinkbd].!® Hangstilyozzuk, hogy ez a hatrany csak a matematikai szamitdsok
terén igaz, problémamegoldds soran kifejezetten eldnyds, hogy kiilonbozé stratégikat

tudunk el6hivni egy feladat kapcsan.

A szimbo6lumos rendszer bevezetése elsdre az agyunkat mesterségesen mas gondolkodasra
kényszeritd 1épésnek tlinik, azonban MRI-vel végzett agyvizsgalatok soran kimutattak,
hogy a mennyiségek szimbolumos és nem szimbolumos 0sszehasonlitasanal is az agynak
koriilbeliil ugyanazok a haldzatai aktivizaldédnak. Matematikusok agymiikodését vizsgalva
latszik, hogy ugyanez a helyzet még az egészen absztrakt magas matematikaval is. Ez azt
mutatja, hogy az évezredek 6ta meglévé mennyiségi 0sszehasonlitas képességét az emberi
agy megtanulja 0Osszekotni szamjegyekkel, szamjegyek neveivel. 2° Ezt a sikeres
Osszekapcsolast szimbolumok segitségével érjik el. Ez nagymértékben az oktatés

eredménye, segitségével megtanulunk gyorsan asszocidlni a 3-mas szdmjegy, a harom,

17 Karen Wynn: Children’s acquisition of number words and the counting system. Cognitive Psychology,
24 (1992), 220-251.

18 Dehaene: A szamérzék. 170.

19 Dehaene: A szamérzék 169.

20 Stanislas Dehaene, Laurent Cohen: Towards an anatomical and functional model of number
processing. Mathematical Cognition, 1 (1995), 83-120.
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mint sz0, és a harom darabot jelentd mennyiség kozott. Ez a harmas kodolas: a verbalis

kodot 6sszekotjiik a vizualis koddal (a szimbdlummal), és a szdmossaggal.

Természetesen az agy sokkal bonyolultabb annal, hogy ilyen egyszerli mechanizmusokkal
leirjuk a miikodését. Szavak olvasasakor, egyszerii miiveletek elvégzésekor tiz-hlisz agyi
teriillet is aktivalodik, ezek mindegyike egy-egy elemi mikodésért felelds. 2
Pozitronemisszios tomografia (kis mennyiségii radioaktiv anyag segitségével az agy egyes
részeinek az anyagcseré¢jét mérik) vagy ujabban funkcionalis magneses rezonancids
képalkotassal azonban kimutathatdé néhany agyteriilet, amely a matematikai feladatok
elvégzése soran aktiv. Ezek egyértelmiien mutatjak a kétoldali prefrontalis és az alulsé fali
kérgi aktivitast példaul kivondsos feladatok soran. A bal féltekében ez az aktivitas erdsebb,
mint a jobb féltekében.?? A prefrontalis kérgi aktivitas kimutathaté egyéb, emlékezettel
kapcsolatos feladatokndl is, igy vélhetéen ennek a teriiletnek a matematikai feladatok

megolddsa soran is az emlékek elhivasa a feladata.?® Azt mar korabban lattuk, hogy az

egyes szamolasi feladatok elvégzése memoriagyakorlatnak szamit.

Az agyi aktivitdst mérd, emlitett eljardsoknak hatranya, hogy nem képesek
»pillanatfelvételt” rogziteni. Az lathatd, hogy a feladatok soran az agynak koriilbeliil
melyik teriiletei aktivalédnak, azonban a sorrend, az id6intervallum nem. Ennek mérésére
ujabban elektro- és magnetoencefalografiai modszereket fejlesztettek ki, melyek miikodése
azon alapul, hogy az agyi idegsejtek egymassal torténd kommunikécidja sordn az idegi
impulzusokat ad6é ionok elektromos toltéssel rendelkeznek. Az agy aramforrasként, az
idegsejtek aramtermelSként milkddnek, igy a futd elektromagneses hulldmok mérhetdk.?*
Ezzel a technikaval vizsgaltak agymiikddést szamok Osszehasonlitasa kozben.?® A szam
megjelenésekor a nyakszirti lebenyben talalhato, vizudlis azonositasért felelds teriiletek
aktivalodtak. Ekkor az agy még csak a szam alakjat ismeri fel, a jelentését, a hozza
kapcsolodd mennyiséget nem. Ez kicsivel késébb, az alulsé fali lebeny aktivalodaséaval
kezdddik. Ezutan kezdddhet meg a valaszadas, melyhez az izmok 6sszehtizodasa miatt kis
tobbletidére van sziikség. Az egész folyamat koriilbeliil 4 tizedmasodperc alatt megy

végbe, a kisérleti személyek atlagosan ennyi id6 elteltével véalaszoltak.

21 Dehaene: A szamérzék. 281.
22 Dehaene: A szamérzék. 279.
23 Dehaene: A szamérzék. 282.
24 Dehaene: A szamérzék. 287.

BDehaene: A szamérzék. 289.
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A dolgozatnak nem célja bemutatni a szdmolds kozbeni agymiikodést, a két példaval csak
azt szerettem volna érzékeltetni, hogy a technika fejlédésével az egyes tevékenységért
felelds agyi terliletek egyre pontosabban meghatarozhatok. Azonban az agymiikddés
bonyolultsdga miatt ezeknek a méréseknek megvannak a maguk korlatai. Ezeket az 1j
eredményeket érdemes beépiteni a matematikatanitdis modszertandba, hiszen az agy
mikodésének megismerésével, ahhoz igazitva hatékonyabb eszkdzrendszert hozhatunk

létre.

Lattuk tehat, hogy a szimb6lumos és nem szimbdolumos szamolas esetén is az agynak
hasonl6 halozatai aktivalédtak, igy a két kiilonbozo tudas Osszekapcsolasa az agyban
sikeres. Felmeriil a kérdés, hogy ez a kapocs megvan-e a mennyiségek becslése és a
szimbolumokkal vald preciz szdmolas kozott is, vagy ez két teljesen eltérd tudas. Egy
kisérletben nagycsoportos 6vodasoknak adtak fel szdmukra til nehéz feladatot, melyben
nagy szamokkal kellett dolgozniuk (példaul Osszehasonlitani a 21+30-at a 34-gyel, a
szamukra is érthetd nyelvezettel). Az eredményeik messze jobbak voltak a véletlenszerii
valaszadasnal, pedig 6vodasok egészen biztosan nem tudtak 0sszeadni ekkora szamokat.
Ezek a meglepdnek tiind eredmények a becslési képességeiknek koszonhetdk. Hidba nem
tudjak még o6vodas korban elvégezni ezeket a bonyolult miveleteket, a szdmok
nagysagrendjét ¢érzékelik, még ugy is, hogy nem egy-egy kupacban vannak az
Osszehasonlitandd mennyiségek, hanem az egyikhez el kell végezni egy ,,0sszeadast”.
Késobb megismételtek vizsgalatokat a kisérletben résztvevokkel, melyek sordn kidertilt,
hogy akik az ovodaskorban elvégzett kisérletben jobban oldottak meg a feladatokat,
késébb az iskoldban is jobban teljesitettek matematikdbol.?® Eszerint tehat kimutathat6
kapcsolat van agyunknak a természetes, a szamok becslésére vonatkozo képessége,

valamint a késdbbi preciz szdmolés képessége kozott.

Egy masik kisérletben 6 honaposok kozotti egyéni kiilonbségeket figyeltek meg, és ezek a
teljesitménybeli kiillonbségek a kisérletben résztvevoket tovabb kovetve évekkel késobb is

megfigyelhetok voltak. 2’ Ezek szerint a becslési képességeink nagymértékben

26 Camilla K. Gilmore, Shannon E. McCarthy, Elizabeth S. Spelke: Non-symbolic arithmetic abilities and
mathematics achievement in the first year of formal schooling. Cognition, 115 (2010), 3. sz. 394-406.

27 Ariel Starr, Melissa E. Libertus, Elizabeth E. Brannon: Number sense in infancy predicts mathematical
abilities in childhood. Proceedings of the National Academy of Sciences of the United States of
America, 110 (2013), 45. sz. 18116-18120.
https://www.pnas.org/content/110/45/18116 (utolsé letoltés: 2019.04.06.)
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meghatdrozzak a késobbi matematikai teljesitményiinket is, Osszefliggés van a két

kilonboz6 tudas kozott.

Tehat a matematikai benyomasaink szimbolumokkal vald 0sszekdtése alapvetden sikeres
tud lenni az agyban, nem jelent szamottevOen kiilonbozo jellegh tudast. Erre utal, hogy a
két féle feladat sordn agyunknak hasonlo részei dolgoznak, valamint az is, hogy akik a nem
szimbolumos matematikdban jonak bizonyulnak, késébb a szimbolumokkal leirt

matematikaban is jobb eredményeket érnek el.

A szimbolumos ¢és nem szimbolumos matematika hasonldsagat mutatja az is, hogy
szimbdolumokkal torténd 0Osszehasonlitasnal (melyik szdm a nagyobb) is érvényesiil a
tavolsaghatds, 2 azaz egymashoz kozelebb esé szamoknal nagyobb eséllyel hibazunk.
Ebbdl arra lehet kovetkeztetni, hogy agyunk ténylegesen nem szimbolumokkal, hanem
mennyiségi koncepciokkal dolgozik.

A biztatd hir az, hogy a nem szimbdlumos matematikai feladatok gyakorlasa fejleszti a
késébbi, szimbdlumos matematikai képességeket is.?° Van tehat értelme gyermekkorban a
becslést gyakorolni, példaul olyan egyszerii feladatokkal, hogy melyik doboz tartalmaz

tobb targyat. Ennek a kutatdsok szerint késdbb pozitiv hatdsa lesz a szimbolumos

matematikai készségek terén is.

4. Tantervi 1igények

A matematikatanitasban eszerint kulcslépés, hogy a tanuld a sajat, belsé fogalmait, melyek
az evolucioval 6roklédnek, megtanulja 0sszekdtni a matematika absztrakt fogalmaival,
amiket a matematikaoktatds soran sajatitunk el. Ez az igény megjelenik a 2018. évi NAT-

tervezetben is3:

28 Stanislas Dehaene:The Cognitive Foundations of Learning Mathematics. Eléadas: Cognitive
Foundations of Learning in School-Aged Children, Collége de France, 2015.03.03.
https://www.college-de-france.fr/site/en-stanislas-dehaene/course-2015-03-03-09h30.htm (utolso
letoltés: 2019.04.07.) 12:20

29 Joonkoo Park, Elizabeth M. Brannon: Training the approximate number system improves math
proficiency. Psychological Science, 24 (2013), 10. sz. 2013-2019.
https://www.ncbi.nlm.nih.gov/pmc/articles/PMC3797151/ (utolsé letdltés: 2019.04.07.)

30 A Nemzeti alaptanterv tervezete. 2018.08.31.

https://www.oktatas2030.hu/wp-content/uploads/2018/08/a-nemzeti-alaptanterv-

tervezete 2018.08.31.pdf (utolso letéltés: 2019.04.07.)
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,,A matematika tanulasa-tanitisa soran kiemelten fontos feladat a fogalmi gondolkodas, az
elvonatkoztatas [...] képességének fejlesztése, valamint az erre épiilo tudds és kompetencia

’

megszerzésenek tamogatasa a kognitiv fejlodes életkori sajatossagainak megfeleloen.’

A belsé szamfogalmunktdl pedig a matematikatanulds soran el kell jutni a szamok,

fogalmak megértéséig, hiszen a NAT-tervezet szerint is

A matematikai ismeretek magukban foglaljak a szamok, a mértékek, a strukturak, az
alapmiiveletek és az alapveté matematikai fogalmak, jelolések és oOsszefiiggések

készségszinten alkalmazhato tudasat.”

Fontos, hogy a szimbolumos ¢és nem szimbolumos rendszer Osszekapcsoldsa abban az
esetben lehet csak sikeres, ha a gyerekek mar meglévd tapasztalataib6l indulunk ki.
Teljesen természetes, hogy also tagozatban a didkok az ujjukon szamolnak. Ez fontos 1épés
példaul a tizes alap elsajatitisaban, és az absztrakt szdmfogalomhoz val6 eljutdsban. A
matematikai tudast konkrét helyzetekre, nem pedig elvont fogalmakra épitve szamos
nehézség lekiizdhet6. A miveletek intuitiv megértésébdl el lehet jutni az absztrakt

jelentésig, forditva a folyamat sokkal nehezebb.%!

A szamolni tudas tehat alapvetden nem természetes, az evolucioval 6roklott képesség,
legalabbis nem abban a formaban, ahogy azt a matematikaban értjiik. Az iskolai oktatasban
mégis messze feliil van reprezentalva a szamolasi készség fejlesztése (ami, mint lattuk,
sokkal inkabb tekinthetd memoriagyakorlatnak), algoritmusok megtanulasa a kiilonb6z6

feladatok megoldasara.

A 2018. évi NAT-tervezet azonban a matematika tanulasanak legfontosabb céljai kdzott
emliti, hogy ,,4 tanuldk fejlesszék problémamegoldo és dontési képességiiket”, valamint
mar a Matematika cimii fejezet bevezetésénél szé esik a ,,mindennapi problémak”
megoldasarol. A problémamegoldas, a problémamegoldé tanulas, tanitds Magyarorszagon
kiilondsen nagy hagyomanyokra tekint vissza, és napjainkban is sok kutatd foglalkozik a

témaval.
A jelenleg hatalyban levd NAT a kdvetkezOképpen ir a matematikatanitas céljairol:

A tanulok matematikai fejlodése és a tanulasi folyamat soran alapveto, hogy ki tudjak

valasztani és alkalmazni tudjak a természeti és tarsadalmi jelenségekhez illeszkedo

31 Dehaene: A szamérzék. 187.

16



modelleket, gondolkoddasmodokat (analogias, heurisztikus, becslésen alapulo, matematikai
logikai, axiomatikus, valosziniiségi, konstruktiv, kreativ stb.), modszereket (aritmetikai,
algebrai, geometriai, fliggvénytani, statisztikai stb.) és leirasokat. Ugyanakkor fontos a
modellek érvényességi korének és gyakorlati alkalmazhatosaganak eldontését segito
készségek kialakitasa, valamint az ezeket megalapozo képességek fejlesztése. Egyarant
lenyeges a reproduktiv és a problemamegoldo, alkoto gondolkodasmod megismerése,
elsajatitasa, mikézben nem szorulhatnak hattérbe az alapveto tevékenységek (pl. mérés,
alapszerkesztések), miiveletek (pl. aritmetikai, algebrai, transzformdciok) automatizalt

)

végzeése sem.’

Az Eurépai Unié Tanacsa 2018-ban elkészitett egy ajanlast, melyben megfogalmazza a

t.32

tanulds soran elsajatitandd kulcskompetenciakat.®” Ebben a matematikai kompetencianal a

kovetkez6 mondat szerepel:

,,A matematikai kompetencia a matematikai gondolkodds és megkozelités fejlesztésének és
alkalmazasanak képessége a mindennapok kiilonbozé problémadinak megoldasa

érdekében.”

Ugyanakkor mindennapi problémék modellezése nem konnyt feladat, rdadasul az azokhoz
sziikséges tudast is el kell sajatitani. Ezért célszerti problémakat felvetni, a didkokat
problémamegoldasra 0sztondzni. A problémamegoldas soran a didk nem csupan
algoritmikus eszkozokkel old meg egy bizonyos feladatot (ebben a probléma tilmutat a
hagyomanyos feladatokon), ugyanakkor konnyebb a didk szintjéhez és a kapcsolodo
matematikai fogalmakhoz igazitani egy problémat, mint egy modellezési feladatot. A
problémanak nagy elonye az 1s, hogy a megoldas sordn késébb mas feladatokra is

alkalmazhatd matematikai tudasra lehet szert tenni.

Felmeriil a kérdés, hogy tanterv szerint kiilon érdemes-e foglalkozni a
problémamegoldassal, vagy azt szervesen integralni kell a tananyagba. Kutatasok azt
mutatjak, hogy a problémamegolddson keresztiil tanulds mély, atfogd matematikai tudast

eredményez, annak eredményeként a matematika egyes 4gai nem kiiloniilnek el a

32 A Tanacs Ajanlasa (2018. majus 22.) az egész €leten 4t tartd tanulashoz sziikséges
kulcskompetenciakrol. Az Eurdpai Unié Hivatalos Lapja, 2018.06.04. C 189/1.
https://eur-lex.europa.eu/legal-content/HU/TXT/PDF/?uri=CEL EX:32018H0604(01)&from=EN
(utolso letoltés: 2019.04.07.)
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fejiinkben olyan élesen egymastol.®® Didkoknal gyakran lehet talalkozni azzal, hogy az
egyes modszereket bizonyos témakorhoz kotik, azokat nehezen alkalmazzak mas tipust
feladatoknal. A sémak elkiiloniilt rekeszekben tarolddnak, amik kozott az atjaras csekély.

Ennek a feloldasaban segithet a problémakon keresztiil torténd tanulas.

Kiilon problémamegoldast tanulni kevésbé hatékony, mert a vizsgalatok alapjan a
kiilonb6zé modszerek, heurisztikdk megtanulasanak kis szerepe van a matematika atfogod
megértésében, a széles korii matematikai tuddsnak a kialakitasaban. A problémamegoldas

tehat nem egy elkiilonitendd téma, hanem szerves része a matematikai tanulasnak.

5. Matematikai problémak

A matematikai probléma Lester és Cai szerint egy olyan feladat, amit a didknak meg kell
vélaszolnia, de a megvalaszolashoz nincsen egy kész, elérhetd stratégiaja.>* Tehat nem egy
algoritmust alkalmazva, sem kiilonboz6 kész algoritmusok koziil valasztva oldja meg a
diak a feladatot, hanem egyedi stratégiat vagy stratégiakat dolgoz ki az egyes problémak

megvalaszolasahoz.

Sokak szerint a matematikai probléméak olyan sokrétliek, hogy nem lehet kategorizalni,
hogy milyen egy jo probléma. Cai és Lester felallitott egy kritériumrendszert, mely szerint

a j6 probléma kritériumai a kovetkezok:

1. Fontos, hasznos matematikat tartalmaz.

2. A tanulok tobb iranybdl, kiilonbozd stratégidkkal tudjak megkozeliteni.
3. Tobb féle megoldasa van.

4. Megbeszélésre, értekezésre 0sztonzi a didkokat.

5. Magasabb rendli gondolkodast és problémamegoldast igényel.

6. Hozzajarul a matematikai gondolkodas, felfogas fejlodéséhez.

7. Kapcsolatban all mas, fontos matematikai 6tletekkel.

8. Hozzajarul a matematika gyakorlott alkalmazasahoz.

3 Frank K. Lester, Jinfa Cai: Can Mathematical Problem Solving Be Taught? Preliminary Answers from
30 Years of Research. In. Posing and Solving Mathematical Problems. Szerk. Patricio Felmer, Erkki
Pehkonen, Jeremy Kilpatrick. 2016. 117-136. 120.

34 Lester, Cai: Can mathematical problem solving be taught? 122.
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9. Lehetdséget teremt fontos készségek alkalmazasara.

10. A tandrnak jelzést ad arrdl, hogy mit tanultak meg ténylegesen a didkok, hol iitkoznek

nehézségekbe.

A jo problémak egyszeriibb értékelését adta Silver 1994-ben, aki a felvetett problémak
kreativitasat probalta megragadni.®® Ezt harom fé szempont szerint tette, ami meghatarozta
a késobbi a témaban folyod vizsgalatokat is. Az elsé a felvetett problémak szama, és
folytonossaguk. Masodik a problémak rugalmassaga, ami annak vizsgalata, hogy a
problémak héany kiilonb6z6 kategoéridba sorolhaték be, milyen témakdrokkel vannak
kapcsolodési pontjaik. Harmadik szempontja a felvetett problémék eredetisége, annak

vizsgélata, hogy mennyire kiilonboztek korabbi, ismert problémaktol.

Magér6l a problémamegoldas menetérél mar szamos munka, elmélet sziiletett. Ezek koziil
az egyik leghiresebb Polya Gyorgy 1957-es modellje, mely szerint a problémamegoldas
folyamata négy 1épésre tagolhatd. Ezek

1. a feladat megértése,

2. a problémamegoldasi terv elkészitése,
3. aterv végrehajtasa, és

4. a megoldas vizsgalata.

A modellt tobbek kozott Lénard Ferenc illette kritikaval 1984-ben, az ¢ kisérletei szerint
ugyanis az elgondolas és a végrehajtas fazisa nem valik kiilon egymastol, mint ahogy az
ellendrzés sem egy kiilon 1épés, hanem végigkiséri a megoldas folyamatat. Szerinte a
problémamegoldasnak sokkal bonyolultabb menete van, igy 6 egy hét Iépéses tagolast
adott, amiben olyan pontok is megtalalhatok, mint az érzelmi elemek, vagy az

Gijrakezdés.®

Ezen dolgozat nem szeretné a problémamegoldas folyamatanak a meglévd modelljeit
felsorolni, ezek Osszevetése kiilon ezzel a témaval foglalkozd munkét igényelne. Az

mindenesetre leszogezhetd, hogy atfogd szakirodalom szol errdl a témarol. Sokkal kevésbé

3 Edward A. Silver: On mathematical problem posing. For the Learning of Mathematics, 14(1994) 1. sz.
19-28.

% Juhdszné Klér Andrea: Problémamegoldé folyamatok. 2011.
https://www.tankonyvtar.hu/hu/tartalom/tamop412A/2010-
0019 _Problemamegoldo_folyamatok/ch02.html (utolsé letoltés: 2019.04.07.)

19


https://www.tankonyvtar.hu/hu/tartalom/tamop412A/2010-0019_Problemamegoldo_folyamatok/ch02.html
https://www.tankonyvtar.hu/hu/tartalom/tamop412A/2010-0019_Problemamegoldo_folyamatok/ch02.html

érintett kérdés azonban, hogy miként lehet jo problémat késziteni, hogyan kell azokat jol
feltenni a didkoknak, illetve a didkok hogyan tudnak maguknak jo kérdéseket feltenni egy

probléma megoldasa kdzben, ami segiti a helyes stratégia megtalalasat.

Ugyanis a didkok problémafelvetd képessége is nagyban segiti mind az atfogd megértést,
mind a matematikai nyelv hasznalatanak képességét, valamint az érdeklddést is segithet
felkelteni a matematikai problémdk irant.>” A problémafelvetés és a problémamegoldas
egymast erésiti, s6t, a problémamegoldas fontos része, hogy azt felteszem magamnak,

illetve megfogalmazom, hogy mi a lekiizdendd akadaly.

Ezért tanitani kell a didkokat arra, hogyan kell egy problémat felvetni, hogyan kell
megfogalmazni azt, hogy mi is jelenti benne a nehézséget. A helyes megfogalmazéas mar

egy 1épés a megoldas felé.

Problémak készitésében, problémafelvetésben is sokat segithet az, hogy a ,szakértd"
problémakészitok hogyan gyartanak uj feladatokat. Igor Kontorovich és Boris Koichu
elemezték, hogy egy szakértd problémakészitd mi alapjan strukturalja a problémakat,
milyen moédszereket alkalmaz tjak készitésére.® Egy szakértének természetesen rengeteg
problémat kell ismernie, melyek a fejében rendszert alkotnak. Egy hires
problémafelvetdvel végzett interjuk soran kideriilt, hogy a szakértd harom rendezési

szabaly alapjan csoportositja a problémakat:
1. a probléma mélyebb strukturai alapjan;
2. a felszines, kiilsé hasonlosaguk alapjan; valamint

3. a gazdag matematikai fogalmak alapjan, melyek mélyen Osszekothetik a problémakat

(bar ennek megtalalasa a problémamegoldas soran nem sziikségszerti).

A szakértd a problémakbol osztalyokat alkot, méghozza nem a felszini hasonlosag alapjan,
hanem aszerint, hogy milyen, a megoldashoz vezetd kozos otlet sziikséges a problémak
megkozelitéséhez. Ezekbdl a kozds oOtletekbdl sziilethetnek 0j problémak. A szakértd

elmondta, hogy altalaban valaszt egy ilyen Otletet, ami korabbi problémaknal mar

37 Jinfa Cai, Chunlian Jiang,Stephen Hwang, Bikai Nie, Dianshun Hu: How do textbooks incorporate
mathematical problem posing? An international comparative study. In. Posing and Solving
Mathematical Problems. Szerk. Patricio Felmer, Erkki Pehkonen, Jeremy Kilpatrick. 2016. 3-22. 4.

38 |gor Kontorovich, Boris Koichu: A case study of an expert problem poser for mathematics

competitions. International Journal of Science and Mathematics Education, 14 (2016) 1. sz. 81-99.
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miikddott, majd megvizsgalja a hasonld problémadkat tartalmazd osztalyt, igy probal az
eredeti Otlet apro modositasaival ) problémaékat generalni.

Andreas Poulos egy cikkében strukturaltan leirja egy szakértd problémafelvetd (Igor

Sharygin) modszereit j problémak kidolgozasara:®

1. Ujraformazas: egy ismert matematikai problémat Gj kontosbe helyez (példaul
geometriai feladatot atiiltet az algebra nyelvére, amely igy érdekes, elegans
problémava valik).

2. Lanc: ezt els6sorban akkor alkalmazza, amikor a probléma megoldasa bonyolult,
sok 1épést kivan. Ekkor célszeri az egyes részfolyamatokat kisebb lépésekre
szétszedni, ami aztan elvezet a kivant probléma megoldasahoz.

3. Specidlis eset vizsgalata: alapvetd tételek specidlis eseteinek vizsgalata érdekes
problémadkat eredményezhet.

4. Altalanositas: az el6z6 eset forditottja, minden szinten a matematika egyik alapvetd
eszkoze.

5. Adatok valtoztatdsa: adott problémak kis adatainak megvéltoztatdsa egészen mas
problémat, mas nehézséget eredményezhet.

6. Felfedezés: problémak Iényegének a feltdrdsa, mas szemszogbdl valo

megismerésiik 0j probléméakhoz vezethet.

A problémamegoldds mind magyar, mind nemzetkdzi szinten kevéssé jelenik meg a
tantervekben, valamint a tankonyvek is inkabb klasszikus feladatokat tartalmaznak, mint

problémakat. *°

Persze ezek egy részét at lehet alakitani problémava, de a tanaroknak
mindenképpen segitség lenne, ha tudndnak mihez nyulni, amikor problémat szeretnének

felvetni a didakok szamara.

Poulos a mar emlitett cikkében vizsgalja, mi a tanarok célja problémak felvetésével.*! A

c¢lokat négy, egymassal is kapcsolatban levo kategoridba sorolja:

1. A didkok szamara mély matematikai tudast nyujtani;

2. A diakok matematika iranti pozitiv hozzaallasat erésitent;

39 Andreas Poulos: A research on the creation of problems for mathematical competitions. The teaching
of mathematics, 20 (2017) 1. sz. 26-36. 27.
http://elib.mi.sanu.ac.rs/files/journals/tm/38/tmn38p26-36.pdf (utolsd letsltés: 2019.04.07.)

40 Lester, Cai: Can mathematical problem solving be taught? 119.

41 Andreas Poulos: A research on the creation of problems for mathematical competitions. 29.
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3. Uj szellemi kihivas elé allitani a tanuldkat;

4. Meglepetést okozni a problémat megoldok szamara.

Ha mar felvetettiink egy problémat, tanarként nem mindegy a talaldson tul az sem, hogyan
vezetjiik a problémamegoldas menetét. Amerikai tanarokat vizsgald kutatasok példaul azt
mutatjak, hogy a legtdbb tanar megmutatja a problémak megoldasat didkjainak.*? Ez
idonként a didkok részérdl is elvaras, ugyanis sok esetben a biztonsag érzése jelenti nekik a
matematikai szépséget, > marpedig biztonsagot jelent, ha a tanar megmutat egy
algoritmust, amivel egy feladatot meg kell oldani. Ezzel azonban elvessziik a diakoktol azt
az ¢élményt, hogy a megoldasra maguk jojjenek ra, valamint a megoldasra is kevésbé
fognak emlékezni, ha elétte nem gondolkodtak rajta, esetleg futottak bele néhany

zsakutcaba.

John Mason szerint a legnehezebb kérdés a tanarok szdmara a didkok problémamegoldésa
soran az, hogy mikor Iépjenek kozbe, és milyen modon tegyék azt. Reakciokat
onkénteleniil is kifejeziink, azonban a valaszadés, a bizonyos iranyba terelés idOpontjat

gondosan kell megvalasztani.*

Lathatjuk, hogy bar a problémamegoldds terén nagyszdmt szakirodalom 4ll
rendelkezésiinkre, a problémafelvetés és a problémamegoldas tanari szerepének (példaul a
feladat levezénylése) témakorében egyeldre inkabb kérdéseink vannak. Egyre tobb cikk
sziiletik azokrdl a témakrol, hogy a didkok hogyan segithetnek sajat megoldasaikban a
probléma helyes feltevésével, valamint hogy milyen el6nyei vannak, ha a didk maga is

gyart problémakat.

Marpedig ahhoz, hogy az alaptantervben leirtak alapjan a didkok képesek legyenek
matematikai problémak megoldasara, elengedhetetlen, hogy a tanarok fel tudjanak vetni

szamukra relevans problémakat. Ilana Lavy és Athara Shriki kutatdsai*® azt mutatjdk, hogy

42 ester, Cai: Can mathematical problem solving be taught? 122.

43 Ofer Marmur, Boris Koichu: Surprise and the Aesthetic Experience of University Students: A Design
Experiment. Journal of Humanistic Mathematics, 6 (2016) 1. sz. 127-151. 132.

4 John Mason: When is a problem...? "When" is actually the problem! In. Posing and Solving
Mathematical Problems. Szerk. Patricio Felmer, Erkki Pehkonen, Jeremy Kilpatrick. 2016. 263—286.
263.

4 Ilana Lavy, Atara Shriki: Problem posing as a means for develpoing mathematical knowledge of

prospective teachers. Proceedings of the 31st annual conference of the International Group for the
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a leendd tanarok nem teljesitenek jol problémafelvetésben, inkdbb hagyomanyos
feladatokat tlznek ki a didkjaiknak. Ezért az egyetemi tanulmanyok soran érdemes
foglalkozni a problémakészitéssel, melyben kiilondsen segithet az egyetemi ¢&s

kozépiskolai tananyag kapcsolatainak feltarasa.

A dolgozat masodik felében egy példat szeretnék mutatni arra, hogy egy adott 6tlet alapjan
hogyan tudunk problémaékat késziteni. A feladatok készitéséhez egyetemi tananyagot
hasznalok majd fel, a feladatok és a megoldasok azonban lefordithatok kozépiskolas

nyelvre is, igy a problémak egy része kitlizheté didkoknak is.

Psychology of Mathematics Education (Eds: Woo, J.; Lew, H.; Park, K.; Seo, D.) 2007. 129-136.
http://www.emis.de/proceedings/PME31/3/129.pdf (utolso letdltés: 2019.04.07.)
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II. rész

Problémakeészités algebrai eszkozokkel

A dolgozat ezen részében egy lehetdséget kivanok mutatni arra, hogyan lehet kdzépiskolai
problémakat késziteni, illetve kozépiskolai feladattipusokat altalanosan is leirni algebrai
eszkozokkel. Ehhez segitségiil hivok olyan problémakat, melyekkel egyetemi
tanulmanyaim alatt talalkoztam, ezen kiviil sajat problémakat is bemutatok, melyek egy

részét az Erdekességek az algebrabol cimii kurzusra készitettem beadando feladatként.

A problémak elkészitéséhez linedris algebrai eszkozoket hasznalok, azon belill az
invarians-tulajdonsadgot hasznalom ki. A szélesebb korben ismert sakktablas feladatok

mintajara bemutatom a haromszog €s a négyszdg invarians jatékait.

A sakktdblan, invarians tulajdonsagot kihaszndlo feladatot mutatnak be Kovacs Veronika,
Palotay Dorka és Pozsonyi Enikd, Egy kozépiskolai feladat algebrai megoldasai cimi

munkajukban.® A feladat igy szol:

1. Feladat: sor-és oszloptiindérek

Jancsi kapott egy gyonyorii szép sakktablat kardcsonyra. Am éjszaka a gonosz boszorkdny
megvaltoztatta a szinezését: néhany fekete mezot fehérre szinezett, egyes fehéreket pedig
feketévé valtoztatott. Mikor ezt Jancsi megldtta, nagyon elszomorodott, de szerencsére 16
jotiindér a segitségere sietett. A sakktabla minden sordhoz és minden oszlopahoz tartozik
egy jotinder, aki azzal a kiilonleges képességgel bir, hogy a sajat soraban vagy
oszlopaban a szinezést az ellentettjére tudja valtoztatni. Tehdt egy lépésben az adott
sorban vagy oszlopban minden feketét fehérre, és minden fehéret feketére szinez at.

Vissza tudjak-e allitani a jotiindérek az eredeti sakktabla-szinezést?”

A feladatnak az elénye mas vektorteres feladatokhoz képest, hogy konnyen lefordithato
kozépiskolas nyelvre, a sakktabla szinezése természetesen adodik (ellentétben példaul a

paros-varossal, ahol a szinezés termeészetességéhez képest az egyesiileti taglétszdmok

46 Kovdcs Veronika, Palotay Dorka, Pozsonyi Eniké: Egy kozépiskolai feladat algebrai megoldasa.

http://web.cs.elte.hu/~csaba/bboard/20120/alg3/alg3sort.pdf (utolso letdltés: 2019.04.07.)
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paritdsdra vonatkozé kikotés némileg mesterkélten hat). A megoldas bizonyos részeire
kozépiskolas modszerekkel is rd lehet jonni, de a teljes vizsgalathoz lineéris algebrai

eszk6zok sziikségesek.

Az algebraba atiiltetéshez minden szinezésnek megfeleltetiink egy 8 x 8 -as matrixot,
melynek a;; eleme a sakktabla i-edik sor j-edik mezdjének felel meg. Ha ez a négyzet

fekete, akkor a;; = 1, ha pedig fehér, akkor a;; = 0. Az eredeti szinezésnek megfeleld

matrix az
101 01 0 1 0
01 01 0 1 01
1 01 01 0 1 0
A= 01 01 0 1 01
1 01 01 0 1 O
01 01 0 1 01
1 01 01 0 1 0
01 01 0 1 01

Egy sortiindér azt éri el, hogy az adott sorban az 6sszes értéket megvaltoztatja, azaz a 0-bol
1, az 1-bdl 0 lesz. Ez megfeleltethetd a Z, feletti 1 hozzdadasanak a sor minden eleméhez.

fgy példaul a harmadik sortiindérhez tartozé matrix az

OO O OO R OO
SO O OO Rr OO
SO O OO Rr OO
SO OO O R OO
SO O OO Rr OO
OO O OO Rr OO
SO OO O R OO
S OO OO Rr OO

A kérdés tehit az, hogy egy tetszéleges CeM®*® (Z,) matrixbol az 0, (k = 0,1, ...,8)
oszloptiindérek és az §,, (n =0, 1, ..., 8) sortiindérek felhasznalasaval eljuthatunk-e az A

matrixhoz. Ez lefordithat6 arra a kérdésre, hogy A eldall-e

C+Zlk0k +Z,Llnsn
k n

alakban, ahol 4, és u,, értéke 0 vagy 1 lehet.

A dolgozat szerzdi belatjak, hogy pontosan azok a szinezések kaphatok meg, amelyekhez

letezik A; és p; € Z,, hogy

C= Y 40 +X5 1S
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A tizenhat tiindérmatrix koziil raadasul csak 15 fliggetlen Z, f6l6tt (ez viszont barmely 15
tiindérmatrixra igaz), igy példaul az elsdé oszloptiindér elhagyhat6 az 6sszegbdl. Eszerint

215 darab olyan szinezés van, amelyet a tiindérek meg tudnak javitani.

A tovabbiakban invaridns-jatékokat szeretnénk leirni, ezért ennek a feladatnak is nézziik
meg egy invarianst hasznaldé megoldasat. Ez azt jelenti, hogy talalnom kell ,,valamit”, ami
a teljes jaték folyaman valtozatlan, a kiindulasi helyzetben megvan, az elérend6 helyzetben
nincs meg. Igy mivel a jaték soran ez az invarians véltozatlan, nem juthatok el a kiindulasi

helyzetbdl a véghelyzetbe.

Egy invariansra példa, ha a kiinduld helyzet, és az 6sszes segédvektorunk (azaz a sakktabla
javitasa sordn haszndlt vektorok) merdleges egy rogzitett vektorra. Ekkor ugyanis a
végeredményként kapott vektornak is merdlegesnek kell lennie ra. Invarians vektoroknak
nevezhetjiik azt is, amikor csupan a segédvektorokra merdleges egy rogzitett vektor, mert

ekkor a kezdeti és az elérendd allasnak ezzel a vektorral vett skalarszorzata megegyezik.

Bebizonyithato, hogy az invariansok leirhatok merdleges vektorokkal (illetve azokkal vett
skalarszorzattal), ezért mostantdl ha invaridnsrol beszéliink, akkor mindig merdleges
vektorokat fogunk keresni. Egy invarians lehet egy mer6leges vektorral vett skalarszorzat,
de eléfordulhat, hogy egyszerre tobb vektorral vett skaldrszorzat (a merdleges vektorok
halmazéanak barmely részhalmaza invarianst ad). Igazolhato, hogy az invariansokat alkoto
vektorok alteret alkotnak, hiszen ha a veliik vett skalarszorzat nulla, akkor ezek 6sszegével
és linearis kombinacioival vett skalarszorzat is nulla. Igy egy invarians altér leirhato egy
bazisaval. Hiszen ha egy vektor merdleges az Osszes bazisvektorra, akkor az a
skalarszorzat tulajdonsagai miatt merdleges ezek linearis kombinacioira, igy az altaluk

generalt vektortér dsszes vektorara is.

Nézziik meg, hogy sor-és oszloptiindérek esetében hogyan nézhet ki ez az invaridns altér.
Lathat6é, hogy barhol jelolok ki egy 2 x 2 -es négyzetet, azt barmelyik sor-vagy
oszlopvektor vagy nem, vagy pontosan két mezében metszi. Emiatt nulla vagy két
négyzetet valtoztat meg benne, ami azt jelenti, hogy példaul a fekete négyzetek paritidsa
nem valtozik. A helyzeti matrix skalarszorzata a 2 x 2-es négyzetben 1év0 csupa egyes
matrixszal valtozatlan, hiszen a feladat sordn Z, felett szdmolok (csak a fekete négyzetek
szamanak paritasara vagyok kivéancsi). Az el6z6 megfogalmazasban azt mondhatjuk, hogy

ha egyest irok minden kisnégyzet helyére egy sorban és egy 2 x 2-es négyzetben, akkor
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ezeket akdrhogyan veszem fel, a skalarszorzatuk nulla lesz. Igy barmely 2 x 2 -es

négyzetben a koordinatak 0sszege nem valtozik.

A 2 x 2-es négyzetek kivalasztasa elsére Onkényesnek tlinhet, hiszen példaul a 4 x 4-es,
csupa egyesbdl alld négyzet is merdleges barmely sor-és oszloptiindérhez tartozo vektorra.
Ahhoz, hogy megragadjam az Osszes invarians vektort, mégis célszerli ezeket valasztani.
Az invarians altérrél ugyanis tudjuk, hogy egy 49 dimenzids altér, mert a sakktabla 64
dimenzios, és lattuk, hogy 21° darab szinezés volt megjavithato, amely szinezések egy 15
dimenzids alteret alkotnak. Az invarians altér dimenzidja tehat 64 — 15 = 49. gy 2*°
darab invarians vektor 1étezik. Nincs tehat esélyiink leirni az 6sszes invarians vektort, mert
ez tal sok, ezért redukalni szeretném azon vektorok szdmat, melyekkel leirom az invarians
alteret. Ezt ugy tehetem meg, hogy megkeresem egy bazisat. Esetiinkben a 2 x 2-es
négyzetek pont jo lesz bazisnak, mivel egy ilyen 2 x 2 -es négyzetet egyértelmiien
meghataroz példaul a bal fels6 sarka, ezért ezekbdl a négyzetekbdl pontosan 49 darab van,
és konnyl latni, hogy egymastol fiiggetlenek. Igy a 2 x 2 -es bazisok linedris

kombindciojaként az §sszes invaridns vektor eldall.

Ezt a megoldast alkalmazva el lehet késziteni egy masik feladatot, ami ugyanezen a

gondolaton alapul, és a mar emlitett dolgozatban szintén vizsgaltak.

2. Feladat: 2 x 2-es tindérek

. Pisti kapott egy szép sakktablat kardcsonyra. Am éjszaka a gonosz boszorkdny
megvaltoztatta a szinezését: néhany fekete mezot fehérre szinezett, egyes fehéreket pedig
feketévé valtoztatott. Mikor ezt Pisti meglatta, nagyon elszomorodott, de szerencsére
jotiindeérek siettek a segitségére. Barmely 2%x2- es négyzethez tartozik egy jotiindeér, aki
azzal a kiilonleges képességgel bir, hogy abban a szinezést az ellentettjére tudja
valtoztatni. Tehat egy lépésben az adott 2 x 2-es négyzetben minden feketét fehérre, és
minden fehéret feketére szinez at. Vissza tudjak-e dllitani a jotiindérek az eredeti

sakktablaszinezést?”

Az eldzbekben leirt bal felsé sarkos tritkkk szerint tehat 6sszesen 49 tiindériink van, azokat a
martixokat keressiik, amiket 6k eld tudnak allitani a csupa nulla matrixbol. Egy-egy kétszer
kettes csupa 1 matrix az oszlopok fekete négyzetei valamint a sorok fekete négyzetei
szamanak paritasat sem valtoztatja meg. fgy a nyolc oszlopban a szamok Osszege 0

(modulo 2) és ugyanez igaz a nyolc sorra is. Az el6z6 megoldas soran lattuk, hogy a sor-és

27



oszloptiindérek altal generalt altér dimenzidja nem 16, hanem 15 (a 16 javitovektorbol
barmely 15 volt fiiggetlen). Mivel taldltunk 49 dimenziés merdleges alteret, a
javitovektorok altal generalt altér pedig 15 dimenzids, ezért a 2 x 2-eS csupa egyes
matrixok altere maga a keresett merdleges altér, hiszen az 6sszeg 64, ami a sakktabla (azaz

a 8 x 8-as matrixok) dimenzidja.

Kozépiskolas nyelven megfogalmazva tehat az a vélasz, hogy a 2 X 2-es tiindérek
segitségével pontosan azok a szinezések allithatok eld, melyekben minden sorban és

minden oszlopban paros sok fekete (€s igy paros sok fehér) négyzet van.

Ebbdl a megoldasbol le tudjuk olvasni az invaridns alteret. Az, hogy minden sorban paros
sok egyes van, azt jelenti, hogy a tiindérmatrix a csupa egyes sorvektorra merdleges. Az
hogy minden oszlopban paros sok egyes van, azt jelenti, hogy a matrix minden csupa egyes
oszlopvektorra meréleges. gy a 2 x 2-es tiindérek invarians vektorai pont az oszlop-és
sortiindérek. Ez pont az elsé feladat megforditasa, tehat ,tiindérhalmaz-parokrol”

beszélhetiink.

A feladatok sordn mostantol olyan invaridns vektorokat keresek, ami az el6zdek alapjan a

merdleges altér egy bazisat alkotjak.

Invaridnsok segitségével megoldhato feladattal tobbszor is taldlkozhatunk. A kovetkezd
tipust feladatban a jatékosok vagy kupacok (a feladat megfogalmazasatol fiiggden) egy
koron helyezkednek el, igy a kiinduld konfiguraciobol a célba vald eljutast ciklikus
szabalyok szerinti 1épésekkel szeretném elérni. Ez azt jelenti, hogy a szabaly, ami alapjan
példaul a jatékosok a zsetonokat kapjak, barmelyik jatékostol indulva ugyanaz. Ellenkezd
esetben mas-mas gydztes esetén kiilonbozd szabalyok érvényesiilnének, ezek a feladatok

azonban nem fogalmazhatok meg jol. A kovetkezd feladat Juhasz Péter feladata.

3. Feladat: Négyzet csucsai

Egy négyzet csucsaihoz kavicsokat helyezek a kovetkezé szabaly szerint. Minden lépésben
az egyik csucsbol elveszek néhany kavicsot, és a két szomszédos csucshoz ugyanannyi
kavicsot helyezek el. Elérheto-e, hogy (9, 7, 10, 13) legyen az egyes csucsokndl lévo

kavicsok szama, ha kezdetben az egyik csucsnal egy kavics volt, a tobbinél pedig egy sem?

A feladat egyszertsithetd arra az esetre, hogy az egyes Iépésekben egy kavicsot veszek el,
illetve adok hozza az egyes csucsokhoz, hiszen ezek ismétlésével elérhetd a feladat

szovege altal irt ,,néhany” kavics. A csticsok kiindulési helyzetét elnevezem A, B, C, D-
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nek, innen szeretnék a megengedett 1épésekkel eljutni A’, B’, C’, D’-be. Az el6z6

példakhoz hasonloan a feladatot leforditom az algebra nyelvére.

A
A lépések soran az M = g kiindulési vektoromhoz néhanyszor hozzaadom az
D
0 1 -1 1
e B = I N S V) e
1 -1 1 0
AI
vektorokat, és ezekkel szeretnék eljutni az M’ = f" megérkezési helyzetbe. A kérdés

DI
tehat az, hogy léteznek-e olyan a, B3, v, 0 szamok, melyekre teljesiil, hogy

A A
lg ta-a+f-ayty-az+é-a,= 1‘2,,
D D'
masképpen felirva az egyenletet
A—-A
B'—B
. . . §-a, = .
a-at+prapty-azto-an=|._
D'—D
A —A
B'—B

Azt kell tehat vizsgalnunk, hogy az vektor benne van-e az a,, a,, as, a, vektorok

c'-¢C
D'—D

altal generalt altérben.

Ehhez egy egyenletrendszert irhatok fel (kicsivel késobb meg is tessziik), aminek a
megoldasait az egészek kozott kell megkeresnem. Az egészek kozott altalaban nem tudok
egyenletrendszert megoldani. Test folott viszont elvégezhetd a Gauss-eliminécio egy ilyen
egyenletrendszer megoldasara, igy a feladatot érdemes leforditani ugy, hogy test folott
kereshessem a megoldasokat. Az egészek folott az egyenletrendszer egy tobbvaltozos
diofantikus egyenletrendszer lenne, ami nem megoldhatatlan, de meghaladja mind a

dolgozat, mind tanulmanyainknak a kereteit.
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Ezért nem az egész szdmok folott oldom meg az egyenletrendszert, hanem keresek egy
olyan p primet, hogy Z,, fol6tt taldljak invaridnst. Ugyanis Z, mar test, test folott pedig el
tudom végezni a Gauss-eliminaciot, test folott van vektortér, igy taldlhatok merdleges
alteret. Z, homomorf képe Z -nek, megkaphatom ugy, hogy az egészek gylriijét
lefaktorizalom a p altal generalt idedllal. Azt fogom kihasznalni, hogy ha valami egy

struktira homomorf képében nem teljesiil, akkor az magéban a struktirdban sem teljesiil.

Térjiink vissza a feladathoz. Egy b vektor akkor van benne az a4, a,, as, a, vektorok altal
generalt altérben, ha A4 - x = b megoldhatd, ahol A az a4, a,, as, a, vektorokbol képzett

matrix, a konkrét feladatnal az

1 0 1 -1
-1 1 0 1
1 -1 1 0
0 1 -1 1

matrix. Ha az A matrix invertalhat6, akkor x = A™! - b j6 megoldas. Ilyenkor mindig van
megoldas, tehat nincs invaridns vektor. Ha a matrix invertalhatd, akkor invarians vektort
nem is érdemes keresni. Ahhoz tehat, hogy az egyenlet ne legyen megoldhato, az kell,
hogy az A matrix ne legyen invertalhat6. Marpedig Z,, fol6tt a matrix nem invertalhat6, ha

a determinansa nulla.

1 0 1 -1
-1 1 0 1]_ 3
1 -1 1 0
0 1 -1 1

Ezért Z3 £616tt az A matrix determinansa nulla, tehat az invarianst Z3 f616tt fogom keresni.

Egy olyan y vektort keresiink, amely merdleges mind a négy a; vektorra (azaz a; - y = 0,

igyA-X=0),deQ-X¢O.

Ha a determinans nulla, azaz az oszloprang kisebb, mint négy, akkor az oszlopok

Osszefiiggdk, igy 1étezik ilyen y vektor. Jelen esetben ez teljesiil, az A vektor determinansa

nulla. Altalinosabban megfogalmazva, mivel Z; folott az A matrix determininsa nulla,

ezért az A -y = 0 homogén egyenletrendszernek van megoldasa, ami ekvivalens azzal,

hogy a képtér dimenzidja nem nulla. Eppen ezért van az oszlopvektorokra meréleges
vektor, igy van invaridans vektor Z f6lott. Radadasul mivel a determinéans 3, ezért csak Zs

fo6lott van invarians.
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Az invarians altérnek mindig a bdzisdt szeretném megkeresni. Ebben az esetben az
invarians altér dimenzidja 1. Ezt példaul ugy kaphatom meg, hogy az oszlopok szamabol
(ami 4) kivonom a matrix rangjat (ami 3, mert példaul a bal f6ls6 3 x 3-as aldeterminans

egy). Ezért egy darab vektort keresiink.

Meg kell tehat keresnem a merdleges vektort. Ehhez példaul meg kell oldanom Z5 f6lott a

kovetkezd egyenletrendszert (az egylitthatok az A matrix elemei):

a—pf+y=0

p—v+6=0

a+y—6=0
—-a+L+6=0

Behelyettesitéssel latszik, hogy az o, f=—-a , y=a , § =—a Kkiclégiti az
1

egyenletrendszert, igy valaszthatom az | _

1 vektort merdleges vektornak. Teljesiil, hogy a

1
kiindulo lg‘ ¢s az elérendd I ‘ vektorom I ‘ vektorral vett szorzata Z; folott

kiilénbozik, igy nem juthatok el a rendre 9, 7, 10, 13 kavicshoz.

Ezt a megoldast le tudjuk forditani kozépiskolds nyelvre is. Mivel a megoldast Z; folott
kerestem, igy a harommal vald oszthatosagot kell vizsgdlnom. A merdleges vektor
skalarszorzata a jaték soran hasznalhato vektorokkal nulla volt, ami azt jelenti, hogy a
csucsokhoz adhatd kavicsok szamat valtakozd eldjellel 0sszeadva hiarommal oszthato
szamot kapok. Igy az egyes 1épések soran a négyzet cslicsaindl 1év6 kavicsok szamat
valtakoz6 eldjellel Osszeadva az Osszeg nem valtozott hdrommal vald oszthatdsag
szempontjabol. Ezt a megoldast ugy is atfogalmazhatjuk, hogy a két atlo Osszegének a
kiilonbsége nem valtozott harommal vald oszthatdsag szempontjabol. Marpedig ezek a
kiindul6 és az elérendd helyzetben kiilonboztek (1 illetve 2 a maradék), igy a megengedett

lépésekkel nem érhetd el a kivant szdmu gyufa az egyes csticsoknal.

A kovetkezd feladatot az Erdekességek az algebrdabdl cimii kurzus beadando feladataként
készitettem. A célom az volt, hogy Juhasz Péter mar ismert feladatdhoz hasonld, az
invarians Otletén alapuld, kozépiskolds nyelven jol megfogalmazhato (azaz szép szaballyal
rendelkezd) feladatokat taldljak. Ebben a dolgozatban altalanosan is bemutatom, hogyan

néznek ki a harom-és négyszoges invarians feladatok.
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4. Feladat: Haromszog csucsai

Odén, Richdrd és Jend zsetonokért kartyaznak. Minden kor vesztese ad két zsetont a tole
balra, egy zsetont a tole jobbra iilonek. A jaték kezdetén (hogy az esélyek nagyjabol
egyenldk legyenek), a legfiatalabb Jendnek 7, a kozépsé Richardnak 5, mig Odonnek 3
zsetonja volt. Lehetséges-e, hogy a jaték végen rendre 7, 4 és 4 zsetonnal alltak?

2

1 -3
Az el6z6 modszert alkalmazva, az oszlopvektorok [ 2 ], [ 1 ] és [—3
-3 2 1

készitett matrix determinansat vizsgalom, €s olyan primet keresek, hogy Z,, f616tt a matrix

. Az ezekbol

determindnsa nulla legyen. Azonban kiszdmolva a determinanst, azt kapom, hogy

barmilyen test folott
1 -3 2
2 1 =3|=0.
-3 2 1

A vektorok tehat a racionalis szamtest f6lott 6sszefliggdk, igy Z,, f6lott is, minden p-re.

Keressiink olyan vektort, amely mind a harom vektoromra merdleges. Konnyedén adodik,

1
hogy az [1] vektor ilyen. Ha ezzel a vektorral szeretnék ellentmondasra jutni, azt mar
1

7 7
megtalalhatom az egészek folott. Ha a 5] kiindulési vektort és az elérendd [4] vektort is
13 4
17
skalarisan szorzom a merdleges [1| vektorral, akkor latom, hogy nem jutottam
11

ellentmondasra, a szorzat mindkét esetben 15.

Tegytik fel, hogy valamilyen p-re Z, folott talalok egy mas fajta ellentmondast. Ez azt
jelenti, hogy ott a matrix rangja nem 2 (mint Q fol6tt), hanem 1. Van-e olyan p, hogy a
matrix rangja Z, folott 1?7 Ezt ketféleképpen is meg tudom keresni, méghozza a

determinans sorrangja, oszloprangja ¢és determinansrangja kozotti  Osszefliggést

felhasznalva.

Egyrészt a matrix rangja 1, ha az egyik sornak skalarszorosa a tobbi. Példaul legyen az elsd
sor o-szorosa a masodik sor. Ekkor ¢ -1 = 2, tehata = 2, - (—-3) = 1, tehat 1 = —6, « -
2 = -3, tehat 4 = —3. Olyan testet keresek tehat, amelyben 4 = -3 és —6=1. A

keresett test ezzel a modszerrel Z,.
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Masrészt a matrix rangja 1, ha minden kétszer kettes aldeterminans nulla. Ezeket

kiszamolva azt kapom, hogy a matrixban minden kétszer kettes aldeterminans 7. Példaul
1 =31 _ 4 4 _ /2. _
, T]=11-3-2=7,

ez hasonloan lathaté a tobbi aldetermindnsra is. Ezért ezzel a méasodik modszerrel is azt
kaptam, hogy Z-, f616tt talalhatok 1) invarianst. Ez a modszer barmekkora matrix esetén
miikddik, mert egyre kisebb aldeterminansok mindegyikének oszthatonak kell lennie az

adott szammal.

A feladatot tehat Z-, f616tt kell megoldanom, ahol viszont —3 = 4, igy az eredeti vektorok

helyett tekinthetem az

11 [4 2
2], [1] és [4] vektorokat, valamint a beldliik képezhetd
4] 12 1

1 4 2
A=|2 1 4
4 2 1

matrixot.

A feladat megoldasanak befejezése elott — mivel az a lehetséges haromszoges invarians-
feladatok altaldnos leirdsandl is felhaszndlhaté —, vizsgaljuk meg altalanosan a ciklikus
matrixok determindnsat. Ennek segitségével konnyen meg tudom majd hatdrozni a

merdleges vektort, igy az invarianst, nem kell egyenletrendszerrel szamolnom.

Ciklikus matrix determinansa

Ebben a részben azt szeretném megmutatni, hogy altalanosan hogyan néznek ki a ciklikus
matrixok determindnsai. Az invarians megkereséséhez ugyanis sziikségem van a matrix
rangjanak meghatarozasara, amit eddig is a determindns kiszdmolasaval végeztem. Amikor

mar a nagy determinans nulla, akkor van olyan vektor, ami az egészek f6lott merdleges,

1
tehat minden Z,, folott is merdleges (ez altalaban az [1] vektor). Ekkor az egészek folott is
1

szamolhatok, kozépiskolas nyelven azt jelenti, hogy az Osszeg nem valtozik. Ha ennél
érdekesebb, Osszetettebb feladatot szeretnék késziteni (erre példa a 4. feladat), akkor az
eléozéekben megvizsgaltam az eggyel kisebb aldeterminansokat, ¢és ezeknek véve a
legnagyobb kozos osztojat taldlhattam 1 invarianst. Szerencsére a feladatban minden 2 x

2-es aldeterminans 7 volt, igy azok legnagyobb ko6zos osztdja is 7, az invarianst tehat Z,
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folott kerestem. Pontosan egy invaridns van, ha a determinans nulla, az aldeterminans
pedig nem nulla.
A merdleges altér dimenziojat innen ugy kaphatom meg, hogy az oszlopok szdmabol
kivonom a matrix rangjat.
Ha elkészitek egy invarians-feladatot haromszogre, akkor az ugy szép, ha a szabdly
ciklikus, ellenkez6 esetben ugyanis mas jatékos gydzelme esetén eltérd szamu zseton jarna.
A 1épések soran hasznalt vektorokbodl készitett matrix igy ciklikus. A megoldas soran ki
kell szamolnom egy ciklikus matrix determinansat.
Ezt a sajatértékek szorzataként fogom kiszamolni. Minden sajatvektorhoz tartozik
sajatérték:
A-v=21-v,v+0,

akkor A a v-hez tartozé sajatérték. Ha a matrix diagonalizalhato, akkor koénnyen ki tudom
szdmolni a determinansat, elég keresni egy sajatvektorokbol 4allo bazist. Ha van
sajatvektorokbol allo bazis, akkor a sajatértékek szorzata lesz a determinans. Ezek szerint,
ha tudjuk a sajatértékeket, akkor egyszerti szorzassal ki tudjuk szdmolni a determinanst.

1
Tekintsik az | € | vektort, ahol ¢ egy n-edik egységgyok. Ha a ciklikus matrixomat

STL

megszorzom ezzel az egységgyﬁk hatvainyaib(')l allo vektorral, akkor megkapjuk, hogy

a; an a, +e-a,+--+e"

A aq a,+e-ay+--+&"

An  Qn-1 a, +¢- an1+ 4"
a;+e-a,++et

e (g +e-ap+--+&" az)

e (ag+e-ap+--+et-ay)
Tehat az I € ‘ vektorok az A matrixnak sajatvektorai. Ez n darab sajatvektor, hiszen az n-
edik egységgyokok szama n. Meg kell mutatni, hogy ez valoban bazis. Ezt a mar bevalt

moddszerrel mutatom meg, azaz kiszamolom a sajatvektorokbdl 4llé6 matrix determindnsat,

ami esetiinkben egy Vandermonde-determinans, ami az ismert képlet alapjan
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1 &g &2 en-1
1 g & .. &t

V(ep, &g &) =1 &5 €2 ... &bt =Ilisj<isn(& — &).
1 g, &2 .. &t

Tehat ez a determindns nem nulla, ezért a vektorok fliggetlenek, igy tényleg bazist kaptam.

Egy ciklikus matrixnak ezért mindig van sajatvektorokbol allo6 bazisa. Most a 3 x 3-as

1
matrixokat vizsgalom, ennek a sajatvektorai [s
2
€

, minden e¢-ra. Esetiinkben minden

harmadik egységgyokre.
A determinans pedig a sajatértékek szorzata, ami a 3 x 3-as esetben

(a; +&-a,+€? a3).(ay+&y-a,+e5-a3) - (a; +&-a, + €3 - as).

Felmeriil a kérdés, hogy honnan tudtam, hogy az egységgyokok hatvanyaibdl allo vektort
érdemes tekinteni sajatvektornak. Ezt alapvetden kétféleképpen kaphatom meg. Vagy
kiszamolom, vagy valaki megmondja. Hiszen ha mar megvan a vektor, akkor konnyl
megmutatni, hogy ez tényleg sajatvektor lesz. Rogton adodik a kérdés, hogy jo-e ha

megmondjak nekiink, vagy nem.

A magyarorszagi problémamegoldasban elfogadott, hogy az a jo, ha az ember minél tobb
gondolatra sajat maga jon ra. Ehhez azonban meg kell gondolni, hogy melyik szintrél
indulunk. Ha példaul az axiomakbdl és az alapvetd adatokbdl szeretnénk ravezetni az
embereket a problémak megoldasara, az korilbelill annyi ideig tartana, mint az

emberiségnek tartott, amig eljutott a mai matematikai tudashoz. Erre 4ltalaban nincs 1d6.

A kiilonb6z6 tudoméanyagaknal is kérdés, hogy milyen informéciokra van sziikségiink, és
abbol milyen matematikat épitiink fel. Példaul egy mérndknek, aki alkalmazza az
differencial-és integralszamitast, kell-e tudnia pontosan a hatarértéken alapulod definiciot,
amikor minden ilyen szamitasat szamitogép segitségével végzi? Neki a szamitdsok
elvégzéséhez nincs sziiksége a definiciora, csak arra, hogy mikor melyik fajta integralt kell

betaplalnia a szamitogépbe.

Ugyanez a kérdés, hogy hozzdad-e valamit a tuddsomhoz az, ha magamtol prébalom
kitalalni ezeket a sajatértékeket és sajatvektorokat. Nehéz elképzelni, hogy erre valaki
magatol rdjojjon, am ha ez az informacionk adott, akkor nagyon sok 0j gondolathoz fel

tudom hasznalni, példaul invarians feladatok készitéséhez.

35



Erre a dilemmara jo példa Szabo Csaba a mar emlitett kurzusan feladott feladata, ami egy

negyedfoku egyenldtlenség igazoldsat, és az egyenldség megkeresését tlizte ki:
x*+y*+z) + (V3 - Dxyz(x +y + 2) = V3(3y + y3z + z°x)

Ehhez hidba van ott a szamitogép teljes eszkoztara. Beiithetem a fliggvényt a Wolfram
Alphaba, ami le is rajzolja azt, de csak kozelitd értékeket ad. Ha a programmal
lerajzoltatom, akkor lathatom, hogy a fliggvénynek négy helyen lehet minimumhelye, de a
kozelité értékek miatt ezt pontosan nem tudom megéllapitani. Ahol ennek a negyedfoku,
haromvaltozos fiiggvénynek minimumhelye van, ott a parcialis derivaltaknak nulldnak kell
lenniiik. A fliggvényt konnyt derivalni, hiszen polinom. A derivaltak azonban még mindig
haromvaltozés, minden valtozoban masod-és harmadfokll polinomok. Hogyan oldhatok
meg egy olyan, polinomokbdl 4ll6 egyenletrendszert, azaz esetiinkben hogyan kereshetem

meg harom polinom kodzos gyokeit?

Ehhez kell tudni, hogy 1étezik az a fogalom, hogy rezultans, ami azt adja meg, hogy két
polinomnak van-e kozos gyoke. Ha valaki megstgja, hogy 1étezik rezultans, akkor még
mindig ki kell talalni azt, hogy a fogalmat hogyan kell tobb valtoz6 esetén hasznalni. Ha
ezt kitaladlom, akkor tudom szamoltatni a szamitogéppel. Ennél a feladatnal kidertiil, hogy
onmagéaban ennek a segitségével nem tudom megoldani a feladatot, mert a rezultanst
iteraltan kell alkalmazni. Az iterdlt alkalmazas utdn kapunk egy harminchatod foku
polinomot. Azt tudjuk, hogy ott, ahol minimumhelye van az eredeti fiiggvénynek, ott az X
koordinata gyoke ennek a harminchatod fokll polinomnak. Mint irtuk, a Wolfram Alpha
rajza azt sejteti, hogy maximum négy ilyen hely van, tehat ra kell jonnom, hogy a
harminchatod foku polinom harminchat gyoke koziil melyik négy gyok lesz a négy jeldlt a

minimumhelyre.

Fel szeretném bontani a polinomot az egészek folott irreducibilisek szorzatara. Ez a
felbontds pontos (ha valos vagy komplex felbontdst szeretnék a szamitogép segitségével,
az mar kozelitd értékeket ad). A Wolfram Alpha tehat fel tudja bontani a polinomot egész
egyiitthatds irreducibilis polinomok szorzatara. Esetliinkben ez a polinom szép masod- és
hatodfoku irreducibilis polinomok szorzataként 4ll eld. A mésodfoku polinomok gyokeit
konnyen meg tudom keresni, igy ezeknél a gyokoknél konnyli megmutatni, hogy ott a

fiiggvénynek nincs minimumhelye, kivéve az x = y = z helyet, ami zérushely.

A hatodfokt polinomokkal mar nehezebb banni, kivéve, ha megint kapok egy stigést: a

hatodfoku polinom felbomlik két harmadfoku szorzatara, ahol az egyiitthatok tartalmaznak
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\/3-as részt is. Ezek utdn még mindig t5bb otletet igényel, hogy megtalaljam a gyokoket,

¢s eldontsem, hogy minimumhelyek-e.

Ebbdl a gondolatmenetbdl latszik, hogy bar ott van teljes szamolasi kapacitassal a
szamitogép, megsugtak a megoldashoz sziikséges kulcsfogalmakat, mégis gondolkodéssal,
sok mas otlettel tudom csak kezelni a feladatot. A sugés nélkiil esélyiink sem lett volna
megkeresni azt, hogy a feladatként adott egyenldtlenség esetében hol van egyenldség,
azonban még ezzel egyiitt is rengeteg munkaba keriil, mely soran sok 0j gondolat meriilt
fel. Bar a megoldas kulcslépései igy nem sajat otletek, annak soran mégis szdmos gondolat
keriilt el6, amik hasznosak, mashol is alkalmazhatok. fgy nem érezziik csalasnak, hogy
nem mutatjuk meg a sajatértékek és sajatvektorok kiszamitdsi modjat, hanem csupan
bedobjuk otletként az egységgyokok hatvanyaibol alld vektorokat, és megmutatjuk roluk,

hogy valdban sajatvektorok.

A 4. feladat befejezése

Az ¢l6z06 részben altalanos modszert adtam 3 x 3-as ciklikus matrixok sajatvektorainak
kiszdmitasara. Ezt alkalmazzuk a konkrét feladaton. Azt kapom, hogy a merdleges

vektorban a koordinatak egy mértani sorozat egymadst kovetd tagjai. Mar kordbban

1
észrevettiilk, hogy az [1] vektor merdleges. A masik merdleges vektort az elézéekben
1

1
leirtak segitségével keresem meg. Tudom, hogy van olyan mer6leges vektor, ami [A]
/12

alakt, ahol A% = 1, tehat a merdleges vektor koordinitdi egy mértani sorozat egymast
kovetd tagjai, ahol a mértani sorozat hanyadosa egy harmadrendii elem. Ezek szerint
harmadrendii elemet kell keresnem Z, folott (az ugyanis kozépiskolas modon nem

talsdgosan jol megfogalmazhatd feladat, ha a jatékosok primitiv gyokoket kapnak a

1
bankbol). Harmadrendii elem pedig a 2 és a 4, igy a két alkalmas merdleges vektor az [2]
4

1
4
2

¢és az |4]. A ciklikussag miatt ez a két megoldas ugyanazt a merdleges vektort jelenti.
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1 1]
A feladatot Ggy gyartottam, hogy a merdleges vektor [/1 alakii legyen. Igy az[l vektor is
A2 1
1 1
merdleges lett, hiszen az 1 is harmadik egységgyok, mert 13 = 1. Az 2| és az | 1] vektor
4 1

egymasnak nem skaldrszorosai. Igy tovabbi merdlegeseket tudok keresni, mert a két
merdleges vektor linedris kombinacioi is merdleges vektorok lesznek, hiszen a merdleges

vektorok alteret alkotnak. A merdleges altér dimenziodja kettd (az eredeti matrix rangja egy

1 1
volt), és ezt generalja az [1 és az [2] vektor.
1 4

Ezek szerint az egyes 1épések soran a jatékosok zsetonjai szamanak 1, 2 és 4-gyel vett
linearis kombinacidja nem valtozik modulo 7, azaz ha kozépiskolas modon szeretném
megfogalmazni a valaszt, akkor azt mondhatom, hogy az

1-A+2-B+4-C
Osszeg 7-tel vett maradéka nem valtozik. A kiinduld és az érkezési helyzetben ezek

kiilonboztek (1 illetve 3), igy nem érhetd el ez a kiosztas sem.

Feladatok haromszogre

Hogyan készithet6 invarians-feladat arra az esetre, amikor harman iilnek korben? Ekkor

a c b
egy lépésben az egyik ember kap a, a masik b, a harmadik ¢ db zsetont, igy az [b a c]
c b a

matrix determinansat kell kiszamolnom, és ennek kell nullanak lennie. Ha az el6z6
példahoz hasonloan olyan matrixot szeretnék, aminek a rangja 1, akkor az egyik sornak
skaldrszorosa a tobbi sor, igy a kovetkezd egyenletrendszer irhat6 fel:
c-a=c
{b a=a
cra=b
Az egyenletrendszerbdl latszik, hogy a® = 1, tehat olyankor lesz Z, f0l6tt a matrix rangja
egy, amikor van Z,-ben harmadrendii elem. Ez pontosan akkor teljesiil, ha p = 3k + 1
alaku. Legyen ¢ egy primitiv gyok modulo p, ennek a rendje 3k. Ekkor g k-adik
hatvanyanak rendje 3 (0(g*) = 3). Raadasul sszesen két harmadrendii elem van, ezek g*
és g2k, Tehat a keresett a lényegében egyértelmii, a két harmadrendii elem « és annak
inverze. Tobb harmadrendli elem nincs, mert Z, multiplikativ csoportja ciklikus. Ciklikus

csoportban az n-edrendti elemek szama ¢ (n), marpedig ¢(3) = 2.
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Eszerint a harom jatékos koziil egy 1épésben az egyik a zsetont kap, akkor a masodik « - a,

a harmadik pedig a? - a zsetont (ha korben iilnek, valamelyik irAnyban biztosan o-val

1

szorzok). A keresett invarians vektor tehat az [ a ] valamilyen skaldrszorosa lesz.

aZ

Lehet-¢ késziteni mas invarianst, ha harman jatszanak, és van valamilyen szabalyossag
(azaz a korok végén ,,szE€p” szabaly szerint kapnak zsetonokat)? Lehet-e mas vektorteres
feladatot késziteni?

Az el6z6 feladatban a matrix rangja 1 volt, most vizsgaljuk meg azt az esetet, amikor a

rang nem 1, hanem 2.

o

a c
Ennek a vizsgdlatdhoz a mar emlitett [b a ] matrix determinansat kell kiszamolnom,
c b

c
a
ez
(a+b+c)-(a?+b%*+c*—ab—ac— bc)
Ez a szorzat kétféleképpen lehet 0. Egyrészt, ha az els6 tényez6, azaz (a + b + ¢) = 0,

1
ebben az esetben a merdleges vektor az [1] vektor. Masrészt, ha a masodik tényez6 nulla,
1

azaz (a? + b?> + c?> —ab — ac — bc) = 0.
Feltehetem, hogy a, b és ¢ koziil valamelyik nem nulla (legyen ¢ # 0), igy azzal leosztva, C
helyébe 1-et irva az a® + b> + 1 —ab — a — b = 0 egyenletet kell vizsgalnom. Vegyiik
észre, hogy a bal oldal nem mas, mint

(a-1D%=(@a-1-(b-1)+(b—-1)>2%
Ha ezt az egyenletet leosztom (1 — b)?-tel (a b = 1 esetre kicsivel lejjebb kitérek), akkor

azt kapom, hogy

€_1f+a_1+1—0
1-b 1-b B

Helyettesitsiink be az % helyére x-et, ekkor a bal oldalon éppen a harmadik korosztasi
polinomot kapjuk: x2 + x + 1 = 0.

A feladat megoldasahoz tehat olyan primet keresek, ami osztdja a harmadik korosztési
polinomnak (hiszen azt szeretném, hogy a matrix determinansa Z, f6l6tt nulla legyen).

Ennek a polinomnak a primosztoéi a 3 és a 3k + 1 alakt szamok. Marpedig Zs, illetve
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olyan Z, felett, ahol p = 3k + 1 alaku, mindig létezik harmadrendli elem. Ezért a

1

sajatvektorok a korabban megmutatottak alapjan [ € ] alakuak.

82

Meg kell még vizsgalnom azt az esetet, ha b = 1, ekkor ugyanis nem oszthatom le az
egyenletet (1 — b)-vel. Ekkor azt kapom, hogy a = 1, tehat a = b = ¢, ami megfelel az

1
elsé esetemnek, amikor a merdleges vektor az [1
1

Mashogy is meg lehet mutatni, hogy a haromszdgjatékok invaridnsai mindig harmadrend

volt.

elemek segitségével irhatok le. Vegylik €szre, hogy az invarians vektorok az A matrixhoz
tartozo linearis transzformacié magjanak a vektorai (azaz a nullahoz tartozo sajatvektorok,
ami ugyanaz, mint az Ax = 0 egyenlet megoldasai). A magrol tudjuk, hogy vektorai
sajatvektorok. Olyan feladatot szeretnék gyartani, ahol a matrix determindnsa nulla. Ha a
matrix determindnsa nulla, az azt jelenti, hogy a mag nem trivialis. Ciklikus méatrixoknal

mindig van sajatvektorokbol allo bazis, a sajatvektorokrdl pedig az elézdek alapjan tudjuk,

1

hogyan néznek ki. A 0 benne van a magban, tehat van olyan sajatérték, ami [ £ ] alaku és a

82

1

0-hoz tartozik. Ezért kell lennie olyan vektornak, ami [s] alakt, ahol €3 = 1, és benne

82

van a magban. Tehat modulo p kell lennie harmadrendii elemnek. Ezért egy

haromszogjatékban minden invaridns harmadrendii elem segitségével irhato le.

fgy tudjuk, hogy a vizsgalt testben mindig van harmadrendii elem, igy a determinans a

ciklikus matrixokrol sz0l6 fejezetben leirtak szerint is felbonthato a kdvetkezd alakban:
(a+b+c) (a+eb+e?c) (a+ b+ ec)

Ha tehat a determindns nulla, akkor a harom tényezd koziil valamelyik nulla. Minél tobb

nulla koziiliik, annal kisebb a matrix rangja.

Az els6 lehet6ség, ha (a + b + ¢) = 0, ami azt jelenti, hogy a sorok Osszege nulla. A

mésodik és a harmadik lehetdség, ha (a + &b + £2¢) = 0, vagy (a + £%b + &c) = 0. Ezek

pont Ggy valdsithatok meg, mint az el6bbi példaban, azaz ilyenkor egy harmadrendii elem

segitségével taldlhatom meg az invaridnst.

1
1
1

keresni ezen kiviil, akkor nincs mas lehetdségem, mint az 1, o és a?-tel vald szorzas.

Ha csak egy invarians vektor van, az mindig az |1|. Ha mas invarians vektort szeretnék
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Vizsgaljuk meg ezek 0sszegét:

3_
l+a+a?2=2"2=0,

a—1

hiszen o harmadrendii elem volt, igy a® = 1, tehat a szamlal6 nulla. igy minden esetben,
amikor ezzel a mddszerrel adok invarians vektort, akkor a vektor koordinatainak Osszege
nulla lesz.

Ennek a segitségével le tudok gyartani modulo 7 és modulo 13 felett megoldhaté feladatot,

mert azok a legkisebb 3k + 1 alaku primszamok. Egy lehetséges feladat modulo 13:

5. Feladat

Odén, Richard és Jend megvdltoztatiak a szabalyokat. Minden kér végén a gydztes kap 2
zsetont a tole jobbra iilotol, a téle balra iilé pedig a bankbol kap egyet. Ha kezdetben

mindenkinek 20 zsetonja volt, elérheto-e, hogy néhany kor utan 25, 29 és 33 zsetonjuk

legyen?
20

Az eldbbiek szerint atfogalmazva a feladatot a [20| vektorbdl kiindulva eljuthatok-e a
20

25 1

=2 2
29] -ba ugy, hogy kozben az [ 2 ], [ 1 ] és [—2] vektorokat adhatom hozza néhanyszor a
33 2 1

kiindulasi vektoromhoz. Azaz vannak-e olyan a, B, v szdmok, melyekre igaz, hogy

1 -2 2 25—=20 5
a|2|+L-|1|y+|-2|=(29-201=]|9]|
=2 2 1 33-20 13
Megvizsgalva a vektoraimbol alkotott matrix determinansat, megkapom. hogy
1 -2 2
2 1 -2|=13.
-2 2 1

Az invarianst, igy a merdleges vektort tehat Z,; folott kell keresnem. Ehhez felirom az

egyenletrendszert:

2+ —-2y=0

{a—23+2y=0
—2a+28+y=0

Ezt Gauss-eliminacioval megoldva megkapom, hogy

a=—4«yéSIB=3)/,
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—4
3 ] Megvizsgalom a kiindulasi és az érkezési
1

vektor y-nal vett szorzatat, és a mar megszokott modon megkapom, hogy az adott

ami alapjan merdleges vektor az y =

1épésekkel a kiosztas nem érhet6 el.

Kozépiskolas modon megfogalmazva a megoldast azt mondhatom, hogy a jatékosok
zsetonjainak —4-gyel, 3-mal és 1-gyel vett linearis kombinacidja 13-mal val6 oszthatosag
szempontjabol a jaték sordn nem valtozik. Marpedig a kiindulasi és az érkezési helyzetben

ezek kiilonboznek, igy nem rendelkezhetnek 25, 29 és 33 darab zsetonnal.

Neégyszoges feladatok leirasa

Vizsgaljuk meg, hogy a harmadik feladathoz hasonld, négyszoges példak hogyan
nézhetnek ki, azaz irjuk le a négyszdg invaridns-jatékait. A feladat a mar megszokott:
kiilonb6z6 pozicidkhoz szamokat rendeliink, és egy 1épésben valamilyen szabaly szerint
megvaltoztathatjuk a csticsokndl levd értéket. Most négy csticsom, van, igy négy hosszu
ciklikus vektorokat szeretnék hozzaadni a kiindulas vektorhoz. Legyen a beldliik felirt
matrix az

A=

b
c
d

QL O T Q
ST Q
SEQ Q0

c a

ennek vagyok kivancsi a determindnsara. Ciklikus matrix determinansanak kiszamitdsahoz

&

1
az n-edik egységgyokoket hivhatom segitségiil. A matrixnak a sajatvektorai az I y ‘ alaku
€

2
3

vektorok, ahol az & negyedik egységgyok. Negyedik egységgyokok az 1, i, —1, —i. Igy a

1 1 1 1

. 1] |—1 i, —i
sajatvektorok az NIRRTt

11 =11 L—=i [

Mivel sajatvektorokbol all6 bazissal felirva a matrixot, a determinans a sajatértékek

szorzata, ezért az A matrix determinansa
(a+b+c+d)-(a—b+c—d)-(a+i-b—c—i-d)-(a—i-b—c+i-b)

alaku.

Ha szép feladatot szeretnék késziteni, akkor valamilyen szimmetrikus szabdly szerint

kapjak a korben iilok a zsetonokat, példaul a gydztes (legyen a) két szomszédja kapjon

ugyanannyit, legyen tehat b = d. Ekkor mar sokkal szebb az A determinansa:
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(a+c+2d) - (a+c—2d) (a—c)
Ez a szorzat haromféleképpen lehet nulla. Ha az els6 tényezo nulla, az azt jelenti, hogy a
csucsoknal 1évé 6sszeg nulla. Ha a masodik tényezd nulla, akkor az egymassal szemben
1évo csucsok Osszege egyenld. Ha a harmadik tényez6 nulla, akkor pedig a = c.
Ha b # d, akkor meg kell vizsgdlnom a determinansként kapott szorzat azon tényezdit,
melyekben talalhaté komplex egyiitthato. Ha elvégzem az
(a+i-b—c—i-d)y-(a—i-b—c+i-b)
szorzast (vagy a gyorsabb szdmolast megkonnyitendd észreveszem, hogy ez nem mas,
mint
[@a-a)+B-d)-i]-[(a-—c)=(b—d)-i],

igy egy komplex szam és konjugaltjanak szorzata), megkapom, hogy ez a szorzat

(a—c)?+ (b — d)*tel,
azaz két négyzetszam Osszegével egyenld. Tehat két négyzetszam Osszegének kell nullanak
lennie Z,, f616tt, amibol kdvetkezik, hogy p = 4k + 1 alak.
Ezek szerint milyen feladatok gyarthatok, ha négyen iilnek korben? Vagy egy bonyolult
feladat modulo p, ahol p = 4k + 1 alaka, vagy a+b+c+d, vagy a—b+c—d
segitségével megoldhatd feladat. Ez utdbbi éppen a harmadik feladat (Juhasz Péter

1
feladata), amikor az I_lll volt a merdleges vektor.
-1

Hogy néznek ki a bonyolult feladatok? Ehhez kell keresnem egy negyedrendii elemet, amit
behelyettesitek az i helyére az a +ib — c —id vagy az a —ib — c + ib helyére. Ha a
primem 4k + 1 alak, akkor van negyedrendii elem.

Példaul modulo 5 esetén a 2 primitiv gyok, igy egy feladat megoldasa gy nézhet ki, hogy
,»azZ egyik csucs meg kétszer a masik csics minusz a harmadik cstics, minusz kétszer a
negyedik cstucs” nulla lesz Zg folott (azaz a + 2b — ¢ — 2d ottel vald oszthatosadga az
egyes lépések alatt nem valtozik). Egy ilyen feladat azonban mar nem lenne szimmetrikus.
Ha b = d, akkor a determinansban (a — ¢)? szerepel, ami azt jelenti, hogy két szemben
1év6 csucs egyenld (modulo p).

Négyszogre tehat szép feladatot vagy ugy adhatok, hogy a négyszog Osszes cstcsat kell
vizsgalnom, vagy ugy, hogy az atlok kiilonbségét, vagy gy, hogy két szemkdzti csticsot.
Tobb olyan invariansra €piild feladat, ahol van szimmetria, nem lesz.

Foglaljuk 0ssze, mit kaptunk a négyszog invarians-jatékaira!
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A leggyengébb” jaték, amikor csak egy szabaly van. Ezt nyilvan ciklikusan kell
értelmezni (hol az egyik ember nyer, hol a masik, csak ekkor van értelmes feladat).

Ha szép invarianst keresek, az csak ugy lehet, hogy a hozzaadhat6 vektorokbol képzett
ciklikus matrix determindnsa nulla. Megvizsgéaltam a determinanst a komplex szamtest
folott, kaptam egy szorzatot, ami akkor nulla, ha valamelyik tényezdje nulla. A komplex
szamtest feletti felbontas

(a+b+c+d)-(a—b+c—d)-(a+i-b—c—i-d)-(a—i-b—c+i-b),

a racionalis szamtest feletti felbontas
(a+b+c+d)-(a—b+c—d)-[(a—c)*+ (b—d)?].

A raciondlis szamtest folotti felbontas egyben egészek f6l6tti felbontés is, tehat minden p-

re modulo p igy bomlik fel. Akkor talalunk invarianst, ha ezek koziil a tényezok koziil

valamelyik nulla (mert akkor lesz a matrix nem teljes rangu).

1. Elsé lehetdség, hogy a teljes 6sszeg nulla.

2. Masodik lehetéség, hogy az atlok kiilonbsége nulla. Ezekhez barmilyen primet
valaszthatok, barmilyen p-re miikodik.

3. A harmadik lehetéség, hogy az (a — ¢)? + (b — d)? négyzetdsszeg nulla. Ez a
négyzetosszeg csak akkor lehet nulla, ha a prim 4k + 1 alaka. Ekkor ugyanis
modulo p van negyedrendii elem. Ekkor a determinans felbomlik ugy, mint a
komplex szamtest f6lott, ha az i helyére a negyedrendli elemet helyettesitem be.
Ekkor a feladat ugy nézhet ki, hogy a negyedrendii elemmel a csticsoknal 1évd
értékeket ciklikusan szorzom, vagy szimmetrikus feladatot szeretnék, és b = d.
Ekkor azonban Z, folétt a —c = 0, tehat két-két csucs kongruens egymadssal

modulo p.

44



Felhasznalt irodalom

1. A Nemzeti alaptanterv tervezete. 2018.08.31.

https://www.oktatas2030.hu/wp-content/uploads/2018/08/a-nemzeti-alaptanterv-

tervezete 2018.08.31.pdf (utolsd letdltés: 2019.04.07.)
2. A TANACS AJANLASA (2018. majus 22.) az egész életen at tart6 tanulashoz

sziikséges kulcskompetenciakrol. Az Eurdpai Unid Hivatalos Lapja, 2018.06.04. C
189/1.

https://eur-lex.europa.eu/legal-
content/HU/TXT/PDF/?uri=CELEX:32018H0604(01)&from=EN (utolsé letoltés:
2019.04.07.)

3. Andreas Poulos: A research on the creation of problems for mathematical

competitions. The teaching of mathematics, 20 (2017) 1. sz. 26—36.

http://elib.mi.sanu.ac.rs/files/journals/tm/38/tmn38p26-36.pdf (utolsé letdltés:

2019.04.07.)

4. Ariel Starr, Melissa E. Libertus, Elizabeth E. Brannon: Number sense in infancy
predicts mathematical abilities in childhood. Proceedings of the National Academy
of Sciences of the United States of America, 110 (2013), 45. sz. 18116-18120.
https://www.pnas.org/content/110/45/18116 (utolsé letoltés: 2019.04.06.)

5. Camilla K. Gilmore, Shannon E. McCarthy, Elizabeth S. Spelke: Non-symbolic

arithmetic abilities and mathematics achievement in the first year of formal
schooling. Cognition, 115 (2010), 3. sz. 394-406.

6. Czurko Andras: Neurdlis és funkcionalis plaszticitas. In. Bevezetés a
neuropszichologidba. Szerk. Kallai Janos, Bende Istvan, Karddi Kazmér, Racsmany
Mihaly. 2008.
https://www.tankonyvtar.hu/hu/tartalom/tamop425/2011 0001 524 Bevezetes a
neuropszichologiaba/ch04.htmI#id509599 (utolso let6ltés: 2019.04.07.)

7. David Burr, John Ross: A visual sense of numbers. Current Biology, 18 (2008), 6.
sz. 425-458.
https://www.cell.com/action/showPdf?pii=S0960-9822%2808%2900238-8 (utolsd
letoltés: 2019.04.06.)

8. Edward A. Silver: On mathematical problem posing. For the Learning of
Mathematics, 14(1994) 1. sz. 19-28.

45


https://www.oktatas2030.hu/wp-content/uploads/2018/08/a-nemzeti-alaptanterv-tervezete_2018.08.31.pdf
https://www.oktatas2030.hu/wp-content/uploads/2018/08/a-nemzeti-alaptanterv-tervezete_2018.08.31.pdf
https://eur-lex.europa.eu/legal-content/HU/TXT/PDF/?uri=CELEX:32018H0604(01)&from=EN
https://eur-lex.europa.eu/legal-content/HU/TXT/PDF/?uri=CELEX:32018H0604(01)&from=EN
http://elib.mi.sanu.ac.rs/files/journals/tm/38/tmn38p26-36.pdf
https://www.pnas.org/content/110/45/18116
https://www.tankonyvtar.hu/hu/tartalom/tamop425/2011_0001_524_Bevezetes_a_neuropszichologiaba/ch04.html#id509599
https://www.tankonyvtar.hu/hu/tartalom/tamop425/2011_0001_524_Bevezetes_a_neuropszichologiaba/ch04.html#id509599
https://www.cell.com/action/showPdf?pii=S0960-9822%2808%2900238-8

10.

11.

12.

13.

14.

15

16.

17.

Frank K. Lester, Jinfa Cai: Can Mathematical Problem Solving Be Taught?
Preliminary Answers from 30 Years of Research. In. Posing and Solving
Mathematical Problems. Szerk. Patricio Felmer, Erkki Pehkonen, Jeremy
Kilpatrick. 2016. 117-136.

Igor Kontorovich, Boris Koichu: A case study of an expert problem poser for
mathematics competitions. International Journal of Science and Mathematics
Education, 14 (2016) 1. sz. 81-99.

Ilana Lavy, Atara Shriki: Problem posing as a means for develpoing mathematical
knowledge of prospective teachers. Proceedings of the 31st annual conference of
the International Group for the Psychology of Mathematics Education (Eds: Woo,
J.; Lew, H.; Park, K.; Seo, D.) 2007. 129-136.
http://www.emis.de/proceedings/PME31/3/129.pdf (utolsd letoltés: 2019.04.07.)

Jinfa Cai, Chunlian Jiang,Stephen Hwang, Bikai Nie, Dianshun Hu: How do
textbooks incorporate mathematical problem posing? An international comparative
study. In. Posing and Solving Mathematical Problems. Szerk. Patricio Felmer,
Erkki Pehkonen, Jeremy Kilpatrick. 2016. 3—-22.

John Mason: When is a problem...? "When" is actually the problem! In. Posing and
Solving Mathematical Problems. Szerk. Patricio Felmer, Erkki Pehkonen, Jeremy
Kilpatrick. 2016. 263-286.

Joonkoo Park, Elizabeth M. Brannon: Training the approximate number system
improves math proficiency. Psychological Science, 24 (2013), 10. sz. 2013-20109.
https://www.ncbi.nlm.nih.gov/pmc/articles/PMC3797151/ (utolsé letoltés:
2019.04.07.)

. Juhaszné Klér Andrea: Problémamegold6 folyamatok. 2011.

https://www.tankonyvtar.hu/hu/tartalom/tamop412A/2010-

0019 Problemamegoldo folyamatok/ch02.html (utolsé letdltés: 2019.04.07.)

Karen Wynn: Children’s acquisition of number words and the counting system.
Cognitive Psychology, 24 (1992), 220-251.

Kovdcs Veronika, Palotay Dorka, Pozsonyi Eniko: Egy kozépiskolai feladat
algebrai megoldasa.

http://web.cs.elte.hu/~csaba/bboard/20120/alg3/alg3sort.pdf (utolso letoltés:
2019.04.07.)

46


http://www.emis.de/proceedings/PME31/3/129.pdf
https://www.ncbi.nlm.nih.gov/pmc/articles/PMC3797151/
https://www.tankonyvtar.hu/hu/tartalom/tamop412A/2010-0019_Problemamegoldo_folyamatok/ch02.html
https://www.tankonyvtar.hu/hu/tartalom/tamop412A/2010-0019_Problemamegoldo_folyamatok/ch02.html
http://web.cs.elte.hu/~csaba/bboard/2012o/alg3/alg3sort.pdf

18.

Laura Fontanari, Michel Gonzalez, Giorgio Vallortigara, Vittorio Girotto:
Probabilistic cognition in two indigenous Mayan groups. PNAS, 111 (2014), 48. sz.
17075-17080.

https://www.pnas.org/content/111/48/17075 (utolsé letoltés: 2019.04.06.)

19. Nahalka Istvan: Konstruktiv pedagdgia — egy 0j paradigma a lathataron (I.).

20.

21.

22.

23.

24,

25.

Iskolakultara 7. (1997), 2. sz. 21-33.

Ofer Marmur, Boris Koichu: Surprise and the Aesthetic Experience of University
Students: A Design Experiment. Journal of Humanistic Mathematics, 6 (2016) 1.
sz. 127-151.

Stanislas Dehaene, Laurent Cohen: Towards an anatomical and functional model
of number processing. Mathematical Cognition, 1 (1995), 83-120.

Stanislas Dehaene: A szamérzék. Miként alkotja meg az elme a matematikat? Bp.
2003.

Stanislas Dehaene: Education, Brain Plasticity, and Neuronal Recycling. El6éadas:
Cognitive Foundations of Learning in School-Aged Children, Collége de France,
2015.01.06.
https://www.college-de-france.fr/site/en-stanislas-dehaene/course-2015-01-06-
09h30.htm (utolso6 letoltés: 2019.04.06.)

Stanislas Dehaene:The Cognitive Foundations of Learning Mathematics. El6adas:
Cognitive Foundations of Learning in School-Aged Children, Collége de France,
2015.03.03.
https://www.college-de-france.fr/site/en-stanislas-dehaene/course-2015-03-03-
09h30.htm (utolso letdltés: 2019.04.07.)

Véronique Izard, Coraile Saun, Elizabeth S. Spelle, Arlette Streri (2009): Newborn

infants perceive abstract numbers. Proceedings of the National Academy of
Sciences of the United States of America, 106 (2009.),25. sz. 10382—-10385.
https://www.pnas.org/content/106/25/10382 (utolsé letoltés: 2019.04.06.)

47


https://www.pnas.org/content/111/48/17075
https://www.college-de-france.fr/site/en-stanislas-dehaene/course-2015-01-06-09h30.htm
https://www.college-de-france.fr/site/en-stanislas-dehaene/course-2015-01-06-09h30.htm
https://www.college-de-france.fr/site/en-stanislas-dehaene/course-2015-03-03-09h30.htm
https://www.college-de-france.fr/site/en-stanislas-dehaene/course-2015-03-03-09h30.htm
https://www.pnas.org/content/106/25/10382

